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Przedmowa

W polskiej terminologii uzywa si¢ nazw analiza numeryczna i metody nume-

ryczne wymiennie. Przedmiot analizy numerycznej mozna zdefiniowa¢ dwojako:

e po pierwsze, to nauka zajmujaca si¢ rozwigzywaniem probleméw matema-
tycznych metodami arytmetycznymi,

e po drugie, to sztuka doboru sposrod wielu mozliwych procedur takiej, ktora
jest ,,najlepiej” dostosowana do rozwigzania konkretnego zadania.

Wiele probleméw matematycznych i inzynierskich jest doktadnie rozwigzywa-
nych metodami analizy matematycznej, z uzyciem abstrakcyjnych poje¢ i narze-
dzi. Metoda numeryczna prowadzi do uzyskania przyblizonego rozwiazania
takich zadan sposobami, ktore sa dostgpne maszynie cyfrowej, czyli przede
wszystkim przez wykonywanie operacji arytmetycznych. Nie wystarczy procedure
numeryczng zaprojektowac, trzeba jeszcze zbadac jej wlasciwosci. W takim rozu-
mieniu (projektowanie metod numerycznych i badanie ich wlasciwosci) analize
numeryczng mozna uwazaé za cz¢$¢ matematyki, a do jej wynikow dochodzi sie,
stosujac aparat pojeciowy i narzedzia matematyki.

Z reguly, dla jednego problemu dysponujemy kilkoma metodami numerycznymi.
Trzeba wybra¢ jedna z nich i zaimplementowac. To znaczy, biorgc pod uwage za-
soby sprzetowe i oprogramowanie, ktore sa do dyspozycji, utworzy¢ algorytm,
ktory zrealizuje obliczenia i wygeneruje wynik, ktory s$wiadomie zaakceptujemy.
Przy wyborze i implementacji metody numerycznej bierze si¢ pod uwage liczne
czynniki i przestanki, wérdod ktorych jest specyfika urzadzenia cyfrowego realizu-
jacego obliczenia, sposob reprezentacji danych wejsciowych i wynikow, czas
obliczen, zasoby pamigci i wiele innych, wraz z najwazniejszg: Swiadomos$cia
celu wykonywanych obliczen. Wielu uwaza, ze ta sztuka stosowania metod
numerycznych, faczaca znajomos$¢ ich matematycznie udowodnionych wtasciwo-
§ci, zrozumienie rozwigzywanego problemu, wiedz¢ o sprzgcie, algorytmike
1 programowanie, to nowa dziedzina okreslana terminem scientific computing albo
computational science.

Analiza numeryczna jest niezbgdna we wszystkich naukach, w ktorych wykorzy-
stujemy cyfrowe urzadzenia liczace. W kazdej sytuacji, w ktdrej stosujemy ma-
szyng¢ cyfrowg do wykonania obliczen, cigzy na nas obowigzek analizy doktadno-
$ci 1 przydatnos$ci otrzymanego wyniku.

Material przedstawiony w tej ksigzce to wybrane przez autor6w metody nume-
ryczne prezentowane studentom réznych kierunkow studiow inzynierskich
w trakcie wyktadow, ¢wiczen i laboratoriow. Mamy nadziejg, ze przygotowane
w zwartej postaci podstawowe informacje z analizy numerycznej utatwig studen-
tom usystematyzowanie i przyswojenie wiedzy. Uczestnictwo w wykladzie,
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¢wiczeniach i laboratoriach umiejscowi t¢ wiedzg w kontekscie zastosowan oraz
pozwoli na rozwinigcie praktycznych umiejetnosci.

Chcieliby$my podkresli¢, ze opanowanie i stosowanie analizy numerycznej obej-
muje nie tylko poznanie i zrozumienie arsenatu metod i sposobow na uzyskanie
przyblizonych rozwigzan problemow matematycznych i inzynierskich. Chcieliby-
$my zwroci¢ uwage studentdow i czytelnikow tej ksiazki na kilka podstawowych
zasad i kluczowych pojec, ktore stanowig o istocie analizy numerycznej:

1. Wszelkie metody numeryczne obarczone sa blgdami roznego rodzaju,
pochodzenia i znaczenia. Bez analizy tych bledow, zrozumienia ich zrodet
1 wagi w otrzymanym wyniku metoda numeryczna jest bezuzyteczna.

2. Zbieznos¢ wynikow metody numerycznej do doktadnego rezultatu jest jej klu-
czowa cecha. Badanie tej zbieznosci jako funkcji parametréw metody
pozwala na $§wiadome stosowanie metody numerycznej w sposob dopasowany
do naszych celow.

3. Ztozonos¢ numeryczna algorytméw realizujacych metode numeryczng jest
miarg zasobow obliczeniowych koniecznych do ich wykonania i ma
kluczowe znaczenie dla oceny mozliwosci zastosowania tej metody w kon-
kretnej sytuaciji.

4. Uwarunkowanie problemow numerycznych, czyli miara wrazliwosci wyniku
na zmiany lub btedy danych wejsciowych, decyduje o tym, ktore zadania
mozna rozwiazac¢, a ktdrych nalezy unikac.

5. Metody numeryczne powinny by¢ stosowane tak, by uzyska¢ rozwigzanie
spetniajace narzucone wymagania przy jak najmniejszej liczbie wykonanych
operacji arytmetycznych.

6. Obliczen numerycznych nie wolno wykonywac¢ bezmyslnie, a ich wynikow
akceptowac bezrefleksyjnie.

Bedziemy si¢ odnosi¢ do tych zasad w kolejnych rozdziatach.

Poza przydatnoS$cig poszczegoélnych metod numerycznych do rozwigzania po-
wszechnie spotykanych probleméw inzynierskich, nauka analizy numerycz-
nej jest doskonala szkola myslenia algorytmicznego. Zapraszamy do lektury
i samodzielnych, aktywnych studiow.

Ksigzka sktada si¢ z dziewigciu rozdziatow i trzech dodatkow. Dodatki zawieraja
podstawy algebry i analizy matematycznej, ktére mieszczg si¢ w materiale wykta-
danym zwykle na pierwszych semestrach studiow inzynierskich. Zostaty zebrane
w jednym miejscu wiadomosci, do ktdrych bezposrednio odwotano si¢ w tekscie.

Kazdy z dziewigciu rozdziatow stanowi odregbng cato$¢ 1 moze by¢ czytany
oddzielnie. Twierdzenia, definicje i przyklady zaznaczono w tekscie. Definicje
i twierdzenia porzadkujg podstawowe fakty, ktore sg wykorzystane w konstrukcji
metod numerycznych. Te twierdzenia, ktore umieszczono bez dowodu zaopa-
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trzono w odsyltacze do podajacej je literatury. Wyprowadzenia metod numerycz-
nych, analiza ich wilasciwosci i dyskusja przydatnosci stanowia gtoéwny nurt
ksigzki 1 nie zamykano ich w formie twierdzen. Przyktady ilustrujace podstawowe
pojecia i wlasciwosci sg proste, czesto tak by umozliwi¢ ich natychmiastowe prze-
liczenie przez czytelnika. Podano tez przyktady ilustrujace wyjatki i sytuacje awa-
ryjne metod numerycznych. Algorytmy dodatkowe i pomocnicze umieszczono w
ramkach wydzielajacych je z tekstu.

Zamieszczona bibliografia zawiera przede wszystkim tytuly w jezyku polskim,
ktore moga by¢ wykorzystane do poglebienia wiadomosci. Podano tez te pozycje
anglojezyczne, z ktorych zaczerpnigto twierdzenia niedostepne w polskiej litera-
turze. Nie byto celem autoréw kompletowanie pelnej bibliografii przedmiotu,
bo ta bytaby bardzo obszerna.

Autorzy






1. Cyfry, liczby i bledy — podstawy analizy numerycznej

1.1. Systemy liczbowe

Arytmetyka (tac. arithmetica, gr. dpiOuntikn od apiBuodg — liczba) jest jednym
z najstarszych dzialéw matematyki zajmujacym sie liczbami, sposobem ich zapisu
1 operacjami na liczbach.

Dzialania arytmetyczne to dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Jed-
nostka arytmetyczno-logiczna komputera wykonuje witasnie dzialania arytme-
tyczne (na liczbach, ktére sa reprezentowane w maszynie cyfrowej, a ponadto
realizuje operacje logiczne, przesuni¢cia bitowe, czasem dzielenie modulo).

System liczbowy to zbidr regut zapisu i nazewnictwa liczb. Wspoltczesnie uzywa
si¢ systemow pozycyjnych, ktore postuguja sie skonczonym zbiorem znakow,
zwanych cyframi. W zaleznosci od swojej pozycji w ciagu reprezentujacym
liczbe, cyfra oznacza wielokrotno$¢ odpowiedniej potegi liczby p nazywanej pod-
stawg sytemu. Potegi podstawy o wyktadniku 0,1,2, ... odpowiadaja kolejnym
pozycjom na lewo, a potegi o wyktadniku -1, -2, -3,... — pozycjom na prawo
od znaku rozdzielajacego (przecinka lub kropki) cze$¢ catkowitg od czesci utam-
kowej. Oddzielnie trzeba zapisa¢ znak liczby. Cyfry w systemie pozycyjnym
o podstawie p to kolejno 0,1,2, ...,p — 1.

Przyklad 1.1

Liczbe 103,45 zapisang w dziesietnym systemie liczbowym (systemie ktorego
podstawa p jest liczba 10) odczytujemy jako:

103,45=1-102+0-10'+3-10°+4-10"1 +5-1072
czyli: sto trzy i czterdziesci pigc setnych.
Liczbe L w systemie pozycyjnym o podstawie p mozna przedstawi¢ jako:
L=o z d; p* (1.1)
i€e{cy,c1—1,..,1,0,—1,..,—co}

gdzie: 0 € {—1,+1} — jest znakiem liczby L, p jest liczba naturalng oznaczajaca
podstawe systemu pozycyjnego (p > 1), d; jest liczbg calkowita nieujemna,
mniejszg od p, czyli cyfra liczby L, ¢; + 1 jest liczba cyfr na lewo, a ¢y liczba
cyfr na prawo od znaku rozdzielajacego cyfry catkowite od cyfr utamkowych.

Najbardziej popularne systemy pozycyjne zestawiono w tabeli 1.1, a miejsce
systemow pozycyjnych w strukturze wszystkich systemow zapisu liczb znanych
w historii matematyki pokazano na rys. 1.1.

11
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Tabela 1.1. Podstawowe systemy liczbowe

System Podstawa Cyfry
dziesietny p=10 D= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
binarny p=2 D={0,1}
osemkowy p=28 D={0,1,2,3,4,5,6,7}
hexadecymalny p=16 D= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E F}

‘ Systemy liczbowe

|

[ [

‘ jedynkowy ’ ‘ addytywne ’

S I

l 1
r etruski, egipski, n r systemy allabety_czne: B
| babiloriski, rzymski, ... | | cyrylica, glagolica, |
- e J L grecki, hebrajski, 3

| | | I -

dziesietny dwajkowy 6semkowy szesnastkowy
" | Fibbonaciego, |
{ (naturalny) (binarny) (oktalny) (hexadecymalny) L __silniowe, ... ]

Rys. 1.1. Systemy liczbowe

Z racji reprezentacji liczb w pamieci komputerow za pomoca bitow, najbardziej
naturalnym systemem w informatyce jest dwojkowy system liczbowy (system,
ktorego podstawa jest p = 2). W pionierskich czasach komputeryzacji wazna role
odgrywal rowniez system 6semkowy. Ze wzgledu na specyfike architektury kom-
puteréw, gdzie czesto najszybszy jest dostep do adresow parzystych, albo podziel-
nych przez 4, 8 czy 16, czgsto uzywany jest rowniez szesnastkowy system licz-
bowy. Sprawdza si¢ on szczegdlnie przy zapisie duzych liczb, takich jak adresy
pamigci. System szesnastkowy przyjat si¢ rowniez w jezykach programowania
stron WWW (HTML, CSS), gdzie stuzy np. do okreslania kolorow poszczegol-
nych elementow, kodowania znakow specjalnych. Natomiast naturalny dla Iudzi
system dziesietny zostal wprowadzony do informatyki dopiero wraz z powstaniem
jezykow programowania wyzszego poziomu, ktorych celem byto jak najwicksze
utatwienie tworzenia algorytméw. Liczba przedstawiona w systemie dziesigtnym
jest jednak za kazdym razem przeliczana do jej binarnej reprezentacji w pamigci
maszyny.

Zapis liczby w systemie pozycyjnym wymaga zawsze podania podstawy systemu.
Jezeli podstawa nie jest podana, to przyjmujemy, ze liczba jest zapisana w syste-
mie dziesigtnym. Tak wigc zapisujemy

12,5 = 1100,1, = 14,4 = C, 845 .
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Przestawienie dowolnej liczby rzeczywistej w postaci (1.1) wymagatoby mozli-
wosci uzycia nieskonczenie wielu cyfr. Jesli w przedstawieniu (1.1) zostang usta-
lone wartosci ¢ i ¢4 (liczba cyfr przed i po przecinku), to méwimy o reprezentacji
staloprzecinkowej (stalopozycyjnej).

Jesli natomiast w przedstawieniu liczby L ustalimy taczng liczbe uzytych cyfr ¢,
to stosujac postaé

t
L= apcz d;pt. (12)
i=1

uzyskamy tak zwang reprezentacje zmiennoprzecinkowa (zmiennopozycyjng).

Przedstawienie to jest niejednoznaczne dopdki nie zalozymy, ze d; > 0. Postac
liczby (1.2), w ktorej pierwsza cyfra utamkowa d; > 0 nazywa si¢ znorma-
lizowang.

Sum¢ m = Y!_, d;p~" nazywamy mantysa liczby L, liczbe c jej cecha, za$
o € {—1,+1} — znakiem. OczywiScie w praktycznych realizacjach zaréwno
zakres cechy jak i mantysy liczby musi by¢ ograniczony.

Definicja 1.1 (zbioru liczb zmiennoprzecinkowych) B

Dla danej
e podstawyp >2icyfrD € {1,2,..,p — 1},
e dlugo$ci mantysy t € N,
e ograniczen cechy c,,i, < 0 < gy
definiujemy zbior liczb

@ = D(p,t, Cmin, Cmax) =

t
c =l
= op Zdlp (1.3)
=1

di €D,dy > 0,cpmin < € < CaxC €Z,0 € {—1,+1}
u {0}

gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych, nazywany znormalizowanym
zbiorem liczb zmiennoprzecinkowych (lub zmiennopozycyjnych). Zbior
® = ®(p, t, Copin, Cmax) Opisany jak wyzej, ale z dopuszczeniem d; = 0, gdy
€ = Cpmin, Nazywany jest nieznormalizowanym zbiorem liczb zmiennoprze-
cinkowych.
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Jako ze stosowanie konkretnego zbioru liczb zmiennoprzecinkowych wiaze si¢
zwykle z typem maszyny cyfrowej realizujacej obliczenia, liczby te sa nazywane
maszynowymi lub majacymi reprezentacje maszynowa.

Normalizacja zbioru liczb zmiennoprzecinkowych gwarantuje, ze reprezentacja
liczby L w postaci (1.2) jest jednoznaczna.

Analiza postaci liczby w znormalizowanym zbiorze liczb zmiennoprzecinkowych,
pozwala opisac ich podstawowe wlasciwosci:

1. Dla dowolnej mantysy m zachodzi m = ¥{_; dip~t=p~t(bod; > 0), wicc
dla dowolnej dodatniej liczby zmiennoprzecinkowej p€ Y_, d;p~" > pCmin~1,
Dla dowodnej cyfry mamy d; < p — 1, wigc dla dowolnej dodatniej liczby
zmiennopozycyjnej p° Xf_; dip™t < pmax B (p — Dp~t = pmax(1— p7H).
Tak wigc najmniejszym i najwickszym dodatnim elementem w zbiorze @
dodatnich, znormalizowanych liczb zmiennopozycyjnych sg liczby

Xmin = pcmm—l 1 Xmax = pmax(1 — p_t) . (1.4)
Zbidr liczb zmiennoprzecinkowych mozliwych do przedstawienia w maszynie
cyfrowej o okreslonej precyzji (dtugosci mantysy) i dlugosci cechy jest jedy-
nie podzbiorem liczb rzeczywistych:
¢ c [_xmax: _xmin] U {0} U [xmin' xmax]~ (1-5)
2. Rozwazmy wszystkie dodatnie, znormalizowane liczby zmiennopozycyjne,
ktore maja te sama ceche c: L = p° Y'f_; d;p~'. Najmniejsza z nich jest liczba
pp~t=p° 1 (bod; > 0),kolejng p~ 1 +pp~t =p 1+ p°t nastepng
pS™t+p2p~t = p° 1 + 2p°t itd. Najwickszg z tych liczb bedzie taka,
ktorej wszystkie cyfry maja najwyzsze wartosci, czyli p¢ Yi_,(p — Dp ™ =
peA—p ) =p+ (" —p - Dph.
Oznacza to, ze w kazdym przedziale postaci [p¢~1, p¢) mamy jednakowg ilo$¢

M = pt —pt~! réwnoodlegle rozmieszczonych liczb zmiennoprzecinko-
wych, odlegtych od siebie o stalg

Ac=pt, (1.6)
a zatem:
dn [pc_l,pc) = {(p‘1 +jp Hp%j=0,1,...M — D} (1.7)

Whniosek: Liczby zmiennoprzecinkowe nie sg rownoodlegle — im wigksza
cecha, tym wieksza odleglo$¢ miedzy sasiednimi liczbami.

14
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Przyklad 1.2

Rozwazmy zbior liczb binarnych, o 4-cyfrowej mantysie i cesze z przedziatu
[—3,3]: ®(2,4,-3,3). W tym przypadku M = 2% — 23 = 8. Przeliczajac 56 do-
datnich liczb binarnych reprezentowanych w tym zbiorze na ich odpowiedniki
dziesigtne uzyskamy liczby podane w tabeli 1.2.

Tabela 1.2. Reprezentacja dziesi¢tna zbioru ® (2,4, —3,3)

Cecha
Mantysa c=-3 c=-2 c=-1 c=0 c=1 | c=2 c=3
0,1000, |0,0625 0,125 0,25 0,5 1 2 4
0,1001, |0,0703125 |0,140625 |0,28125 |0,5625 [1,125 2,25 4,5
0,1010, |0,078125 |0,15625 0,3125 0,625 1,25 2,5 5
0,1011, |0,0859375 |0,171875 |0,34375 |0,6875 [1,375 2,75 55
0,1100, |0,09375 0,1875 0,375 0,75 1,5 3 6
0,1101, |0,1015625 |0,203125 |0,40625 |0,8125 [1,625 3,25 6,5
0,1110, |0,109375 |0,21875 04375 0,875 1,75 3,5 7
0,1111, |0,1171875 |0,234375 |0,46875 [0,9375 [1,875 3,75 7,5
A=2T71 AL,=2"%| A Ng=2" | A=273A, =272 Ag=271
= 2_5

Na rys. 1.2 pokazano ten zbidr na osi liczbowe;.

Rys. 1.2. Dodatnie liczby ze zbioru ®(2, 4, —3,3)

Jak wida¢ liczby zmiennoprzecinkowe nie sg rownomiernie rozmieszczone na osi
liczbowej. Najmniejszg dodatnig liczbg zmiennoprzecinkow3 jest x,,;,, = 0,0625.
Mozemy stwierdzi¢, ze wzglednie duzy jest przedzial (—X,,in, Xmin), W ktorym
jedyna liczba zmiennoprzecinkowa jest 0.

Zastosowanie nieznormalizowanego zbioru liczb ®(2,4,—3,3) pozwala zwick-
szy¢ ilos¢ dostgpnych wartosci o kolejne 7 pokazanych w tabeli 1.3 i zmniejszy¢
dhugos$¢ przedziatu (—Xpmin, Xmin)-
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Tabela 1.3. Reprezentacja dziesictna liczb ze zbioru ®(2, 4, —3,3),
ktore nie wystepowaly w zbiorze ®©(2,4,-3,3)

Mantysa Cecha ¢ = -3

0,0001, 0,0078125
0,0010, 0,015625
0,0011, 0,0234375
0,0100, 0,03125

0,0101, 0,0390625
0,0110, 0,046875
0,0111, 0,0546875
A_3= 2_4 : 2_3

Parametrem charakteryzujagcym system liczb zmiennoprzecinkowych jest tak
zwany epsilon maszynowy — eps. Jest to odleglos¢ miedzy liczba 1 a nastepna
liczba zmiennopozycyjna. Liczba 1 jest zapisywana z cecha réwna 1, wiec zgodnie
z(1.6)

l+eps=p'(p~H+p'p™, (1.8)
czyli

eps = plt. (1.9)
Zgodnie z (1.6), odleglo$¢ dowolnej liczby rzeczywistej x € [p°~ 1, p¢) od najbliz-
szej liczby zmiennoprzecinkowej nie przekracza %pc't, odleglos¢ wzgledna nie
przekracza wiec
1 ¢ 1 ct

2P 2P 1 1 (1.10)

— Zpl-t —
x| < e —Ep —Eeps.

Tak wigc, doktadno$¢ wzgledna reprezentacji zmiennoprzecinkowej zalezy tylko
od dlugosci mantysy. Btad zaokraglenia liczby x do najblizszej liczby zmienno-
przecinkowej nie przekracza

eps
P |x| . (1.11)

[Ax| ST

1.2. Binarna reprezentacja zmiennoprzecinkowa

W celu minimalizacji probleméw zwigzanych z kodowaniem liczb oraz by ujed-
nolici¢ sposob wykonywania obliczen na maszynach cyfrowych, zostat wprowa-
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dzony standard IEEE754! dotyczacy arytmetyki binarnej oraz standard IEEE854
dla maszyn cyfrowych o podstawie 10.

Tabela 1.4 ilustruje zestawienie najczesciej uzywanych systemoéw liczb zmienno-
przecinkowych w formacie binarnym zgodnym z normg IEEE754 stosowanych
w réznych rozwiazaniach technicznych.

Tabela 1.4. Popularne systemy liczb zmiennoprzecinkowych w formacie
binarnym

L, Bity Bity
Dt .
Nazwa ugose mantysy | cechy Cmin Cmax
single (pojedynczej precyzji) 32 24 8 -126 127
double (podwojnej precyzji) 64 53 11 -1022 1023
quadruple (poczwornej precyzji) 128 113 15 -16382 | 16383

Po przeliczeniu poszczegoélnych wartosci granicznych dla powyzszych systemow
do systemu dziesigtnego i zapisaniu ich w postaci x = 10¢ - (0,d;d; ...d,), gdzie
d; oznacza i-ta cyfre, uzyskamy parametry liczb podane w tabeli 1.5.

Tabela 1.5. Zakres i precyzja liczb zmiennoprzecinkowych

Ios¢ cyfr Najmniejsza Najwigksza Epsilon
Nazwa rozwinigcia dodatnia dodatnia maszynowy
dziesietnego r |  liczba X, liczba X, eps
single
(pojedynczej 7 1,18-10738 3,4-103%8 2723 =1,19-1077
precyzji)
double
(podwojnej 16 2,2-107308 1,8-103%® | 2752=2722-1071°
precyzji)
quadruple
(poczwornej 34 1,32-107%932 | 1,92-10%%32 | 27112 =1,93.1073*
precyzji)

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej najczesciej stosowanemu formatowi, czyli formatowi
podwojnej precyzji, reprezentujagcemu zbior ®(2,53,—-1022,1023) — liczb binar-
nych o 53-bitowej mantysie i cesze z przedziatu [—1022,1023]. Maszynowg repre-
zentacj¢ takiej liczby pokazano na rys. 1.3.

VIEEE = The Institute of Electrical and Electronics Engineers, organizacja ta opracowata szereg
norm-i zalecen dotyczacych m.in. techniki komputerowe;.
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e [ e | T o ool e ] (e e e e ]|

Rys. 1.3. Maszynowa reprezentacja liczb podw- jnej precyzji zgodnych ze standardem
IEEE754

Pierwszy bit w zapisie (bit nr 63) jest bitem znaku. WartoSI 0 oznacza liczbii
dodatniN, wartoST 1 ujemnN. Kolejne 11 bit-w reprezentuje cechii, ostatnie 52 bity
tworzN mantysi. W przypadku znormalizowanych liczb zmiennoprzecinkowych
pierwszN cyfrN mantysy jest zawsze 1, wific ten bit nie musi byl reprezentowany
w spos-b jawny. Ulywany jest tak zwany zapis przesunifity (bias notation, shifted
notation), w kt-rym cecha c jest reprezentowana przez binarnN postal liczby

C—Cmin+1E{1, ..., Cnax — Cmin + 1} = {1, ..., 2046} . (1.12)

Jeleli bity cechy kodujN liczbi dziesifitnN e z przedziaju 0 < e < 2047, to caif
liczbi zakodowanN zgodnie z rys. 1.3 moUna przedstawil jako (—1)%-(1,f), "
(2671023 gdzie s oznacza bit znaku, f - 52 bity mantysy.

Poniewall 2 = 2048 pozostaj dwa ciNgi bit-w, kt-re nie s\ wykorzystywane
do reprezentacji liczby znormalizowanej. SN one ulUywane w nastfipujNcy spos - b:

e Cilg zer (00000000000) oznacza AprzeiNczenied na zapis liczby nieznormali-
zowanej. Przy takich bitach cechy zakodowanN liczbii nalelly interpretowal
jako: (=1) - (0, f), - (2¢719%2) jeSli nie wszystkie bity mantysy s\ zerami,
albo jako liczbii 0 jeSli Wszystkle bity mantysy sN zerami. NajmniejszN dodat-
niN liczbN nieznormalizowanN jest wific %,,;, = 2752271022 = 2-1074 »
4.94 - 107324, znacznie mniejsza od najmniejszej dodatniej liczby znormali—
ZOWaNej Xip = 271022 ~ 2,23 - 107308,

e Cilg jedynek (11111111111) oznacza zapis jednego z wyraleE symbolicz-
nych. Zerowe bity mantysy oznaczajN symbol NInf (+o0), czyli liczbii 0 mo-
dule wifikszym od x4y, albo wynik dzielenia liczby przez 0. JeSli dwa naj-
wyUsze bity mantysy SN jedynkami to liczbi nalely interpretowal jako NaN
(Not a Number). TakN liczbN biidzie na przykjad wynik 0/0, 0 - o0, 00 /00, 00 + o,
kalde dziajanie arytmetyczne, kt-rego argumentem jest NaN. PrOJekIUJNc
oprogramowanie moUna przyjNI, Ue wykonanie tych dziafaE nie oznacza bjiidu
i nie przerywa obliczeE. Dwa najwyUsze bity mantysy r-wne 01 oznaczajN
wartoSI niezdefiniowanN, kt-ra bezwzglfidnie powoduje przerwanie oblicze€.

1.3. Arytmetyka zmiennopozycyjna

Norma IEEE754 wymaga, aby cztery podstawowe dziajania arytmetyczne: doda-
wanie, odejmowanie, mnolenie i dzielenie, a ponadto obliczanie pierwiastka
kwadratowego, bygy poprawnie zaokrNglone, to znaczy by ich wynik byj liczbN
zmiennoprzecinkowN najblilszN wynikowi dokjadnemu. Daje sifi to zrealizowal
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przez wydjuUenie rejestr-w w arytmometrze o 3 bity w por-wnaniu z djugoSciN
mantysy przy przechowywaniu danych w pamifci. BiNd obliczania innych funkcji
elementarnych (funkcja potigowa, wykjadnicza, logarytmy, funkcje trygonome-
tryczne) nie jest regulowany normN, ale dla format-w Asingleo i Adoubleo nie prze-
kracza on zazwyczaj jednej jednostki ostatniej podanej cyfry (po angielsku 1 ulp 1
unit in last place). Ponadto norma IEEE754 wymaga, aby zrealizowane byjo tzw.
stopniowe niedopegnienie (ang. gradual underpow). Oznacza to, Ue wynik operacji
zbyt majy, by przedstawil go w postaci liczby znormalizowanej, nie moUe byl
traktowany jako zero, dop-ki pozostaje w rejestrach arytmometru. Norma
IEEE754 deyniuje cztery tryby zaokrNglenia, ale domySInym jest tak zwane zao-
krNglenie bankierskie (ang. bankers rounding, rounding to nearest even). Norma
IEEE754 nie jest doskonaja, w szczeg- InoSci nie gwarantuje nadal, Ue maszyny
zgodne z niN biidN dla tych samych danych obliczal te same wyniki, jednak
czitciowo niedogodnoSI ta wynika z braku dostatecznego wsparcia arytmetyki
zmiennoprzecinkowej ze strony jnzyk-w programowania.

ProwadzNc obliczenia w arytmetyce zmiennoprzecinkowej nalelly zdawal sobie
spraw, Je pomimo bardzo silnych obostrzeE nakjadanych przez normy IEEE754
czy IEEES854, nie sN spejnione podstawowe aksjomaty arytmetyki liczb rzeczywi-
stych, na przykjad dodawanie nie jest dziajaniem chznym a w pewnych skrajnych
wypadkach moUe byl naruszona nawet rozdzielnoST mnoUenia wzgliidem dodawa-
nia (niekt-re starsze typy maszyn cyfrowych, przed wprowadzeniem normy
IEEE754 naruszajy nawet prawa przemiennoSci mnoUenia czy dodawania).

Wynik obliczeE (wraz z zaokrNgleniem) w arytmetyce zmiennoprzecinkowej
oznacza sii symbolem fI(*).

Ta sama liczba w systemie dziesifitnym i binarnym ma r-UnN liczbii cyfr ujamko-
wych. Wszystkie ujamki dziesifitne, kt-rych nie da sifi zapisal w postaci % bridN
miajy po przeliczeniu na system binarny nieskoEczone rozwinifcie ujamkowe.

Przyklad 1.3

Ujamek % zapisany w systemie dziesifitnym ma skoEczonN reprezentacji postaci

0,1. DokonujNc jego przeliczenia na system binarny dostaniemy ujamek okresowy
0,1 =10,0(0011),, co powoduje, w zaleUnoSci od przyjitego w danym systemie
sposobu kodowania, koniecznoST jego skr-cenia (zaokrNgIenla) do liczby cyfr wy-
nikajNcej z ulywanej djugoSci mantysy. WykonujNc obliczenia z zastosowaniem
liczb zmiennoprzecinkowych pojedynczej precyzji, po powt- rnym przeliczeniu na
system dziesifitny, okazuje sif, Ue w pamifici mamy warto$T 0,10000001490116é
zamiast wartoSci 0,1 (tylko 7 poprawnych cyfr dziesifitnych T patrz tab. 1.5).
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Przyklad 1.4

Korzystajac z tabeli 1.2, obliczymy warto$¢ wyrazenia (1—10+§) +%= 1—75
stosujagc maszyne z arytmetyka binarnych liczb zmiennoprzecinkowych
o 4-cyfrowej mantysie, dokonujaca zaokraglenia z pigciobitowe] reprezentacji

w arytmometrze. Poszukujac najlepszej reprezentacji binarnej, otrzymujemy
= ~0,1101,-273, £~ 0,1101, - 272,

Po dodaniu w arytmometrze, otrzymujemy
0,1101, 273 +0,1101, - 272 = 0,01101, - 272 + 0,1101, - 272 = 1,00111, - 272, co
ze wzgledu na 4-cyfrowa mantyse zostanie zaokraglone do wartosci
0,1010, 271 ~ =,

10,
Po dodaniu liczby =~ 0,1011, - 272, otrzymujemy
0,1010, 271+ 0,1011,-272 =0,1010,-2"* + 0,01011, - 271 = 0,11111, - 271, co
zostanie zaokraglone do 0,11111, - 271 =~ 0,1000, - 2°.
Blad jaki popemilismy stosujac do obliczen maszyne binarna o 4 cyfrowej mantysie
jest wiec rowny
7
5~ 0,1000, = 0,4(6) — 0,5 = —0,0(3).
Stanowi to 7,14% liczby 1—75

Przyklad 1.5 (naruszenie tacznosci dodawania)

Rozwazmy maszyne cyfrowa dziesigtng, w ktorej dlugo$¢ mantysy wynosi 5,
a wyniki sg poprawnie zaokraglone.

e Rozwazmy sume 4,6743 +0,000032167 + 0,000049132. Latwo mozna spraw-
dzi¢, ze:
(4,6743 + 0,000032167) + 0,000049132 =

FL(F1(4,6743 + 0,000032167) + 0,000049132) =
= F1(4,6743 + 0,000049132) = 4,6743

zas:
4,6743 + (0,000032167 + 0,000049132) =

f1(4,6743 + f1(0,000032167 + 0,000049132)) =
= f1(4,6743 + 0,000081299) = 4,6744.

e Suma algebraiczna 3,2417 + 0,0004567 + 0,00004876 — 3,2417 obliczana
w naturalnym porzadku sktadnikow bedzie rowna
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FLU(FI(f1(3,2417 + 0,0004567) + 0,00004876) — 3,2417) =
= FI(FI(f1(3,24174567) + 0,00004876) — 3,2417) =
= FI(f1(3,2417 + 0,00004876) — 3,2417) =
= FI(f1(3,24174876) — 3,2417) =

= f1(3,2417 — 3,2417) = 0,

pomimo, ze na pierwszy rzut oka widac, ze doktadna warto$¢ jest dodatnia.

Powyzsze przyktady moga wydawac si¢ nieco sztuczne, jednak podobne sytuacje
moga wystgpowac w praktyce, na przyktad: przy obliczaniu iloczynoéw skalarnych
wektorow o znacznej liczbie sktadnikéw blad wzgledny wyniku moze okazaé si¢
znaczny.

1.4. Bledy w obliczeniach numerycznych

Analiza numeryczna proponuje metody rozwigzania problemu matematycznego
(lub zapisanego jezykiem matematyki problemu inzynierskiego, ekonomicznego,
medycznego itp.) na drodze obliczen arytmetycznych. Przykladem takiego pro-

blemu moze by¢ obliczenie catki oznaczonej [ = fol f(x)dx.

Uzyskanie rozwiazania oryginalnego problemu wymaga zastosowania metod
korzystajacych z poje¢ abstrakcyjnych i umiejetnosci analitycznych. Rozwiazanie
mozna utozsamia¢ z wykonaniem odwzorowania Z ,,danych wejsciowych D”
na,,dane wyjsciowe W” W = Z(D). Zaréwno dane wejsciowe i wyniki moga mie¢
charakter abstrakcyjny (nie liczbowy), na przyktad rozwigzaniem zadania wyzna-
czenia pochodnej funkcji In(x) jest funkcja i

Metoda numeryczna to innymi stowy sposob postepowania prowadzacy do
wyniku, ktory jest przyblizeniem dokladnego rozwigzania postawionego zadania.
Na przyktad, jedna z mozliwych metod obliczenia catki oznaczonej jest podziat
przedziatu catkowania na podprzedziaty o dlugosci h i przyblizenia calki na
kazdym z podprzedziatow polem odpowiedniego trapezu, tak jak to pokazano
narys. 1.4.

Metoda numeryczna korzysta z danych wejsciowych Dy, ktore muszg mie¢ postaé
skonczonego zbioru liczb rzeczywistych i daje wyniki Wy o takim samym charak-
terze. Oryginalne zadanie Z musi by¢ wigc przeformutowane, by moc uzyskaé
1 odpowiednio zinterpretowac jego numeryczne rozwigzanie Wy. Przeksztalcenie
danych wejsciowych Dy w wyniki Wy realizuje algorytm Zy przez odwzorowanie
Wy = Zy(Dy), ktory daje precyzyjny, jednoznaczny przepis wykonania wszyst-
kich operacji. Metoda numeryczna jest czg¢sto wyposazona w parametry (jak para-
metr h w przyktadzie dotyczacym catkowania), od ktorych zaleza jej wlasciwosci.
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1,5+

Jx)

05+

0 0,5 1

Rys. 1.4. Przyktad numerycznej metody obliczenia calki oznaczonej

Algorytm Zp jest realizowany w konkretnej arytmetyce zmiennopozycyjne;j.
Numeryczna realizacja algorytmu Zy; obejmuje zamiang danych wejsciowych
Dy na ich reprezentacj¢ zmiennoprzecinkowa Dy s; 1 wykonanie obliczef zgodnie
z regutami stosowanej arytmetyki zmiennopozycyjnej. Realizacja numeryczna
algorytmu doprowadza wigc do wynikow Wy ¢, ktore sg liczbami maszynowymi:

Wyt = Znsi(Dngr)-

Wynik obliczen wykonanych przez maszyne cyfrowa rozni si¢ od wyniku doktad-
nego. Mowimy, ze jest obarczony btgdem. Przyczyny btedow sa wielorakie. Poni-
zej sklasyfikujemy ich podstawowe zrodta:
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Blad danych wejsciowych — Jezeli dane, ktore przyjmujemy do obliczen
pochodza z pomiardéw, to sa obarczone btedem wynikajacym z doktadnosci
zastosowanych urzadzen pomiarowych. Jezeli dane wejsciowe sa wynikiem
wezesniejszych obliczen numerycznych, sa obarczone btedem tych obliczen.

Podstawowe znaczenie ma powszechny i dotyczacy praktycznie wszystkich
obliczen sktadnik bledu danych wejsciowych zwany bledem reprezentacji.
Jest to btad wynikajacy z faktu, Ze nie kazdg liczbe rzeczywista mozna przed-
stawi¢ w postaci maszynowej. Zamiana reprezentacji liczb z systemu dziesiet-
nego na system dwdjkowy, uzywany w przewazajacej wigkszosci maszyn
cyfrowych, powoduje z reguty, ze skoficzone rozwinigcie staje si¢ nieskonczo-
nym, wigc niereprezentowalnym maszynowo. Blgd reprezentacji jest zwigzany
7 numeryczng realizacjg algorytmu.

Bledy skrécenia (uciecia/zaokraglenia) wynikéw operacji arytmetycznych
— U podtoza tych bledow tkwi takze skonczona reprezentacja liczb rzeczywi-
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stych w maszynach cyfrowych. Wystepuja one, gdy wynik operacji arytme-
tycznej czy obliczenia funkcji na argumentach reprezentowalnych maszynowo
nie daje si¢ doktadnie przedstawi¢ w postaci maszynowej. Niekiedy, w przy-
padku gdy maszyna cyfrowa nie zaokragla, ale ucina nie mieszczace sig¢
w rejestrach rozwiniecie wyniku, mowi si¢ o bledzie uciecia (nie myli¢
z bledem obciecia), jest to jednak coraz rzadsze, gdyz wigkszo$¢ maszyn
cyfrowych realizuje obliczenia zmiennoprzecinkowe zgodnie z normg
IEEE754, a wigc dokonujac zaokraglen. Blgd skrocenia jest zwigzany z nu-
meryczng realizacjg algorytmu.

e Bledy metody lub inaczej obciecia — Metoda numeryczna jest zwykle
(cho¢ nie zawsze) obarczona btedem wynikajacym z jej zalozen i uproszczen,
zaleznym od parametrow metody. Btad ten pojawia si¢ nawet wtedy, gdy
wszystkie obliczenia sa wykonane w doktadny sposob, bez zaokraglen. Suma
pol trapezow z rysunku 1.4 r6zni si¢ od doktadnej wartosci catki. Czesto wynik
metody numerycznej mozna przedstawi¢ w postaci Wy = W + S(h), gdzie W
jest wartoscia doktadna, a S(h) jest sumg zbieznego szeregu (potggowego)
pewnego parametru metody h i }li_lg S(h) = 0. Blad metody wynika wigc

z odrzucenia (obcigcia) S(h) 1 przyjecia Wy =~ W i dlatego jest nazywany bte-
dem obcigcia. Blgd metody jest zwiqzany z algorytmem Zy, a nie z jego
numeryczng realizacjq.

Oproécz tych btedow, ktore sa obiektem badan analizy numerycznej wystgpuja
1 inne, ktorych aparatem metod numerycznych nie zbadamy. Na przyktad:

e Bledy wnoszone przez uproszczenie modelu matematycznego.
e Bledy czlowieka.

Niezaleznie od zrodta bledow zawsze mozna przyjac, ze w obliczeniach nume-
rycznych mamy do czynienia z warto$cia dokladna a i przyblizona (obliczona,
zaokraglong itp.) d.

Definicja 1.2 (btedu bezwzglednego i wzglednego)

Bledem bezwzglednym A, nazywamy réznicg¢ wartosci przyblizonej i warto-
sci doktadnej:

A% G — a. (1.13)

Bledem wzglednym ¢, nazywamy stosunek btedu bezwzglednego do warto-
sci doktadne;j

>
xN
|
Q
QN

sad:ef;az =E_1' a*0. (1.14)
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Definicje te zawieraja warto$¢ doktadna, wigc nie mogg by¢ bezposrednio stoso-
wane do wyznaczania btedu. Z reguly nie znamy nawet znaku bledu i mozemy
jedynie szacowad jego modul.

Przyklad 1.6

Z faktu, ze warto$¢ przyblizona @ = 1,22 powstata z poprawnego zaokraglenia
warto$ci doktadnej a do dwoch cyfr po przecinku wynika jedynie, ze |A,| <
0,005. Nie wiadomo, czy warto$¢ doktadna jest wigksza, czy mniejsza od wartosci
przyblizonej.

Btad bezwzgledny przyblizenia & = 3,14 liczby m mozna poda¢ z dowolna
doktadnoscia i wiadomo, Ze jest on ujemny.

Bezposrednio z definicji mozna wyprowadzi¢ przydatne nieréwnosci, ktore po-
zwalaja szacowac btgdy na podstawie wartosci przyblizone;j.

Z definicji (1.13) warto$¢ doktadna znajduje si¢ w przedziale @ — |A,| < a < da+
|Agl. Jezeli @—|Ag] >0, to |@—|Agl|<lal, a jesli @+ 1A, <0, to
|6~l + |Aa|| < |al, wigc

A T 'ArAl ljeéli a—|A,l >0
leg] = [—| < A l“ (1.15)
T —aIAaI jesli @+ |Ayl <0
Jezeli 0 < |gy| < 1,t0 z(1.13) 1 (1.14) wynika
|&al
Al < dl.
|Agl 1_|£a||aI (1.16)

1.5. Bledy skrocen i zaokraglen

Skraécenie liczby oznacza zastapienie jej inng wartoscia, ktora jest jej w przybli-
zeniu rowna, ale ma krotsza, prostsza lub bardziej pozadang reprezentacje.

Przyklad 1.7

Skroceniem bedzie:

e zastgpienie 125,4478 zt kwotg 125,45 z4,
e zastgpienie ulamka % utamkiem é,

e zastgpienie wyrazenia V2 wartoécig 1,414,
e generalizacja wyniku — zamiast powiedzie¢ 127481 wyborcoOw powiemy, ze
bylto okoto 130 tys. wyborcow.
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Czesto wartos¢ przyblizona d@ powstaje przez skrocenie wartosci doktadnej
a do t cyfr mantysy. Rozne sposoby skrocenia liczby przedstawiono na rys. 1.5.

skracanie liczby do t cyfr mantysy

|
[ ]

uciecie zaokraglenie

[ [ | |

w gore ’ ‘ w dot w kierunku od zera w kierunku do zera

‘ do parzystej

Rys. 1.5. Rézne sposoby skrocenia liczby do t cyfr mantysy

Najprostsza i zarazem najgorsza z mozliwych metod jest metoda polegajaca na
odrzuceniu wszystkich cyfr, ktore nie mieszcza si¢ w pozadanej reprezentacji
liczby (skrocenie przez ucigcie). W takim przypadku zawsze zachodzi |d| < |al,
co w przypadku wielokrotnych operacji arytmetycznych prowadzi do kumulacji
btedu. Zdecydowanie lepsza metoda jest skrocenie przez zaokraglenie.

Zaokraglanie polega na zastapieniu zaokraglanej liczby jej najblizszym ,,s3sia-
dem” majacym t cyfr mantysy, czyli sprowadza si¢ do wyboru tej jednej z dwoch
liczb majacych t cyfr mantysy, dla ktérej modut btedu bezwzglednego zaokragle-
nia bedzie mniejszy.

Przyklad 1.8
Zatézmy, ze chcemy zaokraglic¢ liczbe 3,457 do dwoch cyfr po przecinku.
3,45 3,457 3,46
I I I

Oczywiste jest, ze blizszym rozwigzaniem (i jedynym stusznym w tym
przypadku) jest ,,prawe sasiedztwo”, tak wiec 3,457 = 3,46. Co by jednak byto,
gdybysmy chcieli jak poprzednio zaokragli¢ do dwoch miejsc po przecinku liczbe
3.455.

3,45 3,455 3,46
I I I

W tym przypadku ,,obaj sgsiedzi” sg rowno odlegli, musimy w inny sposob okre-
§lic, ktory z nich bedzie lepszym przyblizeniem, czyli zdecydowac
czy 3,455 = 3,45, czy 3,455 = 3,46.

W przypadku gdy zaokraglana wartos¢ znajduje si¢ doktadnie w potowie prze-
dzialu (modut btedu bezwzglednego zaokraglenia jest taki sam w obu przypad-
kach) stosuje si¢ jedng z ponizszych metod.
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Zaokraglenie w gore (zaokraglenie w kierunku do plus nieskonczonosci)
oznacza, ze warto$¢ zaokraglana jest zastgpiona wartos$cia wigksza (,,sasiad
z prawej strony”). Taki sposob zaokrgglania jest niesymetryczny to znaczy,
ze po zaokrggleniu liczb x i - x otrzymamy liczby o roznych modutach.
Zaokraglenie w dot (zaokraglenie w kierunku do minus nieskonczonos$ci)
oznacza, ze warto$¢ zaokraglana jest zastgpiona warto§cig mniejsza (,,sasiad
z lewej strony™).

Zaokraglenie w kierunku od zera (zaokraglenie w kierunku do nieskoficzono-
$ci): warto$¢ srodkowa jest zaokraglana do jej sasiada o wigkszym module.
Metoda ta traktuje dodatnie i ujemne wartosci symetrycznie.

Zaokraglenie w kierunku do zera: warto$¢ $§rodkowa jest zaokraglana do jej
sasiada 0 mniejszym module.

Zaokraglenie do cyfry parzystej (zaokraglenie: bankierskie, bezstronne, staty-
styczne, holenderskie, nieparzysto-parzyste): ostatnia cyfra po zaokragleniu
musi by¢ parzysta. Wartosci ujemne i dodatnie sq traktowane symetrycznie.

Zaokraglenie mozna zdefiniowaé, wykorzystujac definicj¢ liczb zmiennoprzecin-
kowych.

Definicja 1.3 (zaokraglenia do liczby maszynowej)

Dla zbioru liczb zmiennoprzecinkowych ®(p, t, Conin) Cmax) Z parzysta pod-
stawa p, zaokragleniem do t cyfr matysy nazywamy wynik dziatania funkcji

rd: {x: Xmin < |%| < Xmax} = © € R okreslonej przez

( t
-k c
|G<Z dip >p dla dyyq <

71
rd(x) t p (1.17)
—k —t c dla dt+1 2 a
o Z dpyp " +p p 2
k=1

| rd(x) oznacza warto$¢ x = G(Zg;l dyp™* )pc zaokraglong do t cyfr mantysy.

Dla danego zbioru liczb zmiennoprzecinkowych ®(p, t, Ciin, Cmax), dla kazdego
rzeczywistego X: Xpmin < [X| < Xmax zachodzi

Td(x) € CD(p, t, Cmins Cmax)a

[rd(x)-x| _1_q1_¢4 1
—a < Sp T =eps,

(1.18)

przy czym epsilon maszynowy eps zostal zdefiniowany w (1.9).
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Definicja 1.4 (uci¢cia do liczby maszynowej)

Dla zbioru liczb zmiennoprzecinkowych ®(p, t, Cppin) Cmax), Ucieciem do t
cyfr matysy nazywamy wynik dziatania funkcji tc: {x: Xpmin < %] < Xmax} =
@ c R okreslonej przez

t
te(x) = 0< dkp‘k> pS, (1.19)

tc(x) oznacza warto$é x = G(Z,f;l dkp_k)pc ucietg do t cyfr.

Dla danego zbioru liczb zmiennoprzecinkowych ®(p, t, Cipin, Cmax)» dla kazdego
X: Xmin < |X| £ Xmax zachodzi

te(x) € PP, L, Ciin Cmax)s o2

|x]

<eps=pl (1.20)

1.6. Cyfry poprawne i znaczace

Z uwagi na zapis liczby w zmiennoprzecinkowych systemach liczbowych mozna
przyjac, ze informacja o liczbie jest zawarta w jej cyfrach utamkowych.

Dla uproszczenia rozwazmy system dziesigtny (dla pozostatych systemow
obliczeniowych pojecia te sa definiowane analogicznie) i liczby postaci
(—=1)*- (0, f) - 10¢, gdzie s € {0,1} definiuje znak, f oznacza cyfry mantysy (roz-
winigcia dziesigtnego), a c¢ jest cecha.

Cyfry rozwiniecia dziesietnego, poczynajac od stojacej na pozycji 1071, s3 nazy-
wane cyframi utamkowymi.

Porownajmy dwie liczby: x = 0,1214 1 y = 0,0053. Obie majg tyle samo cyfr
utamkowych, ale do przedstawienia liczby y (gdyby$my ja zapisali w postaci
wyktadniczej y = 0,53 * 1072) wystarczytyby tylko 2. Mozemy zatem zdefinio-
wac pojecie cyfr istotnych — czyli wszystkich cyfr w reprezentacji liczby
z pomini¢ciem poprzedzajacych je cyfr 0.

Jesli liczba dziesigtna @ przybliza warto$¢ doktadng a, to méwimy, ze d ma t
poprawnych cyfr utamkowych, jesli zachodzi

ld — al 5%10*. (1.21)
W systemie o podstawie p odpowiednikiem (1.21) jest nierownos¢

a—al<sp~*. (1.22)
Z pojeciem cyfr poprawnych wigze si¢ pojecic poprawnego zaokraglenia. Jesli
liczba a zostata poprawnie zaokraglong do liczby @ majacej t cyfr utamkowych,

to znaczy, ze wszystkie te cyfry sg poprawne, wigc blad zaokraglenia spelnia
nier6wnos¢ (1.21).
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Wszystkie cyfry utamkowe poczawszy od pierwszej roznej od zera, az do stojacej
na pozycji 107 nazywamy cyframi znaczacymi, inaczej cyfry znaczace to
wszystkie poprawne cyfry istotne.

Przyklad 1.9
Rozwazmy nastepujace liczby:
x =0,532146793,y = 0,5320211522, x —y = 0,000125641.

Jesli powtdrzymy te obliczenia w systemie dziesigtnym z 5-cyfrowa mantysa
(zaokraglajac warto$ci do 5 cyfr mantysy), otrzymamy:

rd(x) = 0,53215, rd(y) = 0,53202, rd(x)—rd(y) = 0,00013.

Sktadniki maja po 5 cyfr znaczacych, a wynik tylko 2. Tylko 2 cyfry mantysy
zaleza od cyfr w x i y. Trzy zera tylko uzupetniaja cyfry mantysy do 5.

Btad wzgledny wyniku wynosi:
x—y—(rd(x)— rd(y))| B |0,000125641 —0,00013
x—y B 0,000125641

podczas gdy btedy wzgledne sktadnikow nie przekraczaty 5 - 107>,

~ 0,035

Zjawisko pokazane w przyktadzie 1.9, polegajace na tym, ze liczba cyfr znacza-
cych w wyniku jest znacznie mniejsza niz w argumentach, jest nazywane utrata
cyfr znaczacych. Nalezy tak prowadzi¢ obliczenia numeryczne, by unikac utraty
cyfr znaczacych. Wykorzystanie do dalszych obliczen wyniku, w ktérym wystgpita
utrata cyfr znaczgcych, powoduje duze bledy bezwzgledne w kolejnych opera-
cjach.

1.7. Przenoszenie si¢ bledow w obliczeniach numerycznych

Wiekszos¢ obliczen naukowo-technicznych jest ztozonym, wieloetapowym proce-
sem, a na ogot kazdy etap obliczen wnosi dodatkowe btedy wynikajace z zaokra-
glen lub innych zrodet. Zazwyczaj dane wejsSciowe, czesto pochodzace z pomia-
row, takze obarczone sa btedem. Ich wprowadzanie do komputera wnosi bledy
reprezentacji wynikajace z faktu, ze przywykliSmy postugiwacé si¢ uktadem dzie-
sietnym, natomiast wigkszo$¢ maszyn cyfrowych dziata w systemie dwdjkowym.
W zwiazku z powyzszym, dla wiarygodnos$ci uzyskanych wynikéw kapitalne zna-
czenie ma rzetelna analiza bledu, czyli okreslenie maksymalnego btedu wyniku
na podstawie oszacowan btedow danych wejsciowych, uzytych metod obliczenio-
wych i arytmetyki zastosowanej maszyny cyfrowe;.

Najprostsza, niestety réwniez najbardziej zmudng metoda analizy propagacji
btedu, jest metoda ,,krok po kroku” zwana inaczej analizg przedziatlowa. Algorytm
dzieli si¢ na kolejne etapy (dziatania elementarne, obliczenia wartos$ci funkcji itp.).
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Na podstawie oszacowania danych wejsciowych i przyblizonej warto$ci uzyskane;j
na rozwazanym etapie obliczen szuka si¢ przedziatu, ktory zawiera doktadng war-
to$¢. Poprzez analizg kolejnych etapow dochodzi sie¢ do przedziatu, w ktorym
znajduje si¢ doktadna warto$¢ obliczanego rozwiazania. Metode analizy przedzia-
lowej mozna w ,,prosty” sposob zastosowac jedynie, jesli analizowane etapy doty-
czg operacji monotonicznych wzgledem wszystkich argumentéw. Metoda daje
wtedy nierownosci doktadne.

Nastgpna metoda wykorzystuje szybkie przyblizone szacowanie btedu wzgled-
nego prostych operacji algorytmu (dziatan elementarnych, obliczen warto$ci funk-
cji itp.) w oparciu o wzory przyblizone. Oszacowania te (Wzory uproszczone)
mozna wyprowadzi¢ bezposrednio z definicji btgdow (1.13) i (1.14). Wyprowa-
dzenia oszacowan modutu btedu wzglednego kilku podstawowych operacji zesta-
wiono w tabeli 1.6. W celu wyprowadzenia nierownosci dane warto$ci przyblizone
1 odpowiadajace im bledy wzgledne oznaczono: X4, €, X2, €, X, €. Otrzymane
nierdwnosci sg przyblizone — prawdziwe z doktadnoscia do btgdu malejacego wraz
z malejacymi bledami wzglednymi.

Tabela 1.6. Oszacowania btedu wzglednego

Operacja Wyprowadzenie Uzyteczna
nierdéwnos$¢
lloczyn . = X%, 1= x1(1+€)x,(1+¢;) 1= ley| < lesl + le, |
,=———1= —1=
Y = X1Xp X1X2 X1X7

=(1+£1)(1+82)—1=
=1+ tetge,—1=eg +g,

Iloraz e = Yxp o _oxte)x, ley| < lesl + Izl
y = X1 Yok, x1%2(1 + &)
2 (1+¢) (&1 — &)
= —1= ~ €& — €
(1+ey) (1+¢y) v
Pierwiastek

X V 1
y=vx |’ %‘“%‘“V(“@—h o] < 5 1
1 1
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Tabela 1.6 (cd.)

Suma, fl i fz 1 x1(1 + 81) i X2(1 + 82) 1 |S | | | |
e . &, =—— = —_ = 1
réznica Y T X tx, X +x, Y7 xg £ x,
X1€ X,€
y=x1ix2 = 171 i 272 + | 2|
X1 Ex, " x £ %, X1 X2

Wykorzystano definicje (1.13), (1.14) i wynikajace z nich tozsamosci

. A - i
=a+A, =a+saa=(1+sa)a,sa=7a=a7a=§—1, a#0.
Symbol < oznacza, Ze nieréwno$¢ jest spetniona, jesli liczby |, ], |, || sa
dostatecznie mate.

Otrzymane nierownosci pozwalaja na szybkie szacowanie btedu wzglednego duzej
liczby szeregowo wykonywanych operacji. Nastepnie mozna wykorzysta¢ nierow-
nos¢ (1.16) do oszacowania btedu bezwzglednego wyniku.

Przyklad 1.10

P || &+ |x + ||82| wyprowadzona w tabeli 1.6 dla

btedu wzglednego sumy (lub roznlcy) jest 1nnq 11ustraCJq Zjaw1ska utraty cyfr

Nieréwnosé |sy| < |

znaczacych. Jesli wspotczynnik

1

mniejszy od sktadnikoéw), btad wzgle;dny wyniku moze by¢ duzy mimo matego
btedu wzglednego sktadnikow.

Kolejng przyblizona metodg szacowania btedu obliczen numerycznych, ktore
mozna przedstawi¢ jako obliczanie warto$ci y = f(xq, Xy, ..., X, ) funkcji wielu
zmiennych jest wykorzystanie tzw. formuly rézniczki zupeinej.

Ay,
JeSli Ap= f(%y, Xg, ooy X)) — f(X1, X2, 0, Xp) 5 Ay — X, &= —-to

L

n
Ap~ ; [aixif(xl'xz' "'!xn)] xsh Dy, (1.23)
Xn=%n
skad wynika przyblizone oszacowanie
= o
|af| = z [a—xif(xl,xz,...,xn)] =ty |Ay,| - (1.24)
i=1 it

Blad wzgledny otrzymujemy z wyrazenia
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Ay
g =
f(xl,xz, vy Xp)
; A, (1.25)
Xi Xi
f(lexZ: xn) [a f(xpxz' . xn)] X1= X1 X; )
xn—xn
gdzie x; # O,f(xl,xz, vy Xp) # 0,
co prowadzi do nieréwnosci
n
~ X [ 0 ] Axi
gl < —|||=— (1, %2, o x =% .
& Z|f(x1,x2,...,xn) axif( bz n) e 1% (1.26)
= Xn=Xn

w ktorym wystepuja wartosci doktadne nalezy zastgpic

. Xi
Czynnik | fleyxg,x)!’
wyrazeniem zawierajacym wartosci przyblizone, tak by nie zmieni¢ zwrotu nie-
rownosci (1.26). Na przyktad dla x; — |Ay,| > 0, f (%1, %z, ..., %) — |Bf| > 0,
gdzie |Af| jest oszacowaniem obliczonym w (1.24) mamy |m <

1,X2,-0Xn

xi+|Axi|

FE1Zgin)—|Af]

Metoda rézniczki zupelnej jest metoda przyblizong. Jej stosowanie wymaga obli-
czenia pochodnych czastkowych, jest wiec dos¢ ograniczone. Wynika z niej
wazny, cho¢ do§¢ oczywisty wniosek: obliczanie wartosci funkeji, ktérych po-
chodne sa duze jest bardziej wrazliwe na bledy danych wej$ciowych.

Od konca lat sze$¢dziesiatych rozwijane sg co raz bardziej zaawansowane metody
arytmetyki przedzialowej, ktore pozwalaja na uzyskanie oszacowan bledow wy-
nikow skomplikowanych obliczen. W roku 2015 sformutowano norm¢ IEEE
1788-2015 regulujaca modele i zasady obliczen arytmetyki przedzialowej w zgo-
dzie ze standardami definiujacymi arytmetyke zmiennopozycyjna.

Do analizy przenoszenia si¢ bledow obliczen numerycznych stosuje si¢ tez metody
geometrii obliczeniowej — dzialu algorytmiki rozwijajacego metody pozwalajace
wykonywa¢ dziatania na obiektach geometrycznych, takich jak zbiory punktow,
odcinkow, wielokatow czy tez okregow.

Przyklad 1.11
Obliczmy warto$¢ wyrazenia z = % dla wartosci przyblizonych @ = 4,0 i b = 3,5,
ktore powstaty poprzez poprawne zaokraglenie wartosci doktadnych.

\/4_

0+3,5

Przyblizong wartosciag wyniku jest Z = = 0,26(6).
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o Korzystajac z analizy przedziatowe;j ,,krok po kroku”, otrzymujemy:
poniewaz @ jest poprawnie zaokraglone a € (3,95, 4,05),
a zatem va € (1,9875, 2,0125),
analogicznie b € (3,45, 3,55), zatema + b € (7,40, 7,60),

wykonujac dzielenie (szacujac zakladamy najmniejsza warto$¢ licznika
i najwickszg mianownika i analogicznie najwigksza warto$¢ licznika i naj-

mniejszg mianownika) otrzymujemy z = % € (0,2615, 0,2720).
Powyzsze kroki sg rOwnowazne zapisowi
4,05+ 3,55~ 7 395+ 3,45
0,2615<z<0,2720

ktoéry daje prawdziwe, cho¢ konserwatywne nierownosci (przeciez a nie moze
jednoczesnie by¢ rowne 3.95 (tak jak przyjeto w prawej czgsci powyzszej nie-
rownosci) i 4.05 (jak przyjeto w lewej czgsci nierbwnosci).

Btad bezwzgledny spetnia nierownos¢
|A,| < max{0,2720 — 0,26(6), 0,26(6) — 0,2615} =
= max{0,0053, 0,0052} = 0,0053
0,0053 > 0,5-1072,

wiec szacujac btad w ten sposdb, musimy przyjac, ze w otrzymanym wyniku
Z jest tylko jedna cyfra poprawna.

e Korzystajac ze wzordw uproszczonych, otrzymujemy nastepujgce wartosci:

5 ) |Ag] _ 0,05
a=4,0, |A,] <0,05i|g,| al =305

zatem leval ~ 3 leal <0,0081=0,81%, b =35, |4,]=0,05,

~ 0,0162 = 1,62%,

|Aasn] < |Ag + [Ay] = 0,1 oraz |eg4p] < 25 = 0,0135 ~ 1,35%.

Jesli bledy licznika i mianownika potraktujemy niezaleznie (co nie jest
prawda), to

les| S |eyg| + l€a+n] = 0,0162 +0,0135 = 0,0297 = 2,97%.
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Wykorzystanie nieréwnosci (1.16) daje

leg] 17 = 0,0297

< =
1A, < 1—|gg] 1-0,0297

0,2(6) = 0,0306 - 0,2(6) = 0,0082,

a zatem oszacowanie tg metoda jest znacznie bardziej pesymistyczne.

o Korzystajac z metody rézniczki zupetnej, otrzymujemy

10,0 % |2 ool + [ o 1801 = ] a4
zl = |54]ja=4.0 1Pa ap||a=4.01=b (a+b)? |\g=2,0 ¢
b=3,5 b=3,5 '
b=3,5
|_W'L(;)2 a=4,0 |Ab| = (0,002(2) + 0,035(5)) ) 0,05 = 0,0019,
b=3,5

wynik mocno odbiegajacy od poprzednich metod.

e Doktadna analiza funkcji z = % pozwala stwierdzi¢, ze na zbiorze
a € (3,95, 4,05), b € (3,45, 3,55) przyjmuje ona warto$¢ zy;, = 0,2648
1 Zmax = 0,2686.
Daje to btad bezwzgledny
|A,| < max{0,2686 — 0,26(6), 0,26(6) — 0,2648}
= max{0,0019, 0,0019} = 0,0019
i wzgledny
0,0019
0,2648

W rozpatrywanym przyktadzie metoda rézniczki zupeinej data najbardziej po-
prawne oszacowanie btedu. Metoda analizy przedzialowej i metoda szacowania
btedu wzglednego daty bardzo zachowawcze wyniki. Spowodowane to jest nie-
monotonicznos$cig funkcji z i wystgpowaniem tego samego argumentu w liczniku
1 mianowniku — co zostalo zignorowane przy stosowaniu tych metod.

le,| < = 0.0072 = 0,72%.

1.8. Uwarunkowanie zadania numerycznego
Uwarunkowanie zadania obliczeniowego to wlasciwos$C, ktéra charakteryzuje

wplyw zaburzen w danych wejsciowych na wynik, niezaleznie od wybranego
algorytmu obliczen.
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Przypu$¢my, ze zadanie numeryczne jest opisane odwzorowaniem f: R™ — R™.

Doktadne dane wejSciowe x zostang zaokraglone do liczb ¥ (np. do najblizszych
liczb zmiennoprzecinkowych), na ktoérych zostang przeprowadzone obliczenia
w maszynie cyfrowej. Mozna powiedzie¢, ze liczby maszynowe X reprezentuja
zbior DWE (Danych Wejsciowych) wszystkich liczb, ktore moga by¢ zaokraglone
do ¥. Zadanie f: R™ - R™ odwzorowuje ten zbior w zbior wynikow DWY (Da-
nych Wyjsciowych). Wptyw zaburzen danych wejsciowych na wynik moze by¢
oceniany przez stosunek odpowiednich ,,miar” zbiorow DWY do DWE.

Jezeli niewielkie zaburzenia danych wej$ciowych powoduja duze zmiany wyniku,
to zadanie numeryczne bgdziemy nazywac zle uwarunkowanym.

Liczbowa miara uwarunkowania zadania jest wskaznik (wspdtczynnik) uwarun-
kowania. Wskaznik uwarunkowania moze dotyczy¢ bledu bezwzglednego albo
wzglednego i moze by¢ definiowany w oparciu o ré6zne normy w przestrzeni
danych wejsciowych i wynikow.

Definicja (wskaznikow uwarunkowania zadania numerycznego)

Bezwzglednym wskaznikiem uwarunkowania zadania f: R™ — R™ w sensie
normy ||+|| nazywamy najmniejszg liczbg K 4| taka, Ze

If &) = FOOI < KyapsylIX — x| dla X — x. (1.27)
Wzglednym wskaznikiem uwarunkowania zadania f:R™ — R™ w sensie

normy ||*|| nazywamy najmniejszg liczbg K¢ taka, Ze

Il ) —F )l [lX=x]| ~
—_ < - -
o = Kiiretll dla X - x, ||fCIl, l|x|| # 0. (1.28)

Oba zdefiniowane wskazniki uwarunkowania majg charakter lokalny, to znaczy
ich warto$¢ zalezy od argumentu x. Uwarunkowanie wzgledne ma wigksze zna-
czenie dla oceny wlasciwos$ci zadania obliczeniowego i terminy ,,uwarunkowanie”
oraz ,,wskaznik uwarunkowania” bgda odnosi¢ si¢ do definicji (1.28), jesli nie po-
wiedziano inaczej.

Jezeli odwzorowanie f: R™ = R™ jest rozniczkowalne, to po wprowadzeniu ozna-
czen X =x+6x, f(X) = f(x)+3f mozna przeksztatci¢ definicje (1.28)
do postaci

N 7 A - A VR
Kireu = Jim sup T/ ooy = el = ren (129

Il

[l
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gdzie z—£ jest Jacobianem (macierza pochodnych czastkowych odwzorowania f,

a norma Jacobianu jest zgodna z zastosowana normg wektorowa (patrz definicja
2.1), czyli spetnia niero6wnos¢

9 9
||—f5x|| < ||—f|| 1], (1.30)
0x ox

Przyklad 1.12

Zadanie polega na sumowaniu trzech liczb zaokraglonych do drugiego miejsca
po przecinku, czyli f(x) = Yi_, x;. Obliczymy wskaznik uwarunkowania tego
zadania numerycznego (postugujac si¢ normg ||*||) dla danych

%, = [1,00 2,00 3,00]7 oraz %, = [—1,00 0,03 1,00]".

W obu przypadkach, ze wzgledu na zastosowane zaokraglenie, mozemy przyjaé
oszacowanie (lei| < 0,005. Zbior DWE jest wigc sze$cianem o Srodku
w punkcie ¥ 1 dtugosci krawedzi 2 - 0,005, a zbior DWY przedziatem o $rodku
§ =Y3 % idhgosci 3-2-0,005. A zatem, przyjmujac na potrzeby obliczen:

llxll = llxlle (1.31)

If(®) = f)] < 3[1% — xl[co, (1.32)

otrzymujemy:
WiQC Klabs|lw = 3.

Wektor pochodnych czastkowych odwzorowania f (x) jest rtowny Z—i =1 1 1].

Jego norma: ||a—f|| = 3, (patrz wzor (2.89)) wiec Kjrey||,, = 3||x||°°, czyli dla X,
x|l o 0 [f (2l
mozna przyblizy¢ ki, = % = 1,5 albo oszacowac K¢, < % =15,

. - . o 31 ,
za§ dla X, mozna przyblizy¢ K|, ® — = 100, albo oszacowal

0,03
3-1,005
K|rel|ls < 0,0T = 201.

W praktyce najczesciej postugujemy sie euklidesowa norma wektorowa
1

n 2
lxll = llxl, = (Z xi2> . (1.33)

i=1
Ze wzoru (1.29) mozna tatwo obliczy¢ uwarunkowanie prostych operacji matema-
tycznych, na przyktad:
1
s=lxl

o dla funkcji: f(x) =Vx = Kijrel|l, = ZW = %, z czego wynika, Ze uwarun-

kowanie pierwiastkowania jest dobre i nie zalezy od wartosci x,
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¢ dla funkcji:

[[e8 —1]||2Jx%+x% Jx%+x%
f(x1,%2) = X1 — X3 = Kjpey)), = |2, =2 O x|

czyli odejmowanie staje si¢ zle uwarunkowane, jesli x; = x, !
e dla funkcji: f(a,b) =<a,b>=a’b gdzie: a=[a;a, ..a,]",
b = [b1 b2 v bTL ]T
n

f(a,b) = Z aib; = Kjrey,

i=1
_ I[by -+ by ay - aylll - lllay -+ an by -+ by]"ll
|Z?=1aibi|
_ I (aF+b])

X7, aiby|

czyli obliczanie iloczynu skalarnego staje si¢ zle uwarunkowane, jesli wektory
sq prawie ortogonalne!

Nalezy pamietal, e wskainik uwarunkowania pomnoZony przez blgd danych
wejsciowych daje jedynie przyblizenie bledu wyniku, tym dokladniejsze im mniej-
szy jest blgd argumentu (danych wejsciowych).

Jezeli wyznaczenie pochodnych funkcji f(x) opisujacej zadanie obliczeniowe nie
jest mozliwe, to mozna szacowaé wskaznik uwarunkowania, postugujac si¢ defi-
nicjg (1.28).

Jesli rozwazane btedy danych wejsciowych sa jedynie btedami reprezentacji

zmiennoprzecinkowej liczb, to dla normy euklidesowej i dla normy ||x|| == ||x||c
zachodzi

lE—xll

T

(eps — epsilon maszynowy stosowanego systemu liczb zmiennopozycyjnych).
Wtedy

(1.34)

If E—r @l
If el

Blad bezwzgledny spowodowany zmiennoprzecinkowg reprezentacja danych wej-
sciowych to

< Kjreyy - €pS dla X > x, |[If@), llx]l#0.  (1.35)

If ) = FON < NF GO - Kyren - eps, (1.36)

a jesli dodamy do niego sktadnik odpowiadajacy bledowi zmiennoprzecinkowe;j
reprezentacji wyniku |[f(x)]| - eps, to otrzymamy wielko$¢ nazywana bledem
nieuniknionym
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Eny = ”f(x)” ’ (Kllrelll + 1) T eps. (1.37)

Blgd nieunikniony zaleZy zarowno od danych wejsciowych, od uwarunkowania
zadania jak i od stosowanej arytmetyki zmiennopozycyjnej.

1.9. Stabilno$¢ numeryczna algorytmu

Dobre lub zte uwarunkowanie zadania obliczeniowego jest jego wlasciwoscia nie-
zalezng od metody numerycznej, czy algorytmu, ktéry bedzie to zadanie realizo-
watl. Wskaznik uwarunkowania opisuje wrazliwo$¢ wyniku na zaburzenie danych
wejsciowych, a nie na bledy zaokraglen w operacjach zmiennoprzecinkowych wy-
konywanych w trakcie realizacji algorytmu i ich propagacje¢ w kolejnych etapach
algorytmu.

Wiadomo, ze to samo zadanie numeryczne mozna zrealizowaé stosujac rdzne
algorytmy obliczen. Na przyktad zadanie f(a,b) = a? — b?> mozna zrealizowaé
wedhug algorytmu

A[f(a,b)]=a-a—b-b (1.38)
albo
A,[f(a,b)] = (a+ b) - (a—b). (1.39)

Obydwa algorytmy sag rownowazne matematycznie, nie musi to jednak oznaczaé
ich rownowaznoS$ci numerycznej.

Oznaczmy przez fI{A[f(x)]} ostateczny (czyli policzony w sposob przyblizony)
wynik otrzymamy po numerycznej realizacji algorytmu. To znaczy realizacji,
w ktorej wszystkie liczby (dane wejSciowe i wspotczynniki algorytmu) zostaty
zastgpione ich reprezentacjami zmiennopozycyjnymi, a wszystkie operacje zostaty
wykonane zgodnie z arytmetykg zmiennopozycyjng danej maszyny.

Miarg jakosci algorytmu rozwigzywania okreslonego zadania numerycznego jest
miedzy innymi to, jak duzy jest blad generowany przez algorytm (po jego nume-
rycznej realizacji) w porownaniu z bledami wynikajacymi z niedokladnej repre-
zentacji danych wej$ciowych.

Jesli mate bledy danych wejsciowych kumuluja si¢ i rosng w czasie obliczen, po-
wodujac, ze wynik jest powaznie zaburzony (ewidentnie nieprawdziwy lub nawet
nieskonczony), moéwimy o numerycznej niestabilnosci algorytmu.

Wykorzystujgc nierownos¢ (1.36), mozemy powiedzieé, ze algorytm bedziemy
nazywac¢ stabilnym, jesli istnieje taka stala K, nazywana wspolczynnikiem sta-
bilnosci, dla ktorej (w pewnym zakresie danych wejsciowych) spelniona jest nie-
rownos¢
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IfHALf ()1} — f I
If Ol
Innymi stowy: btad wzgledny po numerycznej realizacji stabilnego algorytmu jest
K razy wigkszy od btedu wzglednego powodowanego tylko zaburzeniem danych
wejsciowych.

<K-: Kj|ret| " €DS. (140)

W przypadku stabilnego algorytmu mozemy dowolnie poprawia¢ doktadnos$¢ wy-
niku, zmniejszajac blad reprezentacji zmiennopozycyjnej, bowiem z (1.40) wynika
L IFHAF G = FCll

eps—0 If el

Zestawienie nierownosci (1.36) i (1.40) pozwala na podanie rownowaznego wa-
runku stabilnosci algorytmu:

IFHALF (I} = FOONl < K - Eny, (1.42)

a wiec: algorytm stabilny jest obarczony bledem co najwyzej K razy wigkszym od
bledu nieuniknionego.

0. (1.41)

By zilustrowaé powyzsze zagadnienia, rozwazmy przyktad poréwnujacy dziatanie
dwoch algorytméw obliczeniowych.

Przyklad 1.13

Niech zadanie numeryczne polega na obliczeniu f(x) = x™ dla x = % Wskaznik

.. , [nx™ 1 |x| . ) .
uwarunkowania jest rOwny K¢ = e S Zadanie to mozna zrealizo-

wac, postugujac sie dwoma algorytmami rekurencyjnymi:

1
Ay {fo =Lfms1=3fmm=01,..,n- 1} (1.43)
oraz
1 13 4
Az{f0=1:f1=§me+1Z?fm_gfm—lp}. (144)
m=12,..,n—1

Oba algorytmy sg rownowazne matematycznie, gdyz jak tatwo zauwazy¢, jesli
131 4 1 1(131 4)_ 1

1 1
fin = 3w fm-1 = 350 10 fmi1 = S 3m T 33w — e

~
=

Jezeli dane wejSciowe zostaly zaburzone przez zaokraglenie

W

0,333333333333333, to z samego zaburzenia danych wejsciowych mozna spo-
dziewa¢ si¢ bledu wzglednego okoto
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3-10716

s

=9n-10716,

W tabeli 1.7 podano wartosci obliczone w Excelu za pomoca obydwadch algorytmow.

n
Tabela 1.7 Warto$ci (%) obliczone za pomoca algorytmow A4i 4,

n algorytm A, algorytm 4, n algorytm A, algorytm 4,

0 | 1,000000000000000 | 1,000000000000000 | 13 | 0,000000627225474 | 0,000000623130666
1 | 0,333333333333333 | 0,333333333333333 | 14 | 0,000000209075158 | 0,000000192695925
2 |10111111111111111 | 0,111111111111110 | 15 | 0,000000069691719 | 0,000000004174787
3 | .0,037037037037037 | 0,037037037037033 | 16 | 0,000000023230573 | -0,000000238837156
4 | 0,012345679012346 | 0,012345679012330 | 17 | 0,000000007743524 | -0,000001040527392
5 | 0,004115226337449 | 0,004115226337386 | 18 | 0,000000002581175 | -0,000004190502491
6 | 0,001371742112483 | 0,001371742112233 | 19 | 0,000000000860392 | -0,000016771474272
7 | 0,000457247370828 | 0,000457247369828 | 20 | 0,000000000286797 | -0,000067089051857
8 | 0,000152415790276 | 0,000152415786277 | 21 | 0,000000000095599 | -0,000268357259018
9 | 0,000050805263425 | 0,000050805247430 | 22 | 0,000000000031866 | -0,001073429386602
10 | 0,000016935087808 | 0,000016935023827 | 23 | 0,000000000010622 | -0,004293717663251
11 | 0,000005645029269 | 0,000005644773344 | 24 | 0,000000000003541 | -0,017174870691952
12 | 0,000001881676423 | 0,000001880652721 | 25 | 0,000000000001180 | -0,068699482780791

Jak wida¢, wyniki uzyskane za pomocg algorytmu A, sg drastycznie niedoktadne.
Nie jest to spowodowane uwarunkowaniem zadania, lecz niestabilno$cia algo-

rytmu.
Btad obciazajacy f,, jest mnozony przez ?, a wiegc btad obcigzajacy f; rowny

m-1

3 - 10718 przenosi sie do f;,, pomnozony przez (13—3) . Do tego dochodzg bledy

kolejnych elementow ciggu rekurencyjnego obcigzajace f,,, z odpowiednimi

mnoznikami. Juz w f, wida¢ utrat¢ jednej cyfry poprawnej, w f;3 sa tylko dwie
12

cyfry poprawne ((?) ~ 43839457), a dalsze wyniki sg juz zupetnie niepo-

prawne.

Pojecie stabilnosci algorytmu przedstawione wyzej mozna uzna¢ za wynik tak
zwanej analizy progresywnej. W analizie progresywnej badamy zbior danych
wyjsciowych po uwzglednieniu wszystkich zaburzen danych wejsciowych oraz
btedoéw algorytmu (oznaczmy go DWY). Poréwnanie zbioru DWY zdefiniowa-
nego wyzej ze zbiorem DWY okresla stabilnos¢ algorytmu w sensie analizy pro-
gresywnej. Wskaznik stabilnosci jest definiowany jako czynnik, ktory obrazuje
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powigkszenie przez dzialanie algorytmu btedu nieuniknionego (zwigzanego
z uwarunkowaniem zadania i doktadno$ciag maszynowa).

Pojecie stabilnosci algorytmu mozna tez wprowadzi¢, uzywajac tak zwanej ana-
lizy wstecznej. Koncepcja analizy wstecznej wywodzi si¢ od Wilkinsona. Polega
na przeksztatceniu btedow algorytmu wstecz, az do wejécia i interpretacji ich jako
btedéw danych wejsciowych. W przeciwienstwie do analizy progresywnej analiza
wsteczna nie wymaga wczesniejszego badania uwarunkowania zadania. Stabil-
nosé w sensie analizy wstecznej jest zwykle silniejsza od stabilnosci w sensie ana-
lizy progresywnej.

1.10. Zlozonos¢ obliczeniowa algorytmu

Czesto stawiamy sobie pytanie, ktory algorytm jest lepszy. Jednym z kryteriow
oceny moze by¢ analiza propagacji btedu, innym pomiar zasoboéw potrzebnych
do realizacji algorytmu. Zlozonos$¢ obliczeniowa algorytmu rozumiana jest
powszechnie jako miara wzrostu niezbednego naktadu obliczen przy wzroscie
wymiaru zadania (wzro$cie liczby danych wejSciowych), albo przy zaostrzeniu
wymagan dotyczacych doktadno$ci wyniku. System komputerowy rozwiazujacy
okreslony problem posiada do swej dyspozycji dwa podstawowe zasoby:

e pamie¢ (ang. memory, space),
e czas (ang. time).

Konsekwentnie definiuje si¢ wiec dwie niezalezne miary:

e 7loZzono$¢ pamigciowy (ang. space computational complexity/space complexity),
e zlozono$¢ czasowy (ang. time computational complexity/time complexity).

Z}ozono$¢ pamieciowa okresla liczbe komorek pamieci, ktora bedzie zajeta przez
dane oraz wyniki posrednie tworzone w trakcie pracy algorytmu. Wyrazana jest
w liczbie bajtow lub w liczbie zmiennych (typow elementarnych) jako funkcji
rozmiaru (liczby) danych wejsciowych.

Z kolei ztlozono$¢ czasowa rozumiemy jako ilos¢ czasu niezbednego do rozwia-
zania danego problemu w zalezno$ci od rozmiaru (liczby) danych wejsciowych.
Jako miarg¢ ztozonosci czasowej przyjmuje si¢ zwykle liczbe operacji dominujg-
cych, ktore nalezy wykona¢ dla n danych wejsciowych, aby otrzymac rozwigzanie
problemu. Przez operacje dominujaca rozumiemy operacj¢, ktorej realizacja
w decydujacy sposdb wplywa na czas wykonania calego algorytmu — np. jesli
wykonanie mnozenia jest wielokrotnie dtuzsze niz innych operacji (jak byto to
w starszych maszynach cyfrowych), to liczba koniecznych mnozen jest dobra
miarg ztozonosSci obliczeniowe;.
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Wspotczesne komputery potrzebuja mniej wigcej tyle samo czasu na wykonanie:
dodawania, odejmowania, mnozenia czy tez dzielenia liczb zmiennoprzecinko-
wych. Dlatego wszystkie te operacje okreslane sa wsp6lng nazwa operacji zmien-
noprzecinkowych, a ich taczna liczba, ktorej jednostka jest flop (ang. floating
point operation), decyduje o czasie wykonania obliczen.

W przypadku niektérych maszyn cyfrowych czas wykonania mnozenia jest zna-
czgco rozny od czasu wykonania dodawania. Dla takich realizacji, okreslajac zto-
zonos$¢ czasowa, podaje si¢ osobno liczbe mnozen i dodawan.

Przyklad 1.14

Obliczmy ztozonos$¢ czasowa algorytmu obliczajacego sume kolejnych liczb natu-
ralnych od 1 do n w petli przedstawionej na rysunku ponizej

wezytaj n

Tak i=n Nie

wypisz suma

Rys. 1.6. Algorytm sumowania n liczb w petli

suma=suma-i

Sumujac czasy wykonania poszczegolnych operacji, otrzymamy
T(n) =t; +2t; + (n+ Dtz + ty + n(ts +tg +t; + tg) + to,

gdzie t; — czas wczytania liczby n, t, — czas inicjalizacji zmiennych, t; — czas ope-
racji poréwnania, t, — czas operacji ,,idz do” (w przypadku Tak), t5 — czas operacji
,1dz do” (w przypadku Nie), t¢, t7 — czasy operacji dodawania, tg — czas operacji
,1dz do”, tq — czas potrzebny na wypisanie sumy. Grupujac, otrzymujemy

T(n) = n(ts +ts +tg+t, +tg) +tg + 2t, + t3 +ty + to,
co po podstawieniu t, = tz3+ts +tg+t;+tgl tp =t +2t, +t3 + 1ty +tg
daje nam liniowa zalezno$¢ T (n) = tyn + t,. Dla duzych n warto$¢ t,, mozna
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poming¢ i przyja¢ T(n) = t,n. Taka zlozono$¢ obliczeniowa jest wyrazona
w jednostkach czasu i zalezy od czasu wykonania poszczeg6lnych operacji algo-
rytmu na konkretnym komputerze.

Drugim sposobem okreslenia ztozonosci czasowej jest wyznaczenie w algorytmie
operacji dominujacej i zliczenie liczby jej wykonan. W powyzszym algorytmie za
operacje dominujaca mozemy przyjac jeden obieg petli sumujacej liczby. Pozo-
state operacje traktujemy jako nieistotne (tzn. przyjmujemy, ze dla duzych n ich
czas wykonania jest pomijalnie maly w poréwnaniu z czasem wykonania wszyst-
kich operacji dominujacych). Otrzymujemy wtedy Ty, (1) = an, gdzie a ozna-
cza ilo$¢ operacji zmiennoprzecinkowych przypadajacych na realizacje jednego
obiegu petli. Jak wida¢ otrzymany wynik jest analogiczny do poprzedniego — zto-
zono$¢ obliczeniowa jest liniowa funkcja n. Wyrazajac ztozonos$¢ obliczeniowa
przez liczbe operacji uniezalezniliSmy wynik od konkretnej maszyny na ktorej
realizujemy algorytm.

Przyklad 1.15

Policzmy ilo$¢ dziatan elementarnych (mnozen i dodawan) niezbedng do oblicze-
nia wartosci wielomianu stopnia n w punkcie x:

e wykonujac obliczenia w tradycyjny sposob, to znaczy korzystajac z postaci
potegowej wielomianu, otrzymujemy dla przyktadowego wielomianu 4 stop-
nia 10 mnozen i 4 dodawania,

—2x*+3x3+5x2+2x+7=-2"x"x"x"x+3xx'x+5x-x+2-x+7,

e wykorzystujac wyniki posrednie x> = x-x i x3 = x? - x, moZzemy ograni-
czy¢ ilo$¢ dziatan elementarnych do 7 mnozen i 4 dodawan,

—2x* +3x34+5x2+2x+7=-2-x3-x+3-x3+5-x>+2-x+7,

e przedstawiajac wiclomian z wykorzystaniem tzw. schematu Hornera, obli-
czymy warto$¢ wielomianu, wykonujac jedynie 4 mnozenia i 4 dodawania:

—2x*+3x3+5x2+2x+7=(((-2"x+3)-x+5)x+2)-x+7.
Uogolniajac, dochodzimy do wniosku, Zze obliczenie wartosci wielomianu stopnia
n z postaci potegowej wymaga Triop 5 = (n+23)n operacji elementarnych, za$
zastosowanie schematu Hornera jedynie Tfop, p = 2n operacji elementarnych

(potowa przypada na mnozenie, polowa na dodawanie).

W literaturze mozna spotka¢ pojecie klasy zlozonoS$ci obliczeniowej (ang. com-
putational complexity class), postugujac si¢ symbolem Landau’a (patrz dodatek
D3). Klasa ztozonosci obliczeniowe] definiuje zbidr zadan obliczeniowych, do
rozwigzania ktorych potrzebna jest podobna ilo$¢ zasoboéw. Na przyktad:
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e 0(1) — stata klasa czasowej ztozonosci obliczeniowej — wystepuje, gdy algo-
rytm wykonuje statg liczbe operacji bez wzgledu na rozmiar danych n,

e O(n) - liniowa klasa czasowej ztozonoS$ci obliczeniowej — wystepuje, gdy
algorytm wykonuje statg liczbg operacji dla kazdej danej; liczba operacji
ro$nie liniowo z liczba danych,

e 0(n?) — kwadratowa klasa czasowej ztozonosci obliczeniowej — wystepuje,
gdy dla n-tej danej, algorytm wykonuje proporcjonalng do n liczbe operacji;
liczba operacji ro$nie z kwadratem liczby danych.

Istnieja tez algorytmy mieszczace si¢ w innych klasach zlozono$ci oblicze-
niowej:

e O(log(n)) — logarytmiczna,

e O(nlog(n)) — liniowo-logarytmiczna,

e 0(2") —wyktadnicza ztozonos$¢ obliczeniowa.

Znajomos¢ klasy ztozonos$ci obliczeniowej czasowej 1 pamigciowe] algorytmu
pozwala informatykowi przewidywac jego zachowanie si¢ dla r6znych zestawow
danych oraz dobiera¢ algorytmy dla okreslonych sytuacji.

Wracajac do przyktadu 1.15 mozemy powiedziec, ze algorytm 1 — obliczenie war-
tosci wielomianu stopnia n z postaci potegowej, jest algorytmem o ztozonosci
0(n?), a algorytm 3 wykorzystujacy schemat Hornera jedynie O (n).

Poniewaz czesto zuzycie zasobow w algorytmie jest uzaleznione od postaci prze-
twarzanych danych, definiuje si¢ rowniez pojegcia zloZonoS$ci pesymistycznej
Tw(n), zlozonosci optymistycznej Ty(n) i zlozonoSci oczekiwanej ($redniej)
T,(n).

Przyklad 1.16

Przeszukujac losowy ciag n liczb catkowitych w celu znalezienia pierwszej liczby
ujemnej, mozemy wykona¢ algorytm o ztozonosci:

o Tyw(n)=n — jesli w ciggu nie ma liczb ujemnych lub bedzie ona ostatnig
liczbg ciagu,

o Typ(n) =1—jesliliczba ujemna bgdzie pierwsza liczbg ciagu,

e T,u(n)=3n — jesli oceniamy ztozonos¢ na podstawie Sredniej z wielu
wykonan algorytmu i potozenie liczby ujemnej jest losowe z rozktadem row-
nomiernym.
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Mozna zatem mowi¢ o zlozonosci pesymistycznej, optymistycznej i Srednie;j.
ZYozono$¢ pesymistyczna okresla zuzycie zasobow dla najbardziej niekorzystnego
zestawu danych, ztozono$¢ optymistyczna okre$la zuzycie zasobow dla najko-
rzystniejszego zestawu danych, za§ zlozono$¢ $rednia okresla zuzycie zasobow
dla typowego (usrednionego pod wzgledem odpowiednich cech) zestawu danych.
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2. Rozwigzywanie ukladéow réwnan liniowych i rozklad
trojkatny macierzy kwadratowej

Ten rozdzial jest po$wiecony podstawowym metodom rozwiazywania ukladu
n réwnan liniowych z n niewiadomymi. Uktady rownan liniowych pojawiaja si¢
w rozlicznych problemach inzynierskich, logistycznych czy ekonomicznych.
Liczba niewiadomych moze by¢ przy tym bardzo duza, co oznacza, Ze stosowanie
metod znanych z podstawowego kursu algebry, jak na przyktad wzory Cramera
nie jest uzasadnione. Potrzebne sa metody znajdujace rozwigzania obarczone
niewielkim bledem, o umiarkowanej ztozonosci obliczeniowej, ktére moga by¢
stosowane dla n rzedu setek tysiecy. Istotna jest zarowno minimalizacja liczby
wykonywanych operacji elementarnych — czyli czasu obliczen jak i btedu, ktorym
bedzie obarczone rozwigzanie. Konieczno$¢ rozwigzania uktadu rownan linio-
wych pojawia si¢ tez w innych problemach numerycznych, ktore beda omawiane
w kolejnych rozdziatach. Zostang tam wykorzystane wnioski i metody wyprowa-
dzone w tym rozdziale.

2.1. Uklady réwnan liniowych

Uktad n rownan liniowych z n niewiadomymi x;, i = 1,2, ...,n mozna zapisac
w postaci skalarnej
ai1X1 + A12Xo + -+ AnXn = bl
aAy1X1 + Ay0Xy + -+ AonXn = b2 (2 1)
cee cee cee e s ? :

An1X1 + ApaXy + -+ AppXy = by

lub odpowiadajacej jej postaci macierzowej

a1 Q12 0 Q] [* by
Az1 Gz - Qan||X2| _ |by
: : ol N e e (2.2)
An1  Qn2 Ann | | Xn b,

Jezeli macierze wspotczynnikow i niewiadomych zostang oznaczone przez:

ai; 412 0 Aip X1 b,
a a ea b
A =1: 2t . 22 .. H n y X = :2 ) b = ?2 b (23)
ann Xn bn

an1  Qn2
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to zapis uktadu rownan upraszcza si¢ do postaci
Ax = b. (2.4)

Uktad ten bedzie miat doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
macierz wspotczynnikow A jest nieosobliwa, czyli

det A # 0. (2.5)
Korzystajac z wlasciwos$ci macierzy odwrotnej
ATtA=44"1 =1, (2.6)

i mnozac lewostronnie obie strony rownania (2.4) przez A~!, mozna przedstawi¢
jego jedyne rozwiazanie jako

x = A™1b. (2.7)

Wzér (2.7) i wykorzystanie wzoru

1
detA

Al = adjA, (2.8)
gdzie macierz dotaczona adjA (transponowana macierz dopetnien algebraicznych)
zostata zdefiniowana w dodatku D2, do obliczenia macierzy odwrotnej nie jest
efektywng numerycznie metodg rozwigzania rownania (2.4). Odwrotnie, to me-
tody rozwigzywania uktadu réwnan liniowych dostarczaja wydajnych sposobow
obliczania wyznacznika i odwracania macierzy.

Skutecznym sposobem rozwigzania uktadu rownan (2.4) jest przeksztalcenie go
do rownowaznej mu (czyli majacej to samo rozwigzanie) postaci

Tx = b, (2.9)

w ktorej macierz wspotczynnikéw T jest macierza trojkatng (gérng lub dolng).
Taki uktad rownan jest nazywany ukladem tréjkatnym. Rozwigzanie trojkatnego
uktadu rownan sprowadza si¢ do rozwigzania (przez podstawienie) n réwnan
liniowych z jedng niewiadomg. Rozwigzanie trojkatnego uktadu rownan jest me-
todg bezposrednia, wyznaczajacg rozwigzanie w skonczonej liczbie operacji.
Otrzymane w ten sposéb rozwigzanie bedzie obarczone jedynie bledem zaokrg-
glen. Oczywiscie nalezy pamigtac, ze bedzie on si¢ kumulowat w miare prowa-
dzonych obliczen, czyli w najmniejszym stopniu bedzie dotyczyt niewiadomych
wyznaczonych na poczatku, w najwigkszym — na koncu.
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Jezeli macierz wspotczynnikéw uktadu rownan jest macierza trojkatng dolng

l11 0 b 0 xl b1
DLOSEEL
lnl ln2 lnn Xn bn

to pierwsza niewiadoma wyznaczymy z pierwszego rownania. Nastgpnie podsta-
wimy ja do drugiego i wyznaczymy z niego drugg niewiadomg. Postepujac tak
dalej, az do ostatniej niewiadomej, znajdziemy rozwigzanie catego uktadu rownan.
Poszukiwane rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci wzoru

1 i— ,
X = [bi — Tk lex],  i=12,...,n (2.11)

Jezeli macierz wspotczynnikow uktadu rownan jest macierza trojkatng gorng

Up Ugp 7 Win]xg by
0 upy uzn‘ lxﬂ _ [Pz (2.12)
0 0 v Upnp Xn bn

to proces obliczania i podstawiania nalezy rozpocza¢ od ostatniego rownania
1 zmiennej X, a nastepnie kontynuowac¢ dla rownan n — 1,n — 2, ..., 1. Algorytm
ten pozwala wyznaczy¢ rozwigzanie w oparciu o wzor

n
1
x;=—|b; — Z Ui Xk |, i=nn-—1,...,1 (2.13)
Wi K=it+1

Metoda podstawienia bedzie takze bardzo skuteczna w przypadku duzych uktadow
rownan, o ile potrafimy je sprowadzi¢ do postaci trojkatne;j.

2.2. Eliminacja Gaussa

Jezeli mozna stosunkowo tatwo rozwigzac¢ uktad réwnan liniowych, gdy macierz
wspotczynnikow jest macierza trojkatna, to nalezatoby dowolny uktad réwnan
sprowadzi¢ do rownowaznego (czyli majgcego to samo rozwigzanie), w takiej wla-
$nie postaci. Algorytm stuzacy do przeksztatcenia uktadu réwnan liniowych do
rownowaznej postaci z trojkatng gérng macierzg wspotczynnikow U nosi nazwe
eliminacji Gaussa (nazwa pochodzi od nazwiska niemieckiego matematyka
Karola Fryderyka Gaussa). Operacje, ktore zostang wykorzystane do przeksztat-
cania uktadu rownan liniowych to:

e mnozenie rOwnania przez liczb¢ r6zng od zera,
e dodanie do jednego rownania innego pochodzacego z tego samego uktadu
rownan,
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e zamiana kolejno$ci réwnan.
Zadna z tych operacji nie zmienia rozwigzania uktadu réwnan.

Zilustrujemy dziatanie algorytmu eliminacji Gaussa na przyktadzie uktadu trzech
roOwnan z trzema niewiadomymi:

a21x1 + azzxz + a23x3 = bz , (214)

{a11x1 + a12%; + a3x3 = by
az1X1 + AszzX; + azzxs = bs

a w postaci macierzowej

Ax =b
ai1 Q12 Qg3 by
A= |01 Q2 a23‘, b:= [bzl. (2.15)
azy dazz d4szs bs

Zatozmy, ze a1 # 0.

Zeby wyzerowaé wspotczynnik a, 4, stojacy przy zmiennej x; w drugim réwnaniu,
odejmiemy od tego roéwnania roéwnanie pierwsze pomnozone przez liczbe
a . . . ’ ’ . . .
myq = a—21 . Analogicznie, zeby wyzerowa¢ wspotczynnik azq przy zmiennej x4
11

w trzecim rownaniu, odejmiemy od tego rownania rGwnanie pierwsze pomnozone
asy

przez liczbe m3; = —.

Qa1
W wyniku tych operacji, ktore sktadajg si¢ na pierwszy etap eliminacji Gaussa,
wspotczynniki przy zmiennych x,, x3 i wyrazy wolne w drugim i trzecim réwna-
niu zmienig si¢ (co zaznaczono gornymi indeksami), a uktad rownan przybierze
postaé

a11%; + Ay2X7 + a13X3 = by

agzz)xz + a(z)x3 = b(z) (2.16)
2 2
agz)xz + a§3)x3 = bé )

badZ rownowazng mu posta¢ macierzowa

a1 Q12 Ag3
2 2

0 agz) ag;H ] b(z) . (2.17)
) ) 2

0 az; ag; ( )
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Jezeli a ) = 0, wspotczynnik agz) stojacy przy x, w trzecim roOwnaniu mozna

Wyzerowac odejmujac od trzeciego rownania rownanie drugie pomnozone przez
a®

liczbe m5, = (2) Jest to drugi etap eliminacji Gaussa.
22

W efekcie otrzymuje sie¢ rownowazny uktadowi (2.14) i (2.16) uktad rownan

ay1X1 + Ay + A13X3 = by

ax, + algxs = b, (2.18)
3 3
a$)x; = b®

w ktorym, w kazdym réwnaniu, patrzac od dotu do goéry, mamy jedynie o jedna
niewiadoma wigcej. W reprezentacji macierzowej oznacza to, ze macierz wspot-
czynnikow jest macierza trojkatng gorng.

A1 A2 43
Ux=b® u=|0 a2 aZ| p®= b(Z) (2.19)
0 0 af b

Konczy to eliminacje Gaussa i pozwala przystapi¢ do rozwigzywania uktadu troj-
katnego omoéwiona powyzej metodg podstawienia.

Z przedstawionego przyktadu wynikaja nastgpujace spostrzezenia, ktore postuza
do uogdlnienia algorytmu.

Spostrzezenie 2.1

Do przeprowadzenia eliminacji Gaussa uzywamy tylko wspotczynnikow uktadu
rownan, a kolejne etapy eliminacji Gaussa mozna interpretowac jako ciagg odpo-
wiednich przeksztalcen macierzy, ktory rozpocznie si¢ od macierzy zawierajacej
wszystkie 3 X 4 wspolczynniki uktadu rownan:

[A11 Q12 Q13 b1
AW :=[Ab]=|a21 a2 az; b,
[A31 Q32 Q33 b3__
a1 aiz A13 by
Law | D o p®
@ @ 2 2.20
0 a2 ald b ): (2.20)
a;;, %2 a(123) by
- A(g) =( 0 agzz) az3 béz)
3
[0 0 ey b
[y b
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Spostrzezenie 2.2

Wykonanie przedstawionego algorytmu eliminacji Gaussa jest mozliwe tylko przy
zatozeniu, ze w kazdym etapie wspotczynnik al.(l.l ), przez ktory dzielimy, obliczajac
mnozniki m;; jest niezerowy. Wspotczynnik ten jest nazywany elementem glow-
nym, a przedstawiona procedura — algorytmem eliminacji Gaussa bez wyboru
elementu gléwnego Jezeli ktorykolwiek z elementow gtownych bylby réwny
zeru, to algorytm eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gléwnego konczy si¢
niepowodzeniem.

Spostrzezenie 2.3

Jezeli element glowny jest niezerowy, ale ma bardzo maty modul, to sytuacja tez
nie jest korzystna. Dzielenie przez liczbe bliska zeru spowoduje bowiem znaczny
wzrost bledu bezwzglednego wynikajacego z bledéw zaokraglen dzielnika i po-
gorszy dokladnos¢ rozwigzania. Dodatkowo maly element glowny jest zwykle
obarczony duzym btgdem wzglednym, co powoduje wzrost btedu w kolejnych eta-
pach. Warto zatem doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej modut elementu gléwnego
bylby w miarg duzy.

Spostrzezenie 2.4

Mozna tatwo zmodyfikowa¢ algorytm eliminacji Gaussa, zeby zabezpieczy¢ si¢

przed trudno$ciami zauwazonymi wyzej. Jako ze macierz wspotczynnikow A jest

nieosobliwa, wsrod elementow jej pierwszej kolumny musi by¢ co najmniej jeden
a1

niezerowy. Mozna z pierwszej kolumny [a21] wybra¢ element o najwigkszym mo-
az1

dule i zmieni¢ kolejno§¢ rownan (czyli zamieni¢ miejscami dwa odpowiednie

wiersze w macierzy A(), tak by byt on elementem glownym. Z kolei, w drugim

()

22
()
32
nio zmieni¢ kolejnos¢ rownan (czyli zamieni¢ miejscami dwa odpowiednie wier-
sze w macierzy A®).

Tak zmodyfikowany algorytm nazywa si¢ eliminacjg Gaussa z czeSciowym (ko-
lumnowym) wyborem elementu gléownego. W efekcie moduty wszystkich mnoz-
nikow m;; sg nie wigksze od jedynki. Oczywiscie, mozna by poszukiwac elementu
o najwigkszym module w calej macierzy A w pierwszym etapie i w podmacierzy

a
etapie nalezy wybra¢ element o najwigkszym module sposrod \ ] i odpowied-
a

2 @
a a
[ ?22) ?5’)] w etapie drugim. Taki algorytm jest nazywany eliminacja Gaussa
Az, A3

z pelnym wyborem elementu glownego. Jednak takie postepowanie wymagatoby
nie tylko zamiany kolejnosci rownan, ale takze zmiany numeracji niewiadomych.
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Jest to bardzo uciagzliwe, a z reguty czeSciowy wybor elementu gldéwnego zapewnia

dostateczng doktadno$¢ rozwigzania.

Spostrzezenie 2.5

W przypadku eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gldéwnego kolejne etapy
algorytmu mozna przedstawi¢ jako lewostronne mnozenie macierzy A®) przez

odpowiednig macierz wspotczynnikow:

1 0 0
A® =|-my; 1 0[4AD,
| —M3q 0 1_
1 0 0]
A®=[0 1 0]4®,
_0 —Mms, 1_

Przy oznaczeniach ,,macierzy mnoznikow’”:

1 0 0 1 0 0
Ll = [—m21 0] i L2 = [0 1 O]

_m31 O 1 0 _m32 1

—_

fatwo obliczy¢, ze:

1 00 1 0 O
L;1=[m21 o],L;:[o 1 0],

—_

za$ iloczyn ich odwrotnosci jest rowny
1 0 O;11 0 o0 1 0 o
L=L;1Lgl=[m21 1 0”0 1 0]: [m21 1 0],
mg; 0 1/10 ms, 1 msgy Mgy 1

W takim razie

A® = LLLAD =AW =4 pl=L 'L 'A® = LA®),

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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[A bl=Llu b»®], (2.27)

czyli
A=1LU. (2.28)

Przeprowadzone obliczenia doprowadzity do wyznaczenia macierzy trojkatnej
dolnej L zjedynkami na gléwnej przekatnej i macierzy trdjkatnej gornej U, takich,
ze ich iloczyn jest rowny macierzy A. Takie przedstawienie macierzy kwadratowej
A bedziemy nazywac jej rozkladem tréjkatnym.

Oczywi$cie do wyznaczenia rozktadu trojkatnego macierzy kwadratowej A nie ma
potrzeby poddawac eliminacji Gaussa kolumny wspotczynnikow prawych stron b.
Algorytm eliminacji Gaussa stuzy wigc nie tylko do rozwigzywania uktadow
rownan liniowych, ale takze do wyznaczania rozkladu trojkatnego macierzy kwa-
dratowej. Zastosowania rozktadu trojkatnego zostana przedstawione w podroz-
dziale 2.5.

Spostrzezenie 2.6

Jezeli w trakcie eliminacji Gaussa wykonamy przestawienie wierszy, to takze
otrzymamy macierz trojkatna dolng L z jedynkami na przekatnej i macierz
trojkatng gérng U. W tym przypadku jednak LU = A gdzie macierz A powstaje
z macierzy A przez takie same przestawienia wierszy, jak te wykonane w trakcie
eliminacji Gaussa.

Operacje¢ zamiany kolejno$ci wierszy mozna przedstawi¢ w postaci lewostronnego
mnozenia przez tak zwang macierz permutacji P, ktora jest macierza powstatg
z macierzy jednostkowej przez odpowiednie przestawienie wierszy. Na przyktad

0 1 0][911 Q12 413 a1 dzz dz3
1 0 0]|%1 Q22 A3|=|C11 QA2 Qa13], (2.29)
aszi

0 0 1llaz1 daszz dass a3z 03z
0 1 0
czyli lewostronne mnozenie przez macierz P = |1 0 0f (powstalg z macierzy
0 0 1

jednostkowej przez zamiang pierwszego wiersza z drugim) realizuje zamiang
pierwszego i drugiego wiersza. Macierz P z rdownosci (2.29) mozna interpretowac
takze jako efekt zamiany pierwszej i drugiej kolumny w macierzy jednostkowe;.
Przy takiej interpretacji prawostronne mnozenie
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11 Q12 aA137[0 1 O A12 Q11 413
Qz1 Qz2 Q3|1 0O 0] =|A2 a1 dazsz|, (2.30)
asz; Q32 aszzll0 0 1 Az Qdz1 04szs

realizuje zamiane pierwszej i drugiej kolumny macierzy A.

Kazda macierz permutacji jest macierza ortogonalng (patrz dodatek D2) zachodzi
wigc zalezno$¢

PTp =1. (2.31)

Jezeli macierze P;, P, reprezentujg przestawienia wierszy w kolejnych etapach
eliminacji Gaussa, to

U = L,P,L,P,A. (2.32)

Z uwagi na (2.31) mozna zapisac

P,L P, = P,L,(PIP,)P;. (2.33)
Oznaczmy przez
L= P,LP]. (2.34)

Zat6zmy, ze w drugim etapie eliminacji nastgpita zamiana drugiego wiersza z trze-
cim. Po podstawieniu macierzy L, z rbwnania (2.23) otrzymujemy

1 00
Ly = P,L,Pf =|-m3; 1 0]_ (2.35)

-my,; 0 1

Tak wigc, zastosowanie zamiany wierszy w drugim etapie eliminacji Gaussa
powoduje tylko adekwatng zamiang mnoznikow z etapu pierwszego, natomiast
struktura macierzy L, jest taka sama jak macierzy L;.

Z (2.35),(2.33) 1 (2.32) otrzymujemy
U = L,L,P,P,A. (2.36)
Ponadto, tak jak w (2.23), (2.24):

» 1 0 O01;1 0 0
L =(L,L,) :Z;nglz[mgl 1 0”0 1 o]
my; 0 1110 mg, 1

1 0 O

=[m31 1 O]

my; Mgy 1

(2.37)
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Jak wida¢, jezeli byla stosowana zamiana wierszy oraz w macierzy L uwzgled-
niono odpowiednig zamian¢ mnoznikéw, to

i macierz P = P, P, reprezentuje wszystkie zamiany wierszy dokonane w trakcie
eliminacji Gaussa. Poczynione spostrzezenia z analizy przypadku trzech rownan
mozna uogolni¢ i sformutowaé algorytm eliminacji Gaussa z cz¢sSciowym wybo-
rem elementu glownego dla przypadku n rownan z n niewiadomymi.

Algorytm eliminacji Gaussa z cze$ciowym wyborem elementu gtéwnego rozwia-
zujacy uklad n rownan z n niewiadomymi

Rozwiazywany jest uktad réwnan Ax = b. Punktem wyj$ciowym algorytmu jest

macierz AV == [4  b] o n wierszach i n + 1 kolumnach. W kroku k dysponu-
jemy macierza A%, ktorej elementy oznaczymy jednolicie ai(}’-‘), i=1,..,n,
j=1,..,n+1, 1w ktorej elementy pod przekatng, w pierwszych k — 1 kolum-
nach sg zerowe:

® =0, i>j j=1., k-1 (2.39)

aij

Postepowanie w k-tym kroku przeksztatcajace A% — AK+1):
e wybraé wierszr > k, tak ze

"] — (k)
Apic | = Max |a;”|, (2.40)

e przestawi¢ (zamieni¢ miejscami) wiersze ki r, przestawienie zapamigtac,
e obliczy¢ mnozniki

my =, i=k+1,k+2,...,n (2.41)

e obliczy¢ nowe elementy macierzy A%+1)

k+1 k k
agj ) = an) - mika,(cj),
i=k+1L,k+2,...n (2.42)

j=k+1L,k+2,...,n+1,
e wyzerowa¢ odpowiednie wspolczynniki w kolumnie k

q D

W0,  i=k+Lk+2,..,n (2.43)

Po wykonaniu n — 1 etapéw algorytmu otrzymujemy macierz A™ = [y p™]:
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(€] (€] (€Y} 1)
[an Ay o Qe [b1 l
2 ) @3]
u=|0 ay - ag | p™ = [b; (2.44)
lo o - a®] [p™]

i rozwigzujemy trojkatny uktad rownan Ux = b™.

Macierzowy zapis eliminacji Gaussa 1 rozklad tréjkatny macierzy

Jezeli w trakcie eliminacji Gaussa nie stosowano przestawiania wierszy, to kazdy
z etapdw mozna przedstawi¢ jako mnozenie przez odpowiednig macierz. Przy
oznaczeniach

1 - 0 0 - O
0o - 1 0 - 0O ..;
L 0 « —myqy 1 - 0
i . . . >
0 —My,; 0 1
i
(2.45)
1 0 0 0
0 1 0 0 i
L'_l — 0 mi+1,i 1 0
L . b
0 My i 0 1
i
1 0 0
1 o
Li= L5t LY, = "f“ W w0 (2.46)
Mp1 0 Mpn 1
zachodzi:
AW =1 LI AD 5 AW =4 p]l = L7 LA = (2.47)
=LA™ = L[y p™], ‘
a w szczegdlnosci:
A=1LU. (2.48)
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Rozklad trojkatny macierzy w przypadku zamiany wierszy w trakcie eliminacji
Gaussa

Jezeli w trakcie eliminacji Gaussa wykonano przestawienia wierszy, to LU = A4,
gdzie macierz A powstatla z macierzy 4 przez przestawienia tych samych
wierszy.

Operacje zamiany kolejnosci wierszy mozna przedstawi¢ w postaci lewostronnego
mnozenia przez macierz permutacji P, ktora powstata z macierzy jednostkowej
przez odpowiednie przestawienie wierszy. Podobnie jak dla n = 3, kazda macierz
permutacji jest macierza ortogonalng: PTP = I, a prawostronne mnozenie przez
macierz permutacji powoduje odpowiednig zamiang kolumn.

Jezeli macierze Py, ...., P,_; reprezentujg przestawienia wierszy w kolejnych eta-
pach eliminacji Gaussa, to mozna zapisac
U=L, 1Py LyP,L P A. (2.49)
Postgpowanie analogiczne do przypadku n = 3, prowadzi do rownosci
LU = P,_, - P;A = PA, (2.50)

gdzie w macierzy L uwzgledniono odpowiednig zamiang mnoznikow za§ macierz

P = P,_4 - P; reprezentuje wszystkie zamiany wierszy dokonane w trakcie eli-
n-1"""11

minacji Gaussa.

CzeSciowy wybor elementu glownego w eliminacji Gaussa nie wymaga operacji
arytmetycznych, a jedynie porownywania liczb, ktére mozna zaimplementowaé
bez przesytania do pamigci. Jest on stosowany rutynowo by zmniejszy¢ wplyw
bledéw zaokraglen, cho¢ jest konieczny jedynie w przypadku zerowego ele-
mentu gléwnego. Odpowiedz na pytanie, kiedy mozna przeprowadzi¢ eliminacje
Gaussa bez konieczno$ci przestawiania wierszy daje twierdzenie 2.1.

Twierdzenie 2.1 (o rozktadzie tréjkatnym macierzy — Dahlquist, Bjérck, 1983):

a1 Q12 0 Aip ai; Q12 0 Qg

,q- a1 Az -+ dpn a1 Gz - Qg
Jesli: A = ) Ak =1... ) detAk * 0’

Ap1 Ap2 ** Qpp Ak1 Qg2 - Qgg

k=1,2,...,n—1, to istnieje doktadnie jeden rozktad A = LU, taki ze L jest ma-
cierza trojkatng dolng z jedynkami na przekatnej, a U jest macierza trojkatng gorng.

Rozktad taki jak w twierdzeniu 2.1 mozna uzyskaé, przeprowadzajac eliminacje
Gaussa bez przestawiania wierszy (bez wyboru elementu gléwnego).
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2.3.Kontrola poprawnosci obliczen w eliminacji Gaussa

W czasach kiedy duze uktady réwnan liniowych rozwigzywano recznie, istotne
byto wyeliminowanie pomytek i btedow cztowieka. Do kontroli poprawnosci
obliczen stosowano che¢tnie nastepujaca wlasciwos¢ eliminacji Gaussa, opisana
w twierdzeniu 2.2.

Twierdzenie 2.2 (o sumach kontrolnych):

Jezeli do macierzy A® dotaczymy dodatkowa kolumne utworzong przez zsumo-
wanie wszystkich kolumn macierzy A i otrzymana w ten sposob macierz A(S)
poddamy eliminacji Gaussa, to wlasciwo$¢ polegajaca na tym, ze ostatnia
kolumna jest sumg poprzednich jest zachowana na kazdym etapie eliminacji
Gaussa.

(1) 1 (1) . —
Dowéd: Niech s; ey, i=123...,n, AU =40 ]

W pierwszym etapie eliminacji Gaussa obliczamy:

1(12) (Jl) milag')' i=23,...n j=23,..,n+2oraz s( ) = .(1) —
mi151(1)' i =23,...,n. Wtedy 5(2) Y a; (1) -m;; Yjia (1) =

1]
1 1 2
;‘:11 al(J) mlla( )] Zn“ l(]), i= 2,3,...,

W kolejnych etapach rozumowanie jest analogiczne. |

Mozna wiec kontrolowaé prawidtowos¢ obliczen, sprawdzajac na kazdym etapie,
czy odpowiednie elementy kolumny sum kontrolnych sg rzeczywiscie rowne
sumie poprzedzajacych je elementéw macierzy AW, Zgodno$é nie gwarantuje
poprawnosci obliczen — mozna wszak pomyli¢ si¢ dwa razy tak, by efekty pomytek
si¢ znosity, ale niezgodno$¢ jest pewnym dowodem bledu.

Obecnie metoda ta (nazywana czasem metoda sum kontrolnych) moze sygnalizo-
wac etap, na ktorym nastepuje utrata doktadnosci obliczen na skutek duzego
btedu zaokraglen (moze tez by¢ stosowana przez ¢wiczacych swe umiejgtnosci
studentow).

Przyklad 2.1 (skutecznos¢ wyboru elementu gléwnego)

Rozwiazmy uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi

2,4759x; + 1,6235x, + 4,6231x; = 0,0647
1,4725x, + 0,9589x, — 1,3253x; = 1,0475
2,6951x; + 2,8965x, — 1,4794x; = —0,6789.
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Obliczenia wykonujemy metodg eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtow-
nego. Obliczenia prowadzone sg zgodnie z algorytmem (2.39-2.43). Wynik kazdej
z operacji algorytmu (obliczenie mnoznika, obliczenie wspdlczynnika rownania)
jest zaokraglany do czterech miejsc po przecinku. Oznacza to, ze takze w wyni-
kach zaakceptujemy rozbieznos$ci miedzy warto$ciami obliczonymi a doktadnymi
na czwartym miejscu po przecinku. W celu sprawdzenia poprawnosci obliczen do-
dajemy kolumne sum kontrolnych.

2,4759 1,6235 4,6231 0,0647 8,7872
A(ls):[Abs]=[1,4725 0,9589 —1,3253 1,0475 2,1536|.
2,6951 2,8965 —1,4794 —0,6789 3,4333

W pierwszym etapie eliminacji obliczamy mnozniki
1,4725 2,6951

- — 05947, - — 1,0885
M21 = 54759 ™31 = 54759
1 otrzymujemy:
1 0 0
L1=[—0,5947 1 0],
~1,0885 0 1

2,4759 11,6235  4,6231 0,0647  8,7872
A(25)=[ 0 —0,0066 —4,0747 1,0090 —3,0721].
0 1,1293 —6,5116 —0,7493 —6,1316

Nie ma potrzeby oblicza¢ wartosci elementow agzl)’ agzl)’ ktére powinny by¢ ze-

rami. Sumujac pierwsze cztery kolumny macierzy A% otrzymujemy

*
SUM, = [—3,0723 ],
—6,1316

co daje akceptowalna niezgodno$¢ z kolumng sumy kontrolnej na czwartej pozycji
po przecinku.

W drugim etapie eliminacji Gaussa elementem gtdéwnym bedzie —0,0066. Jest to
liczba 0 module niewiele wigkszym od stosowanej doktadnosci obliczen. Wyzna-

czamy mnoznik ms, = % = —171,1061 i otrzymujemy:
1 0 0 1 0 0
L, = [0 1 0] =>L= [0,5947 1 0],
0 171,1061 1 1,0885 -171,1061 1
2,4759 1,6235 4,6231 0,0647 8,7872
AGS) = [ 0  —0,0066 —4,0747  1,0090 -3,0721 ]
0 0 —-703,7176 171,8968 —531,7866
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a sumujac cztery pierwsze elementy ostatniego wiersza w AG%), obliczamy:
*
SUM, = [ * ]
—531,8208

Liczby —531,7866 i —531,8208 s3 zgodne dopiero po zaokragleniu do pierw-
szego miejsca po przecinku, co wskazuje na pogorszenie doktadno$ci na tym
etapie obliczen.

Rozwigzujgc metodg podstawienia trojkatny uktad rownan

Ux =b®,
gdzie:
2,4759 11,6235 4,6231 0,0647
u=| o —0,0066 —4,0748 ‘ b® = [ 1,0090 ]
0 0 —703,7176 171,8968

otrzymujemy

x; = +1,8286

{xz = —2,0531.

x3 = —0,2443

Dokonujac sprawdzenia doktadnosci otrzymanego rozwigzania przez obliczenie
tak zwanej reszty r = Ax — b dla otrzymanych x4, x,, X3, otrzymujemy

2,4759 1,6235 4,6231 1,8286 0,0647 0,0001
r=11,4725 0,9589 -—1,3253 ] : [ 2,0531] - [ 1,0475 ] = [ 0,0002 ]
2,6951 2,8965 —1,4794 0,2443 -0,6789 —0,0218

Niezerowe cyfry na drugim miejscu po przecinku $§wiadcza o utracie doktadnos$ci
obliczen. Wykonano niewiele operacji arytmetycznych, przyczyng biedu nie
jest wiec kumulacja matych zaokraglen w dlugim tancuchu operacji, a ,,wzmoc-
nienie” bledu zaokraglen przez wymnozenie przez stosunkowo duzy mnoznik
m3, = —171,1061, ktory byl efektem matego elementu gldéwnego w drugim
etapie eliminacji. Efekt malego elementu gldéwnego bylby jeszcze wyrazniej
widoczny, gdyby byla stosowana arytmetyka zmiennoprzecinkowa z pigcioma
cyframi mantysy, zamiast reprezentacji stalopozycyjnej z czterema cyframi
po przecinku. Wtedy, np., mnoznik ms, bylby dodatkowo zaokraglany:
ms, = —171,1061 = —171,11.

Maty element glowny pojawia si¢ w ostatnim etapie eliminacji Gaussa, wigc
w mniejszym stopniu dotyka rozktadu trojkatnego macierzy A. Gdybysmy przeli-
czyli réznice migdzy macierzg wspdtczynnikow A 1 iloczynem macierzy LU,
to otrzymujemy
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0,0000 0,0000 0,0000
A-LU=10,0001 0,0000 0,0000
0,0001 0,0000 -0,0001

Obliczmy jeszcze raz rozwigzanie uktadu rownan, stosujac te same zasady zaokra-
glen, tym jednak razem zgodnie z algorytmem eliminacji Gaussa z czgsciowym
wyborem elementu gtownego.

Analizujac wartos$ci bezwzgledne elementéow z pierwszej kolumny macierzy
wspotczynnikow, dochodzimy do wniosku, ze przed pierwszym krokiem elimina-
¢ji musimy zamieni¢ miejscami trzeci z pierwszym wierszem. Macierz permutacji
przyjmuje postac

0 01
Pr=10 1 0]
1 0 0

otrzymujemy zatem

2,6951 2,8965 -—-1,4794 —0,6789 3,4333
PLACS) =P [Abs] = [1,4725 0,9589 —1,3253 1,0475 2,1536].
2,4759 1,6235 4,6231 0,0647 8,7872
W pierwszym kroku eliminacji, otrzymujemy mnozniki
1,4725 2,4759

M21 =5 6951~ 00404 M1 = 5raeT = 0.9187

1 stad

1 0 0
i1=[—0,9187 1 0]
—-0,5464 0 1

2,6951 2,8965 —1,4794 —0,6789 3,4333
iA<25>=[ 0 —0,6237 —0,5170 1,4185 0,2776].
0 —1,0375 59822 0,6884 5,6330

Sumujac pierwsze cztery kolumny macierzy A9, otrzymujemy
*

SUM, = [0,2778
5,6331

co daje dopuszczalng niezgodno$¢ z kolumng sumy kontrolnej na ostatniej pozycji
po przecinku. Przed drugim etapem eliminacji Gaussa konieczna jest kolejna za-
miana wierszy. Zamieniamy wiersze drugi i trzeci. Macierz permutacji przyjmuje
wiec postac

b
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1 00
P,=(0 0 1}
0 1 0
Wykonujac odpowiednie przestawienie, otrzymujemy

2,6951 2,8965 —1,4794 —0,6789 3,4333
P2A<25)=[ 0 —1,0375 59822 0,6884 5,6330].
0 —0,6237 —0,5170 1,4185 0,2776

Pamigtamy tez o zamianie mnoznikow zwiazanych z przestawionymi wierszami:
my, = 0,9187, m3; = 0,5464.
W drugim kroku eliminacji Gaussa, otrzymujemy:
1 0 0 1 0 0
L, = [0 1 0] =L = [0,9187 1 0],

0 -06012 1 0,5464 0,6012 1

2,6951 2,8965 —1,4794 —0,6789  3,4333
A<3S>:[ 0 —1,0375 5,9822 0,6884  5,6330 ]
0 0 —4,1135 1,0046 —3,1090

Sumujac po raz kolejny pierwsze cztery elementy ostatniego wiersza macierzy
AGS) mamy

*
sum =[ : ]
-3,1089

co (w przeciwienstwie do wersji metody bez wyboru elementu gldéwnego) nie
wskazuje na utrate dokladnosci. Rozwigzujac metoda podstawienia trojkatny
uktad réwnan

Ux = b®),
gdzie:
2,6951 2,8965 —1,4794 —0,6789
U=| 0 —1,0375 5,9822 ] p® = ! 0,6884 ]
0 0 —4,1135 1,0046
otrzymujemy
x; = +1,8405
{xz = —2,0716.
x3 = —0,2442
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Po obliczeniu reszty, otrzymujemy

2,4759 1,6235 4,6231 1,8405 0,0647 0,0001
r=11,4725 0,9589 -—1,3253 ] ' [ 2,0716] - [ 1,0472 ] = [—0,0002].
2,6951 2,8965 —1,4794 0,2442 -0,6788 0,0000

Otrzymana réznica ma niezerowe cyfry jedynie na ostatnim miejscu po przecinku
potwierdza korzyS$ci ptynace z wyboru elementu gléwnego.

2.4. 7Z1ozonos¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa

Wybierajac algorytm, ktory ma realizowac okreslone zadanie, kierujemy si¢ zwy-
kle analiza jego wydajnosci (kosztu obliczeniowego), czy tez btedow ktore moze
generowac. Sprobujmy zatem poréwnaé czasowa ztozonos¢ obliczeniowa oma-
wianych algorytmow. Do jej oszacowania dla algorytméw zwigzanych z rozwia-
zywaniem uktadow rownan liniowych bedg przydatne dwa wzory

n-1 n—-1
_n(n-1) _n(n—-1)(2n-1)
kzzlk_T, ;kz_ A . @2.51)

Rozwiazanie trojkatnego ukladu rownan:

Dla wyznaczenia k-tej zmiennej (w kolejnosci obliczania, a nie zgodnie z nume-
racjag w rownaniu) k = 1, ..., n wykonujemy:

e podstawienie k — 1 zmiennych obliczonych poprzednio (k — 1 mnozen),

e k —1 dodawan (sktadniki z podstawionymi zmiennymi i wspotczynnik po
prawej stronie),

e ijedno dzielenie.

Oczywiscie moga wystapi¢ sytuacje szczeg6lne, np. kiedy wspolczynniki sg ze-
rowe lub rowne jeden. Dlatego tez taczng liczbe mnozen i dodawan mozna osza-
cowac jako

2 2" T2
k=1
(2.52)
= n(n + 1) 1 1
NT+zZ(k—1)= =§n2——n
k=1

Tak wigc rozwigzanie trojkatnego uktadu rownan nalezy do klasy zadan rzedu
0(n?).
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Wybér elementu gléwnego:

CzeSciowy wybor elementu gldéwnego mozna potraktowac jako n-krotne przeszu-
kiwanie zbioru co najwyzej n liczb. Ztozono$¢ obliczeniowa takiego zadania jest
rzedu O(n?). Nalezy jednak pamigta¢, ze operacje wykonywane w procesie po-
rownywania liczb sa znacznie szybsze od operacji arytmetycznych. Pelny wybor
elementu gtownego oznaczalby n-krotne przeszukiwanie zbioru co najwyzej
n? liczb, czyli zadanie o ztozonoéci O(n?). Poniesienie tego kosztu nie jest uza-
sadnione i czeSciowy wybor elementu gldwnego jest powszechnie akceptowanym
standardem.

Eliminacja Gaussa:

W przedstawionych algorytmach eliminacj¢ Gaussa prowadzi si¢ na macierzy

o liczbie kolumn:

e p = n (w celu otrzymania rozktadu trojkatnego macierzy),

e p =n+ 1 (rozwigzujac uktad réwnan przez przeksztatcanie wspotczynnikdw
lewej i prawej strony [A b)),

e p =n+ 2 (jezeli dodatkowo dodamy kolumng¢ sum kontrolnych [A b s]).

W k-tym etapie (k = 1,...,n—1):

e obliczamy n — k mnoznikow (n — k dzielen),

e mnozymy p —k elementow k-tego wiersza przez n —k mnoznikow
((p — k)(n — k) mnozen),

e wykonujemy p — k odejmowan w kazdym z n — k réwnan ((p — k)(n — k)
odejmowan),

razem (p — k + 1)(n — k) mnozen i dzielen oraz (p — k)(n — k) odejmowan.

Laczna liczbe mnozen i dzielen dla p = n mozna obliczy¢ jako
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n-1

Nes(penys = Z(n —k+Dn—k)

k=1
n-1

- Z(n2 +n—@2n+ 1Dk +k?)
k=1
=m2+n)(n—-1) - Qn+ 1)@ (2.53)
N nn—-—1)2n-1)
6
3

1
=n —n—§(2n3—n2—n)

+1(2 3 —3n%+ )—1 3 _2
z(2n n“+n)=gn’—gn
Dodawan jest o

n—1

Y- it
k=1

1
5 En2 —=n (2.54)

mniej niz mnozen, czyli jest ich

1 1 1

Zwickszenie p o jeden spowoduje wzrost liczby i mnozen i dodawan o

n—1 1 1
AN=Z(n—k) = Snt—on. (2.56)
k=1

Tak wigc, wybierajac standardowa metode rozwigzania uktadu rownan liniowych
bez sum kontrolnych (p = n + 1) wykonamy lgcznie przy eliminacji Gaussa i roz-
wigzaniu trojkatnego uktadu rownan

1, 1 1, 1
Nesomneor = ((37° =3n) + (37° ~77)

1 1
+(—n2 +—n) =-n>+n?—-n

mnozen oraz

1 3 1 5 1 1 5 1
Neseneurs = (37" =57 +57) + (57° =37 258)

dodawan.
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Oczywiscie w przypadku duzych n decydujace sa sktadniki z najwyzszymi pote-
gami.

Alternatywna metoda rozwigzywania uktadu rownan liniowych jest wykorzystanie
przeprowadzanego najpierw rozktadu trojkatnego macierzy wspotczynnikow A.
Otrzymujemy wtedy macierze P, L, U, takie ze

PA=LU, (2.59)

a nastepnie zamiast rownania Ax = b rozwigzujemy roOwnanie

LUx = b, (2.60)

gdzie kolumna b = Pb powstaje z kolumny b po takich samych zamianach wier-
szy jak przeprowadzane w trakcie eliminacji Gaussa wykonanej dla otrzymania
rozktadu trdjkatnego. Technicznie rozwigzanie tego rownania jest realizowane
przez rozwiagzanie dwoch trojkatnych uktadow réwnan:

Ly =b, (261)

ktéry rozwiazuje sie przez podstawianie w przod (od pierwszego rOwnania) oraz
Ux =y, (2.62)

ktory rozwiazuje si¢ przez podstawianie wstecz (od ostatniego rownania). Macierz

L ma jedynki na glownej przekatnej, wiec przy rozwiazaniu uktadu (2.61) nie
wykonamy dzielen. Lacznie, przy takim postgpowaniu wykonamy

1 3 1 1 2 1 1 2 1
NGE(p=n)2T*=<§” _§n)+<§n _§n>+<§n +§n) (2.63)
=§n3+n2—§n
mnozen oraz
1., 1,1 1, 1
NGE<p=n>2T+=<§" " +€">+2(§n _5n> 2.64
R (2.64)
_3n Zn 67’1

dodawan.
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Przedstawione wyliczenia mozna podsumowac¢ w nastepujacy sposob:

Zlozonosé¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa to 0(n®) operacji zmiennopozycyj-
nych. Dodatkowa kolumna poddawana eliminacji Gaussa to dodatkowe 0(n?)
operacji.

Efektywna implementacja eliminacji Gaussa nie jest prostym problemem. Istotna
jest nie tylko liczba operacji arytmetycznych, ale takze koszt pobrania i zapisu da-
nych w pamieci. Na szczgscie dostgpne pakiety obliczeniowe oferuja dobre roz-
wigzania i wystarczy w $wiadomy sposob z nich korzysta¢. Zwykle sprawdza si¢
najpierw strukture macierzy wspotczynnikdw i stosuje sie algorytmy dostosowane
do szczegdlnych przypadkdéw. Na przyktad instrukcja x = A\b w Matlabie ozna-
cza, ze zostanie kolejno sprawdzone, czy macierz A jest prostokatna, trojkatna,
trojkatna z przestawionymi wierszami, symetryczna, dodatnio okre$lona, w po-
staci Hessenberga, a dopiero gdy zaden tych szczegdlnych przypadkdéw nie wyste-
puje zostanie wyznaczony rozktad trojkatny metoda eliminacji Gaussa i rozwig-
zane dwa trojkatne uktady rownan. Podobnie dziata funkcja 1insolve (A, b).

Przyklad 2.2

W tabeli 2.1 podano czasy wykonania instrukcji x = A\b oraz x = lin-
solve (A, b), ktére w Matlabie odpowiadajg metodzie eliminacji Gaussa i wy-
korzystaniu rozktadu trojkatnego. Macierz wspotczynnikow A byta losows, a b
kolumng jedynek:

A = rand(n,n); b = ones(n,1);.
Czasy podane w tabeli 2.1 sg faktycznie proporcjonalne do n3. W obu metodach

stosowany jest ten sam algorytm podstawowy, wigc rdéznice migdzy pierwszym
a drugim wierszem wynikaja z innych aspektow niz zlozono$¢ obliczeniowa

algorytmu.

Tabela 2.1. Czas (sekundy) rozwigzania uktadu réwnan liniowych w przyktado-
wym uruchomieniu programu Matlab

n 100 500 1000 5000 10000
x = A\b 0,0009 0,0089 0,0352 1,7591 12,1740
linsolve (A,D) 0,0003 0,0089 0,0378 1,7994 13,1682

b
Il

2.5. Zastosowania rozkladu tréjkatnego

Rozktad trojkatny macierzy ma szereg zastosowan w roznych problemach nume-
rycznych. W tym podrozdziale podano najwazniejsze z nich.
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Obliczanie wyznacznika

Wykorzystanie rozktadu trojkatnego jest podstawowa metoda obliczania wyznacz-
nika macierzy kwadratowej. Dla dowolnej macierzy trojkatnej (z definicji
wyznacznika — patrz dodatek D2) wyznacznik jest rowny iloczynowi elementow
na jej gléwnej przekatnej. Jak wiadomo zamiana wierszy w macierzy powoduje
jedynie zmian¢ znaku wyznacznika. Stad jesli podczas rozkladu LU nastapita
zamiana wierszy mozemy zapisac

det(4) = (—1)det(PA), (2.65)

gdzie s jest liczbg wykonach zamian wierszy. Uwzgledniajac rownanie (2.50)
1 korzystajac z twierdzenia Cauchy’ego (patrz dodatek D2.2), otrzymujemy

det(A) = (1) det(LU) = (—1)° det(L)det(U), (2.66)

Macierze L 1 U sa trojkatne, dodatkowo w przypadku macierzy L wszystkie
elementy na diagonali sa réwne jedno$ci, wiec ostatecznie wystarczy wymnozy¢
elementy na glownej przekatnej macierzy U:

det(A) = (_1)Su11u22 "'unn. (267)

Rozwiazanie wielu uktadow réwnan o tej samej macierzy wspotczynnikow

Czasami zachodzi potrzeba rozwigzania wielu uktadow réwnan réznigcych sie
tylko prawa strona

Axq = by, Axy = by, -+ Axy = by, (2.68)

co mozna zapisa¢ tacznie
Alxq x5 ... X ] = [by by ... by]. (2.69)
Rownanie (2.68) mozna rozwigza¢, wykonujgc eliminacje Gaussa na macierzy
[A by b, ...b] i wyznaczajac rozwigzania k uktadéw trojkatnych. Mozna tez

wyznaczy¢ rozktad trojkatny macierzy A, to jest macierze P,L,U ((PA = LU),
a nastgpnie rozwigzac trojkatne uktady rownan

Ly, = Pby,Uxy = yy,Ly; = Pby,Uxy = yy,+++ Ly =

Pby, Uxy = yy, (2.70)

czyli rownania:
L[y, y2 ¥kl = Plby by ... by ],

Ulxy 22 oo i) = [y1 Y2 - Ykl @71
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Odwracanie macierzy

Sposob postepowania, przedstawiony wyzej, moze by¢ przydatny przy obliczaniu
macierzy odwrotnej. Macierz odwrotna do macierzy A, to taka macierz X, ze

AX =1. (2.72)

Jezeli przez xq,x5, ..., X, oznaczymy kolumny macierzy odwrotnej X, a przez
1,63, --., e, kolumny macierzy jednostkowej, to macierzowe réwnanie (2.71)
mozna zapisa¢ (piszac rownosci dla kolejnych kolumn prawej i lewej strony)
w postaci n uktadow réwnan liniowych

Ax; = e, Axy = ey, , Ax, = €, (2.73)
i obliczy¢ poszczegdlne kolumny macierzy odwrotnej, rozwiazujac trojkatne
uktady réwnan:

Ly, = Pey,Ux; =y;1,Ly, = Pe,,Uxy = y,,+ Ly, = Pbp,, Ux, = y,. (2.74)

Najbardziej efektywnym sposobem obliczania macierzy odwrotnej bedzie bezpo-
srednie wykorzystanie rownosci uzyskanej z rozktadu trojkatnego. Jesli PA = LU,
to

(P =AU 1= AP =y Lt A = U, (2.75)

Prawostronne mnozenie przez macierz P realizuje zamiany kolumn analogiczne
do zamian wierszy wykonanych przy wyznaczaniu rozkladu trojkatnego,
a macierze U i L tatwo odwroci¢, postugujac si¢ otwartymi wzorami:

1

-1
Zij:(L_l)l'j:> Zij =r 81'1'— E likzkj i=j,j+1,...,n, (276)
12 A
k=j

J
1
;=0 D> qj= . 8 — z Wi 1=/Jj—-1...,1, (2.77)
u k=i+1
, (1 i=j
wktoryChSi,j—{O =y

Z powyzszych wzorow wynika, ze odwrotno$¢ macierzy trojkatnej gornej jest ma-
cierza trojkatng gorna i analogicznie odwrotno$¢ macierzy trojkatnej dolnej jest
macierzg trojkatng dolng. Ponadto dla elementow na diagonali zachodzi:
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1

(LD = L i=12...m (2.78)

(U_l)ij =i i = 1,2,...,11.
Uii

(2.79)

Przyklad 2.3

Skoro to algorytm eliminacji Gaussa stuzy do wyznaczenia macierzy odwrotnej
nie nalezy rozwigzywa¢ ukltadu réwnan liniowych Ax = b obliczajac x = A~ 1b.
W tabeli 2.2 zestawiono czasy wykonania instrukcji x = A\b oraz
x = inv (A) *b w Matlabie. Tym razem jednak macierz wspotczynnikow A
byta losowa macierzg ortogonalng (co zabezpieczato przed przypadkowym wybo-
rem macierzy zle uwarunkowanej), zas b kolumnag jedynek:

A = orth(rand(n,n)); b = ones(n,1);.

Czas potrzebny na zastosowanie wzoru x = A~1b jest kilkukrotnie dtuzszy od
czasu koniecznego do przeprowadzenia eliminacji Gaussa.

Tabela 2.2. Czas (sekundy) rozwigzania uktadu réwnan liniowych w przyktado-
wym uruchomieniu programu Matlab

n 100 500 1000 5000
x = A\b 0,0004 0,0054 0,0260 1,7743
X = inv (A) *b 0,0007 0,0118 0,0632 5,1373
Przyklad 2.4

W tabeli 2.3 podano czasy wykonania instrukcji X = inv (A) oraz
X = A\eye (size (A)); i X = linsolve (A, eye(size(A)));
w Matlabie. Macierz wspdtczynnikow A byla losowa macierzg ortogonalng:
A = orth(rand(n,n));.

Czasy wykonania wszystkich trzech algorytmoéw sa podobne i kilkukrotnie dtuzsze
od czasu potrzebnego na wykonanie pojedynczej eliminacji Gaussa (tabela 2.2).

Tabela 2.3. Czas (sekundy) procedur obliczajacych odwrotno$¢ macierzy w przy-
ktadowym uruchomieniu programu Matlab

n 100 500 1000 5000
X = inv (A) 0,0007 | 0,0074 | 0,0521 6,6376
X = A\eye (size (A)); 0,0008 | 0,0124 | 0,0715 | 9,2357
X = linsolve (A,eye(size(A))); 0,0013 | 0,0111 | 0,0720 | 8,1114
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2.6. Bledy rozwiazania ukladu rownan liniowych metoda
eliminacji Gaussa

Rozwigzywanie uktadu rownan liniowych droga eliminacji Gaussa nie jest obar-
czone bledem metody. Jedynie bledy zaokraglen moga spowodowac, ze otrzymane
rozwigzanie bedzie odbiega¢ od doktadnego. Niestety, czasem wptyw bledow
zaokraglen jest znaczny i trudno go unikna¢.

Zeby oszacowaé wpltyw zmiany (bledu) wspotczynnikow na otrzymane rozwigza-
nie, trzeba uzy¢ narzgdzi pozwalajacych na oceng, czy wektor lub macierz sa
»duze” lub ,,mate”. W tym celu zostang zdefiniowane odpowiednie normy macierzy.

Normy wektoréw i macierzy

Normg wektora x € R™ jest nazywane dowolne odwzorowanie x — ||x|| € R,
spetniajgce warunki:

Ixll =0 i (x|l =0 = x = 0),
Ve €R |lex|l = el - [lx]l, (2.80)
1 + 221l < llxa [l + 12l

Powszechnie stosuje si¢ norme¢ euklidesowg (inaczej norme L)
1

n 2
Ixll, = (Z x?) : @81

i=1

ale mozna postugiwac si¢ teznormg L, dlap = 1:

1
t p
Ixll, = (zmv’) : 2:82)
i=1

normg L; (normg Manhattan):

n
Ixlly = ) Jxl 283)
i=1
norma L,:
lllleo = max |ox;]. (2.84)

Jezeli zostanie juz ustalona norma wektorowa ||x||, to norma macierzowa, ktora
bedzie stosowana w tym rozdziale, zostanie zdefiniowana w specjalny sposob.
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Definicja 2.1 (zgodnej normy macierzy)

Norma macierzowa indukowang przez norme¢ wektorowa (zgodng z norma
wektorowa) bedzie nazywana norma zdefiniowana jako:

1411 = sup2x]
' x#0 ”x” .

(2.85)

Po prawej stronie we wzorze definicyjnym znajduja si¢ normy dwoch wektorow:
x 1 Ax, wigc norma macierzy A jest poprawnie okreslona.

Bezposrednio z definicji wynika, ze gdy ||A|| < o, to
lAx|l < [IA]l - [|x]l (2.86)
dla dowolnego wektora x. Takze dla dwoch kwadratowych macierzy A, B zachodzi
1AB|| < |IAll - | BI|. (2.87)

Z normg wektorowg L, jest zgodna norma macierzowa

n
14l = mJaXZIaUI. (2.88)
i=1
znorma L, norma
n
Al = max > Jag, (2.89)
j=1

a z norma euklidesowg norma obliczana jako najwigksza warto§¢ osobliwa?
macierzy

IAll; = ml.axo-max- (2.90)

Norma ||A||g = /Zi, j al-zj (tak zwana norma Frobeniusa) nie jest zgodna (w sensie

(2.85)) z euklidesowa (ani zadng inng) norma wektorowg!

2 Nieosobliwg macierz kwadratowa mozna przedstawié w postaci A = UDVT, gdzie ortogonalna ma-
cierz U jest zbudowana z wektoréw wiasnych macierzy AT A, ortogonalna macierz V — z wektorow
wlasnych macierzy AAT, a diagonalna macierz D zawiera na przekatnej dodatnie liczby nazywane
warto$ciami szczegdlnymi (osobliwymi) macierzy A. Jezeli jakakolwiek warto$¢ szczegodlna (oso-
bliwa) jest rdOwna zero, to A jest osobliwa. Warto$ci wlasne i szczegdlne zostaly doktadniej opisane
w rozdziale 8.
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Wspotczynnik uwarunkowania macierzy

Rozwiazujemy uktad réwnan Ax = b. Jezeli zamiast wektora wspotczynnikow b
zastosujemy zaburzony (np. na skutek btedow zaokraglen) wektor b + b, to roz-
wigzanie zmieni si¢ na x + 6x:

A(x + 8x) = b + 6b. (2.91)
Wtedy
Aéx = 8b = 6x = A~16b. (2.92)
Z nierdwnosci
8xll < A7 - 8Bl i llbll < Al - llxl, (2.93)

ktore wynikaja bezposrednio z definicji zgodnej normy macierzowej, mamy

sl _ N4kl _ o 1000
<l = /Bl TR (2.94)
Y an)

wzglednego btedu rozwigzania, po prawe] ”b” Jest odpow1edn1k1em wzglednego

Po lewej stronie tej nierdwnosci mamy Wyrazeme ktore jest odpowiednikiem

btedu danych wejsciowych.

Definicja 2.2 (wskaznika uwarunkowania macierzy)

Wspolezynnik
cond(4) = [|AllllA™] (2.95)

Jest nazywany wspélczynnikiem (wskaznikiem) uwarunkowania macierzy A.

Wskaznik uwarunkowama decyduje o tym, jak bardzo btad danych wejsciowych
jest ,,wzmacniany”, przenoszac si¢ na btad wyniku.

Kazda indukowana norma macierzy jednostkowej jest rowna 1, wiec z (2.87)
wynika, ze cond(4) = 1.

Jezeli wskaznik uwarunkowania bedzie duzy, to blgd rozwiqzania bedzie duzy,
nawet jesli blgd danych wejsciowych jest maly!
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Jezeli zmiana rozwigzania na x + dx jest wynikiem zmiany wspotczynnikow le-
wej strony na A + 84, to mozna wyprowadzi¢

8x = —ATT8A(x + 8x) = [|8x]| < IATHIISAIlNCx + 8

5] 1y 184l (2.96)
< -
iceason = IAIAT T

Jezeli zostang uwzglednione zaburzenia (btedy) we wspodtczynnikach obu stron
uktadu rownan, to dla dostatecznie matych ||§A|| otrzymuje si¢

lI5xll _ lAlNIA~I <II5bII+II6AII>
lxll = 1 =AM ISANN 1Bl ANl )

(2.97)

W kazdym wypadku to wspotczynnik (wskaznik) uwarunkowania macierzy A de-
cyduje o tym jak bardzo btad danych wejsciowych jest ,,wzmacniany”, przenoszac
si¢ na btad wyniku.

Jezeli € = eps/2 oznacza wzgledny biad arytmetyki zmiennopozycyjnej
(eps = 2,22+ 107 dla liczb zmiennopozycyjnych podwojnej precyzji), to blad
rozwigzania mozna oszacowac jako

lI6x] -
W < 2¢ - cond(4). (2.98)

Warto$¢ wskaznika uwarunkowania zalezy od zastosowanej normy macierzy, np.
dla normy L, bedzie to iloraz najwigkszej do najmniejszej wartosci szczegdlnej
macierzy. Jezeli iloraz ten jest duzy, to wskaznik uwarunkowania pozostanie duzy
niezaleznie od wybranej normy.

Wskaznik uwarunkowania macierzy diagonalnej jest rowny ilorazowi najwigk-
szego do najmniejszego modutu jej elementow. Jesli wszystkie bedg rowne, to
wskaznik uwarunkowania bedzie réwny 1, nawet jesli elementy te beda bliskie
zeru. Jesli wystapia duze dysproporcje migdzy liczbami na diagonali, to wskaznik
uwarunkowania begdzie wysoki.

Macierz o wysokim wskazniku uwarunkowania jest w pewnym sensie bliska ma-
cierzy osobliwej. Wérod wartosci wlasnych macierzy o wysokim wskazniku uwa-
runkowania znajda si¢ liczby o bardzo matym module. Doktadne wyznaczenie
wskaznika uwarunkowania wymagatoby doktadnego wyznaczenia A™1, a to przy
wysokim wskazniku uwarunkowania moze by¢ klopotliwe. Dlatego tez zwykle
szacuje si¢ tylko warto§¢ wskaznika uwarunkowania macierzy.
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Oczywiste jest, Ze nie ma sensu rozwigzywanie uktadu réwnan liniowych, jesli
wspotczynnik uwarunkowania macierzy A jest wysoki. Problemem nie jest wtedy
metoda numeryczna, ktora wybrano, ale wtasciwosci samego uktadu réwnan.
Jezeli natrafiamy na taki problem, to najlepsza strategia jest modyfikacja zadania,
ktéra pozwoli na zmniejszenie wskaznika uwarunkowania. Nie zawsze mozna
zaproponowac sposob takiej modyfikacji, ale dobrg strategia moze by¢ zrownowa-
zenie wspotczynnikow ukladu — doprowadzenie do tego, by wszystkie byly
tego samego rzedu. Mozna to uzyskac przez pomnozenie poszczegolnych réownan
przez niezerowe wspotczynniki f3; oraz przeskalowanie niewiadomych: x; = a;x’;.
W efekcie otrzymamy nowy uktad réwnan:

A'x'=Db', A"=DgAD,, b"=Dgh, x=Dgx’, (2.99)

gdzie diagonalne macierze D, = diag{ a;}, Dg = diag{ f;} zawieraja odpowied-
nie wspolczynniki na gléwnej przekatnej. Warto, by wspotczynniki te byty pote-
gami podstawy stosowanego systemu pozycyjnego (czyli najczgsciej potggami 2),
zeby unikna¢ zaokraglania.

Przyklad 2.5 (Dahlquist, Bjoi k, 1983).

Obliczenia wykonano w arytmetyce podwdjnej precyzji. Niech macierza

1,2969 10,8648 .
0,2161 0’1441]. Macierz b dobrano tak, by

1,2969 0,8648 [2] _ [4,3234
0,2161 0,14411121 — 10,7204)
niem roéwnania Ax = b. Rozwigzaniem réwnania Ax = b — 1078 [ﬂ jest
%= [2,7207

~10,9192p

mimo ze reszta obliczona dla tego rozwiazania r = AX — b = 1078 [ﬂ jest tego

wspotczynnikow bedzie A = [

b= [ czyli x = [g] jest doktadnym rozwigza-

a wiec bardzo odlegte od rozwigzania rownania niezaburzonego,

rzgdu, co zaburzenie w macierzy b. W tabeli 2.4 podano rozwigzania uzyskane
po zaburzeniu pojedynczych elementéw macierzy A i normy odpowiadajacej im
reszty.

Tabela 2.4. Rozwigzania uzyskane po zaburzeniu pojedynczych elementow
macierzy A przez dodanie 1078

a1 Qa2 az1 azz
X = [1,74817 1,6324] 14,7929 ] 2,7530]
2,3778 2,5513 —17,1849 0,8707
lIrll 1,7-1078 2,6-1078 1,5-1077 0,9-1078
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2. Rozwigzywanie uktadow rownan liniowych i rozktad trojkgtny ...

Jak wida¢, zaburzenie dowolnego wspotczynnika powoduje zmiang rozwigzania
okoto 108 razy wicksza od zaburzenia. Przyczyng jest wskaznik uwarunkowania
macierzy, ktéry w normie euklidesowej wynosi cond(4) = 2,4973 - 108,

2.7. Inne metody rozwigzywania ukladow rownan liniowych

Metoda eliminacji Gaussa i wykorzystanie rozktadu trdjkatnego sa standar-
dowymi metodami rozwigzywania dobrze uwarunkowanych ukladéw réwnan
liniowych. Przegladajac literatur¢ opisujgca algorytmy numeryczne mozna znalez¢
wiele konkurencyjnych metod eliminacji. Przyktadowo eliminacja Gaussa-
Jordana, ktéra polega na rownowaznym przeksztalceniu uktadu o wspodtczynni-
kach AW :==[4 b] do uktadu o wspotczynnikach A™ == [ p™]. Wymaga
ona jednak wigkszych naktadéw obliczeniowych o ok. 50% operacji elementar-
nych nie oferujgc jednoczesnie zmniejszenia wptywu btedow zaokraglen. Jezeli
poczyni si¢ dodatkowe zatozenia o macierzy wspotczynnikow, to mozna zapropo-
nowa¢ metody bardziej oszczedne od eliminacji Gaussa. Przykladem moze by¢ dla
macierzy dodatnio okreslonych®, metoda Choleskiego prowadzaca do rozktadu
A = LLT, gdzie L jest macierza trojkatna dolna. W przypadku szczegodlnych postaci
macierzy wspotczynnikow, zwlaszcza w przypadku macierzy rzadkich (to jest
duzych macierzy, ktore zawieraja znaczng liczbg np. 90% wspotczynnikow zero-
wych), bardziej skuteczne od eliminacji Gaussa mogg okaza¢ si¢ rowniez metody
iteracyjne.

3 Macierz symetryczna A jest dodatnio okreslona, jesli V.o xTAx > 0.
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3. Aproksymacja i interpolacja

3.1. Modelowanie na podstawie danych cyfrowych

Niech funkcja f(x) opisuje zalezno$é, o ktorej zebraliSmy informacje w wybra-
nych m + 1 punktach x;, i = 0,1, ..., m, zwanych wezlami (punktami wezlo-
wymi), czyli znane sa wartosci

fi=f(x), i=0,...,m (3.1)

Niekiedy zbior wszystkich punktow weztowych xg = {x;,i = 0, ..., m} nazywa si¢
siatka. Na podstawie tych informacji chcemy zbudowa¢ model analityczny odtwa-
rzajacy zalezno$¢ f(x).

Z takim problemem spotykamy si¢, gdy posta¢ analityczna f(x) nie jest znana,
a dane pochodzg np. z przeprowadzonych pomiaréw. W analizie numerycznej
czestszym 1 bardziej interesujacym przypadkiem jest sytuacja, w ktorej postac
f(x) jest znana, jednak sposob obliczania wartosci f(x) dla konkretnych argu-
mentow jest uciazliwy, ztozony obliczeniowo (czyli wymaga duzej liczby operacji
elementarnych). Prébujemy wtedy zaproponowaé bardziej ,,przyjazny” model
zaleznosci f(x), godzac si¢ z tym, ze bedzie on obarczony pewnym btedem przy-
blizenia i ze do jego wyznaczenia konieczne begdzie obliczenie wartosci f(x)
w punktach weztowych. W zamian za to chcieliby$my otrzymaé funkcje f*(x),
ktora bedzie ,,dobrze” przyblizata f(x) (przy tym pojgcie ,,dobrego” przyblizenia
powinno by¢ precyzyjnie zdefiniowane), a ponadto:

e Dbedzie fatwo jg opisa¢ skonczonym zbiorem rzeczywistych parametroéw,

e Dbedzie fatwo obliczac jej wartosci w dowolnym punkcie,

e bedzie fatwo ja rozniczkowac i catkowac,

e Dbedzie latwo wykonywa¢ operacje arytmetyczne na funkcjach przyblizaja-
cych — oblicza¢ ich sume lub iloczyn.

Od razu nasuwa si¢ klasa funkcji, ktore spelniaja te wymagania — to wielomiany.
Bardzo czgsto to wlasnie w klasie wielomiandw okre$lonego stopnia poszukiwana
jest funkcja przyblizajgca. Czasem jednak zastosowanie wielomiandw nie jest
uzasadnione. Jezeli wiemy, ze przyblizana funkcja jest okresowa, to bedziemy
poszukiwac¢ takze okresowej funkcji przyblizajacej — wtedy siggniemy np. do tzw.
wielomianéw trygonometrycznych. Jezeli funkcja f(x) posiada osobliwosci
(nieciggtosci), ktore chcemy odtworzy¢ w modelu, to funkcja przyblizajagca moze
by¢ np. funkcja wymierng.
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Kazdy problem przyblizenia danych numerycznych (3.1) wymaga okre$lenia klasy
(zbioru) funkcji, z ktorej wybierzemy funkcje przyblizajaca f*(x). Co wiecej klasa
ta powinna by¢ sparametryzowana przez skonczony wektor parametrow ¢ € RP
(mozna wiec zapisa¢ dowolng funkcje z tej klasy jako f*(x, c), podkreslajac jej
zalezno$¢ od parametréw). Ostateczny wybodr funkcji przyblizajacej polega na
wyborze ,,najlepszych” parametréw cy, czyli wybrang funkcje przyblizajaca
mozna zapisa¢ jako f*(x) = f*(x, ¢p). Nie jest wigc konstruktywne np. poszuki-
wanie funkcji przyblizajacej w klasie wszystkich funkcji ciggtych, a jest np. w kla-
sie wielomianow stopnia nie wyzszego niz 5.

Do konstrukgeji funkcji przyblizajacej f*(x) mozna podej$¢ na dwa sposoby. Jezeli
uwazamy, ze we wszystkich punktach siatki funkcja przyblizajaca powinna by¢
rowna przyblizanej, to podstawa jej konstrukcji sg rOwnania

f*(xi):fi:f(xi)' i=0,..m (32)

Taki sposéb konstrukcji funkcji przyblizajacej nazywany jest interpolacja,
a funkcje przyblizajgca interpolantem lub funkcjg interpolujacg. Jezeli warun-
kéw narzuconych w weztach jest doktadnie tyle, co parametréw w opisie klasy
rozwazanych funkcji interpolujacych, to parametry wybranej funkcji beda z reguty
okreslone w sposob jednoznaczny. Czasem do warunkéw (3.2) dodaje si¢ dodat-
kowe wymagania np. dotyczace pochodnej funkcji interpolujacej. Oczywiscie
mamy nadziej¢, ze zaproponowana funkcja interpolujaca przyblizy funkcje f(x)
takze miedzy weztami i badaniu jakoS$ci tego przyblizenia poswigcimy duzo uwagi,
ale wymagania dotyczace zachowania funkcji interpolujacej miedzy weztami nie
wchodza do standardowo sformutowanego zadania interpolacji. Rozwigzanie za-
dania interpolacji polega na wyznaczeniu takich parametrow c,, ze funkcja
f*(x,cy) spelnia zadane warunki algebraiczne (3.2).

Drugi sposob konstrukeji funkcji przyblizajacej f*(x) — aproksymacja — zaktada,
ze powinna to by¢ funkcja z okreslonej klasy (zbioru funkcji), ktora bedzie mini-
malizowata btad przyblizenia informacji zawartej w zalezno$ciach (3.1). Kazde
zadanie aproksymacji wymaga wigc:

1 — okreslenia klasy funkcji f*(x,c), w ktorej poszukujemy funkcji aproksy-
mujacej,

2 — okreslenia wyrazenia J (xs, ¢), ktdérego argumentami sg wezly siatki xg i para-
metry funkcji aproksymujacej ¢, za pomocg ktorego bedzie mierzony btad
aproksymacji.

Rozwigzanie zadania aproksymacji polega na rozwiagzaniu problemu optymaliza-

cji: znalezieniu takich parametréw c*, ze V. J (x5, c*) < J(xs, ¢). Jezeli zmieni si¢

istotnie ktorykolwiek z elementéw 1, 2 w zadaniu aproksymacji, to zmieni si¢ tez,

1 to diametralnie, sposob rozwigzania tego zadania.
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3. Aproksymacja i interpolacja

Zadanie przyblizania danych numerycznych mozna, a czgsto jest to korzystne, po-
przedzi¢ etapem normalizacji tych danych. Np. w przypadku modelowania funkcji
jednej zmiennej normalizuje si¢ siatke, tak by wszystkie wezty znalazly sie w prze-
dziale [-1, 1]. Oczywiscie po rozwigzaniu zadania nalezy powrdcic¢ do oryginalnej
skali zmiennej niezaleznej. Wszystkie te operacje opierajg si¢ na liniowych prze-
ksztatceniach zmiennej niezaleznej, nie sa wiec uciazliwe.

A
254 25¢
---------- 1)
interpolacja
— — —aproksymacja

20 20 (A

15}

10t

Rys. 3.1. Interpolacja i aproksymacja: linia kropkowana — funkcja przyblizana, linia
kreskowa — aproksymacja wielomianem stopnia 2 metoda najmniejszych kwadratow,
linia ciggla — interpolacja wielomianem stopnia 3. Z lewej zadanie rozwigzane na orygi-
nalnym zestawie danych, z prawej po normalizacji zmiennej niezaleznej do przedziatu
[-1,1]

3.2. Liniowe zadanie aproksymacji Sredniokwadratowej

Niech funkcje @;(x), i =0,...,n(nazywane funkcjami bazowymi) beda znane,
wybrane przez projektanta. Funkcja aproksymujgca jest wybierana sposrod
wszystkich kombinacji liniowych funkcji bazowych:

n

100 = o). (33)

=0
Btad aproksymacji jest mierzony warto$cig wyrazenia
J(xs,€) = ZZ(f(x) = fi)*w, (3.4)

w ktorym w; > 0 sg wspotczynnikami wagowymi dobieranymi przez projektanta
dla zr6znicowania ,,waznosci” poszczego6lnych weztow x;. Sumowanie we wzorze
(3.4) rozciaga si¢ na wszystkie wezty. Tak postawione zadanie aproksymacji jest
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nazywane liniowym zadaniem aproksymacji Sredniokwadratowej. Liniowe —
bo liniowa jest zalezno$¢ funkcji aproksymujacej od szukanych wspotczynnikow c;,
a Sredniokwadratowy jest btad aproksymac;ji (3.4).

Po podstawieniu funkcji aproksymujacej (3.3) do wyrazenia (3.4) otrzymamy kwa-
dratowa funkcje nieznanych wspoétczynnikoéw c;. Rozwiazanie liniowego zadania
aproksymacji sredniokwadratowej polega wiec na znalezieniu minimum kwadra-
towej funkcji wielu zmiennych c;. Funkcja ta jest nieujemna i wypukta, wiec
minimum takie istnieje, jest jedyne i znajduje si¢ w punkcie, w ktorym zeruja si¢
pochodne czastkowe funkcji J(xs, ¢) wzgledem wspotczynnikow c;.

Rozwazmy zadanie, w ktorym wystgpuja tylko dwie funkcje bazowe ¢q, @4
1 w zwigzku z tym dwa wspotczynniki ¢, ¢;. Mamy wtedy

JGxs,€) = ) (Cowo(at) + caps (v) = f)w, (35)
i=0
P ‘ m
Toed) D 20n() gl + a5 = oy
=260 ) polx)*wy (3.6)
i=0
+26 ) @o(E)PxOWi =2 ) @y fiwy
i podobnie = =
a ’ m m
N Z 0o (X1 (xw; +2¢, 2 01 (x)?w;

m 3.7)
-2 Z P1(x) fiw;.
i=0

Z przyréwnania pochodnych (3.6) 1 (3.7) do zera wynikajg rownania, ktore mozna
zapisac lgcznie:
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3. Aproksymacja i interpolacja

i=0

]

|[ i Po (i) w; i §00(xi)§01(xi)Wi]|
i=0

|

|

Z«po(xi)gol(xi)wi ;mxi)zwi |

=0

(3.8)

3

=

o

3

<Po(xi)fiWi]'
l.

{ZO 02 |

Jest to uktad rownan liniowych, ktory trzeba rozwigzaé, by wyznaczy¢ wspotczyn-
niki funkcji aproksymujgcej, rozwigzujacej liniowe zadanie aproksymacji srednio-
kwadratowe;j.

W przypadku n + 1 funkcji bazowych (i n + 1 nieznanych wspo6tczynnikow)
postgpowanie jest analogiczne. Aby skroci¢ i uprosci¢ zapis wprowadza si¢ naste-
pujace oznaczenia.

Definicja 3.1 (iloczynu skalarnego w liniowym zadaniu aproksymacji $rednio-
kwadratowej)

Dla dowolnych funkcji f,g przy danej siatce weztow 1 wspdlczynnikach
wagowych iloczynem skalarnym funkcji f, g nazywa si¢ liczbe

(£,9) =) fGx) gCxw; (39)
i=0

Jezeli (f, g) = 0 to funkcje f(-), g(-), nazywamy ortogonalnymi.
Jezeli (ﬁ-,fj) =0dlai # ji(f;, f;) # 0to funkcje f;(-), i = 1,2,...nazywamy
ukladem (rodzina) funkcji ortogonalnych.

Nazwa iloczyn skalarny dla operatora (f, g) nie jest przypadkowa — ma on wszyst-
kie (poza dodatnig okreslono$cia) wiasciwosci iloczynu skalarnego w przestrzeni
euklidesowej. Jak wynika z definicji (3.9), warto$¢ iloczynu skalarnego zalezy od
wyboru weztdw 1 wspdtczynnikoéw wagowych. Tak wiec, dwie funkcje moga by¢
ortogonalne na jednym uktadzie weztéw, a na innym nie.

Korzystajac z wprowadzonej notacji i rozumujac analogicznie jak w przypadku
dwodch funkcji bazowych, mozna wyprowadzi¢ rozwigzanie liniowego zdania
aproksymacji sredniokwadratowe;j.
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Twierdzenie 3.1 (o rozwigzaniu liniowego zadania aproksymacji sredniokwa-
dratowej — Dahlquist, Bjo"ck, 1983):

Jezeli funkcje bazowe sa tak wybrane, ze wektory @, (xs) = [¢;(xg), ..., @i ()],
i =0,1,...,n sg liniowo niezalezne (dodatek D1), to liniowe zadanie aproksy-
macji $redniokwadratowej ma jedyne rozwigzanie. Rozwiazanie to speinia
uktad réwnan:

(00, 00) (@1, @0) -+ (Pn,Po)][Co (f, @0)
.<.(POI (pl> .<.(f)1) (pl) .<'(!)n' (Pl) Cl — (f; (P1> ) (310)
(@0, Pn) (@91, 9n) - (Pn @)l Ln (f, @n)

Jezeli funkcje bazowe sa rodzing funkcji ortogonalnych, to rozwigzanie uprasz-
cza si¢ do:

(f, p1)

ci=——, i=0,...,n.
b A{en ) (3.11)

Uktad réwnan (3.10) nazywany jest ukladem réwnan normalnych, a macierz
jego wspotczynnikéw gramianem.

Wybér funkcji bazowych 1 wezldw jest najwazniejszym etapem poszukiwania
funkcji aproksymujacej. Wybor ten weale nie musi by¢ jednoznaczny. Jesli planu-
jemy aproksymacje wielomianem stopnia nie wigkszego niz n, to mozemy wybraé
funkcje bazowe

Po(x) =1, p1(x) =x,..., pp(x) =x", (3.12)
ale takze i-tg funkcja bazowa moze by¢ dowolny wielomian stopnia i. Wybor
funkcji bazowych ma bezposredni wptyw na wskaznik uwarunkowania gramianu,
a wiec rzutuje na btad rozwigzania uktadu réwnan normalnych.

Przyklad 3.1

Obliczymy gramian funkcji bazowych (3.12) na przedziale [0, 1] dlan + 1 weztow
rownoodlegtych. Wprost z definicji 3.1 wynika, ze

PR I Sy B o 3}

k=0 k=0
1 n
T it z ki+j'
nl+]
k=0
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3. Aproksymacja i interpolacja

Jako ze 1 R k™ —2 1, to otrzymana macierz Gy, jest zblizona do macierzy

Hilberta (czyli macierzy Hy, 1 o elementach h; ; = i+]+1’ i,j=1,..,n+1)owy-
miarach (n + 1) X (n + 1) pomnozonej przez n + 1, ktora jest podrgcznikowym

przyktadem macierzy zle uwarunkowanej. Wykres na rysunku 3.2 pokazuje wspot-
czynniki uwarunkowania takich macierzy dla n od 4 do 11.

'y
1018 B O  macierz Hilberta Hn+1
%  gramian Gn
o)
*
1015 L
= 0
<=1
g
g 107 *
&
w g9 |
;s: 10 o *
= o *
8 106 -
0 *
%
10° F
4 5 6 7 8 9 10 11

Rys. 3.2. Wskaznik uwarunkowania gramianu G,, i macierzy Hilberta H,,,

Rozwazany gramian jest nieznacznie lepiej uwarunkowany od macierzy Hilberta,
ale osigga wspotczynnik uwarunkowania 10" juz przy n = 11, co praktycznie
uniemozliwia numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan normalnych przy oblicze-
niach w podwojnej precyzji (format double IEEE754/854). Uwarunkowanie gra-
mianu ros$nie przy tym szybciej i zbliza si¢ do uwarunkowania macierzy Hilberta.
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Jak wynika z zaleznosci (3.11) doskonaty bytby wybor ortogonalnej rodziny funk-
cji bazowych. Jezeli celem jest aproksymacja wielomianem, to istnieje kilka rodzin
wielomianéw ortogonalnych, z ktorych mozna skorzystac. Jedna z nich sg wielo-
miany Czebyszewa. Znajduja one wiele zastosowan i wielokrotnie bedziemy si¢
odwotywa¢ do ich wlasciwosci.

3.3. Wielomiany Czebyszewa

Definicja i podstawowe wlasnosci.

Rodzina wielomianow Czebyszewa jest okreslona na przedziale [-1, 1] wzorem
otwartym

T,,(x) = cos(n arccosx) —-1<x<1 n=01,-- (3.13)

albo za pomoca wzoru rekurencyjnego

To(x) =1, Ti(x) = x, Try1(x) = 2xT (%) — Tpo1(x)

(3.19)
n=12,...

Podstawowe wlasciwosci wiclomianow Czebyszewa, to:

1. Wspdlczynnik przy najwyzszej potedze w wielomianie Ty, (x) jest rowny 271
dlan=1,2,...

2. Tpy(=x) = (=1)"T,, ().

3. Wielomian T,,,1(x) ma n + 1 pierwiastkdéw w punktach

(2k+1)m

, k=01,....n, n=01,-- (3.15)
2(n+1)

X = COS

Punkty te s nazywane weztami Czebyszewa I rodzaju.

4. Wielomian () ma + 1 ekstremow lokalnych w przedziale [—1, 1] (wli-
czajac konce przedziatu, ktore sg ekstremami warunkowymi — nie sg ekstre-
mami () rozpatrywanego jako funkcja — ) w punktach

X = coskf, k=01,...,n, n=12,--, (3.16)

zwanych weztami Czebyszewa Il rodzaju.
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Wykresy kilku wybranych wielomianéw Czebyszewa

|
%OT/\AAAAAMM
N AVETRVEAVARURVAIIN

Rys. 3.3. Wykres kilku wielomianéw Czebyszewa

Ortogonalnos¢ wielomianow Czebyszewa

Twierdzenie 3.2 (o ortogonalno$ci wielomianéw Czebyszewa — Dahlquist,
Bjo"ck, 1983)

Uktad wielomianow Ty(x), Ty (x),...,T,(x) jest ortogonalny wzgledem wag
w; = 11 weztow x;, ktore sg zerami wielomianu Ty, (x):

0 dla i#j
n+1

(T,Tj)={— dla i=j=#0. (3.17)

n+1l dla i=j=0
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Wilasnos¢ min-max wielomianéw Czebyszewa

Definicja 3.2

Wielomian bgdziemy nazywa¢ monicznym gdy jego wspotczynnik przy naj-

wyzszej potedze jest rowny 1.

Definicja 3.3

Dla funkcji f ciagltej w przedziale [a,b] definiuyjemy norme ||fll[qp) =
max |f(x)].

x€[a,b]

Twierdzenie 3.3 (wlasno$¢ min-max wielomianow Czebyszewa)
Jesli P jest wiclomianem monicznym stopnia n > 0, to

1PI[[=1,17 = ||21_nTn||[_1,1] =21

Dowéd: (przez doprowadzenie do sprzecznosci)

Przypusémy, ze ||P|l[-11) < 2'™ & Vx € [-1,1] |P(x)| < 27" Rozwazmy
wielomian moniczny 217"T, . Dla n + 1 wartosci x;, = cos%ﬂ, k=01,..,n
w przedziale [—1,1] mamy 2T, (x;) = 217 "cos (n arccos (cos %)) =

217" dla parzystych k

21—71 k = { ’
cos(km) —21-n Jdla nieparzystych k

Wynika stad, ze réznica 217"T,, — P ma w kazdym z punktéw x, k =0,1,...,n
taki sam znak jak 217"T, , a wigc zmienia znak tak, Ze ma co najmniej n pier-
wiastkow w przedziale [-1,1], co jest sprzeczne z tym, Ze stopien wielomianu
217"T,, — P jest mniejszy od n (bo wspotczynniki przy najwyzszej, n-tej potedze
w obu wielomianach sg rowne 1). |

3.4. Aproksymacja jednostajna

Stynnym twierdzeniem w teorii funkcji rzeczywistych jest twierdzenie
Weierstrassa:

Twierdzenie 3.4 (Weierstrassa — Kincaid, Cheney, 2006)

Jezeli funkcja f{x) jest ciggla w skonczonym przedziale [a, b], to dla kazdego
€ > 0 istnicje wielomian P,(x) stopnia n, taki ze dla kazdego x € [a,b],

If () = P(0)] <e.
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Twierdzenie to wprost prowokuje do postawienia zadania aproksymacji wielo-
mianowej w nastgpujacy sposob:

Niech funkcja aproksymujaca bedzie wielomianem stopnia nie wigkszego niz n:
n

Frw= ) gt (3.18

i=0

a blad aproksymacji bedzie mierzony warto$cia
J(e) = max |f*(x) = f(x)I. (3.19)
x€[a,b]

Twierdzenie Weierstrassa gwarantuje, ze tak zdefiniowany btad aproksymacji
mozna dowolnie zmniejszy¢ — podnoszac stopien wielomianu aproksymacyjnego.
W praktycznych obliczeniach zadanie upraszcza si¢ do minimalizacji wskaznika
jakosci przyblizenia

J(xs,€) = max |f*(x;) — fil, (3.19a)
a stopien n wielomianu f* jest mniejszy od liczby weztow.

Ta zmiana (w stosunku do liniowego zadania aproksymacji §redniokwadratowej)
wyrazenia stuzacego do oceny bledu ma daleko idace konsekwencje dla sposobu
rozwigzania zadania. W wyrazeniu (3.18) jak i (3.19a) znajduja si¢ dwie funkcje
nierdzniczkowalne — modut 1 maksimum, nie mozna wigc obliczy¢ pochodnych
czastkowych i przyrownaé do zera, tak jak byto to w liniowym zadaniu aproksy-
macji $redniokwadratowej. Dowody twierdzenia Weierstrassa nie daja uzytecz-
nego sposobu konstrukcji wielomianu aproksymacyjnego dla zadanego bledu €.
W niektérych wersjach wykorzystuje si¢ przyblizenia oparte na wielomianach
Bernsteina, ktére bardzo wolno, ale jednostajnie zbiegaja do przyblizanej funkcji,
a wiele dowodow spotykanych w literaturze jest zupelie niekonstruktywnych.

Podstawa do praktycznego wyznaczania przyblizen optymalnych, czyli wielomia-
noéw zadanego stopnia minimalizujacych (3.19), jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.5 (o alternansie — Paszkowski, 1975)

Jezeli domknigty i ograniczony zbior F zawiera co najmniej n + 2 punkty, to wie-
lomian W (co najwyzej n-tego stopnia) jest wtedy i tylko wtedy n-tym wielomia-
nem optymalnym dla funkcji f, ciaglej na przedziale [—1, 1], gdy istnieje podzbior

{x0,%1, .., Xp41} © F (zwany alternansem) taki, ze xq < x; < =-- < Xp4q1 1 2€
roznice f(x) — W(x), (k=0,1,..,n+ 1) s3réwne na przemian ||f — W||%,
i —|lf —WIL, gdzie ||||5 oznacza norme supremum funkcji na zbiorze F,

tzn. [|g|l% = suplg(x)|.
X€F
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Taka forma twierdzenia daje podstawe do poszukiwania zaréwno przyblizen
optymalnych w sensie wskaznika jakos$ci (3.19), jak i (3.19a). W obydwu przypad-
kach stosuje si¢ numeryczne metody iteracyjne, poszukujac przyblizenia, o wla-
sciwosciach opisanych w twierdzeniu o alternansie. W praktyce stosuje si¢ nie-
kiedy algorytm Remeza, stuzacy do obliczania optymalnych przyblizen wielo-
mianowych i przydatny do syntezy filtrow cyfrowych, ale w wielu sytuacjach wy-
godniejsze moze by¢ skorzystanie z ponizszego twierdzenia 3.6.

Twierdzenie 3.6 (Trefethen, 2013)

Niech funkcja f bedzie ciagla na przedziale [—1, 1], p,, oznacza jej wielomian
interpolacyjny stopnia n zbudowany na weztach Czebyszewa II rodzaju, a p;,
optymalne w sensie normy supremum przyblizenie wielomianem stopnia n = 1.
Wtedy zachodzi nierdwnos¢:

2 *
If = Pallicag < (2+ 210gn + D) If = pillioyy. (3:20)

Wyrazenie w nawiasie w (3.20) ro$nie bardzo wolno ze wzrostem n, na przyktad
dla n = 10000 wynosi okoto 7,863548449829773, a wartos¢ 10 przekracza
dopiero dla n =286751. Zatem — poniewaz mato realne jest postugiwanie si¢
wielomianami stopnia wigkszego niz 200000, poza szczegdlnymi przypadkami,
najtatwiej postuzy¢ si¢ wielomianem interpolacyjnym z wezlami Czebyszewa
(IT rodzaju), zamiast poszukiwac przyblizen optymalnych. Tak wigc przyblizeniem
rozwigzania zadania aproksymacji jednostajnej jest rozwigzanie zadania interpo-
lacji (omoéwione doktadnie w podrozdziale 3.5) przy szczegdlnym wyborze
weztow.

Przyklad 3.2

. 1
Dla funkcji f(x) = 14+100x2

przyblizenie optymalne wielomianem stopnia 20 oznaczony p5,(x), interpolant
stopnia 20 z weztami Czebyszewa Il rodzaju - p,(x) 1 przyblizenie wielomianami
Bernsteina stopnia 20 zgodnie ze wzorem

= 3 (D (5)

k=0

wyznaczono (iteracyjnie, algorytmem Remeza)

20—k
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Rys. 3.4. Po lewej poréwnanie przyblizenia optymalnego stopnia 20 (linia czerwona),
interpolantu Czebyszewa stopnia 20 (linia zielona) i przyblizenia wielomianami Bernsteina
(linia niebieska) na tle funkcji przyblizanej (linia czarna). Po prawej btgdy tych przyblizen
(ten sam dobor koloréw linii)

Obliczenia powtdrzono dla wielomiandéw stopnia od 5 do 30, uzyskujac wartosci
normy supremum bledu, przedstawione na rys. 3.5.

Na rysunku 3.5 wida¢ wyraznie bardzo wolng zbieznos¢ przyblizen wielomianami
Bernsteina. Rzuca si¢ w oczy oscylacyjny przebieg btedu przyblizenia interpola-
cyjnego, co wynika z faktu, ze funkcja interpolowana jest funkcja parzysta z wy-
raznym ,,pikiem” w zerze, co skutkuje wickszym btedem dla przyblizen interpola-
cyjnych, dla ktérych zero nie jest weztem interpolacji, a wigc nieparzystego stop-
nia*. Blizsze przeanalizowanie wykresu pozwala stwierdzi¢, ze takze przyblizenia
optymalne stopnia nieparzystego nie sg lepsze od przyblizen stopnia parzystego,
mniejszego o 1. Jest to specyficzna cecha przyblizanej funkcji.

4 Wielomian interpolacyjny stopnia n ma n+1 wezlow, wiec stopnia nieparzystego ma parzysta liczbe
weztow. Dlatego n we wzorze (3.16) jest nieparzyste, a wige argument funkcji cosinus nie moze by¢
réwny 1 /2.
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12 Lk —-O-—blad pn(x)
— g —bhd p )
—7— blad bn(x)

TE e ograniczenie z (3.16)
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btad przyblizenia
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Rys. 3.5. Poréwnanie bledow (w sensie wskaznika (3.19)) dla przyblizenia optymalnego,
interpolantu Czebyszewa i przyblizenia wielomianami Bernsteina w zaleznosci od stopnia
wielomianu

3.5. Interpolacja wielomianowa

Istnienie i jednoznaczno$¢ wielomianu interpolacyjnego

Poszukujemy wielomianu interpolacyjnego dla funkcji f(x), na siatce
wezlow

xi, fi=f(x), i=0,..,n (3.21)
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3. Aproksymacja i interpolacja

Kwesti¢ istnienia i jednoznaczno$ci takiego wielomianu rozstrzyga twier-
dzenie:

Twierdzenie 3.7 (istnienie i jednoznaczno$¢ wielomianu interpolacyjnego):

Dla kazdych, r6znych n + 1 wezlow istnieje dokladnie jeden wielomian interpo-
lacyjny (czyli spetniajacy warunki P(x;) = f;, i =0, ...,n) stopnia nie wick-
$Zego niz n.

Dowéd:
Istnienie: wynika bezposrednio z dowolnego sposobu konstrukcji wielomianu
interpolacyjnego pokazanego dalej.

Jednoznacznos¢:

Zat6zmy istnienie dwoch wielomianow interpolacyjnych P oraz Q, kazdy stopnia
nie wyzszego niz n, czyli P(x;) = f;, Q(x;) = fy dlai =0,1,...,n. Wtedy P — Q
jest tez wielomianem stopnia nie wyzszego niz n. Niezerowy wielomian
stopnia nie wyzszego niz n ma co najwyzej n pierwiastkow. Wielomian P — Q
zeruje si¢ w n+ 1 punktach x;, i =0,1,...,n, musi by¢ wigc wielomianem
Zerowym. |

Jednoznaczno$¢ wielomianu interpolacyjnego nie zmienia faktu, ze moze on by¢
wyznaczany i zapisywany na rozne sposoby.

Wzér interpolacyjny Vandermonde’a

Podstawowa postacig wielomianu jest posta¢ potggowa:
P(x) = cpx™ 4+ cpy x4+ o x + . (3.22)
Mozna powiedzie¢, ze wybrano n + 1 liniowo niezaleznych wielomianow
B={po(x) =1, @1(x) =x, @,(x) =x% ..., pp(x) = x"} (3.23)
— bazg w przestrzeni wielomianow stopnia nie wyzszego niz n, i zapisano wielo-
mian P(x) jako liniowg kombinacje wielomianow z tej bazy. Jezeli zbierzemy

razem réwnosci P(x;) = f;, i =0, ..., n, to otrzymamy uktad réwnan liniowych
wzgledem nieznanych wspotczynnikéw cy, ..., ¢y
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g e o e [f

oo e ox 1 G f 624
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lxn xttoee x, 1]le I—fn J

Macierz V wspolczynnikow w tym rOwnaniu nosi nazwe macierzy Vander-
monde’a. Metoda indukcji mozna pokaza¢, ze wyznacznik macierzy Vander-
monde’a jest rowny

det(V) = ﬂ(xk — xj)

k<j

(3.25)

= (x —x1) (%0 — x2) (X1 — x2) . (X — Xp) v (X1 — Xy),

czyli macierz V jest nieosobliwa, jesli tylko wezly interpolacji sa rozne. Uktad
rownan (3.24) ma wiec jednoznaczne rozwigzanie (wykazaliSmy istnienie
1 (ponownie) jednoznaczno$¢ wielomianu interpolacyjnego).

Niestety, wskaznik uwarunkowania macierzy V ros$nie bardzo szybko z jej wymia-
rem (a wiec ze stopniem wielomianu interpolacyjnego) i doktadne rozwigzanie
uktadu (3.24), przestaje by¢ mozliwe (rys. 3.6).

Rownanie (3.24) mozna zapisac jako

Pn(xo) - Qoo(xo)] [ ] [ ]
: g (3.26)
(pn(xn) Qo (xn)

Mozna probowac zaradzi¢ niekorzystnemu zjawisku wysokiego wskaznika uwa-
runkowania w rownaniu (3.24) zmieniajac bazg B (3.21), ktéra postuzyta do przed-
stawienia wielomianu interpolacyjnego.
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Uwarunkowanie losowych macierzy Vandermonde'a

A
1020 F
X
£ % $Qo
5 ok
E *§5.00
{%‘1015‘ D§
E‘) @) *Dfﬁu*
3 o ®O
“ * xg ¥
S0l
= 10 g
<
: + 578
é %jx*
—
g g 100
=
100 xx9§
5 7w
]OO I I I | I I I I T .

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys. 3.6. Wskaznik uwarunkowania macierzy Vandermonde’a. Dla kazdego
wymiaru n obliczono wskaznik macierzy V dla pigciu losowo wygenerowanych
rozktadow weztow w przedziale [0,1]

Wzor interpolacyjny Lagrange’a

WezZzmy wielomian zapisany wzorem

n n
ey -y
@ =2 Ji] |7 = (3.27)
i=0 k=0
k+i
Kazdy z wielomianow
_ = X — X
Pi(x) = 1_[ P— (3.28)
k=0
k+i
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jest wielomianem stopnia n jako iloczyn n wielomiandéw stopnia pierwszego,
przyjmuje wartos¢ 1 w wezle x; : @;(x;) = 1, i warto$¢ zero w kazdym innym
wezle: k # i = ¢;(x,) = 0. Wiclomian P(x) jest wigc wiclomianem stopnia nie
wyzszego niz n, spetniajagcym warunki P(x;) = f;, i =0, ..., n, czyli wielomia-
nem interpolacyjnym.

®o(xo0) - @n(xo)
Jak widzimy, przy bazie (3.28) macierz : : jest macierza
(Po(xn) (Pn(xn)
jednostkowa 1 wspolczynniki reprezentacji wielomianu interpolacyjnego w tej
bazie sg warto§ciami w weztach. Z uwagi na dos¢ duzg liczbg¢ mnozen wzor inter-
polacyjny Lagrange’a nie jest najdogodniejszy.

Interpolacja przez rodzine trojkatna wielomianow

Newton zaproponowal przedstawienie wielomianu interpolacyjnego przy uzyciu
bazy, ktora nazywa si¢ rodzing tréjkatng wielomianéw:

Po(x) =1
@1(x) = (x — xp)

@2(x) = (x — x0) (x — x1) (3.29)
Pn(x) = (x —x0)(x — x1) - (x — Xp—1)
P(x) = Cn(Pn(x) + Cn—l(Pn—l(x) + ot Cl(pl(x) + Cp. (3-30)
Pozwala to na kolejne wyznaczanie wspotczynnikow:
fo=P(xo) =co = ¢o = fo, p
—C
fi=Px) =ci(x1—x) +¢g =>¢ = xi——x(:)’
fo=P(x3) = (%3 —x0)(xz —x1) + c1(x; —Xp) +¢o = ¢y =+

lub na zapisanie uktadu rownan

1 0 0 Co fo
bnn o HHf .
1 Xn —Xo (xn - xO)(xn - xl) (xn - xn—l) Cn fn

Jak wida¢, przy takim wyborze bazy do reprezentacji wielomianu interpolacyj-
nego trzeba rozwiazaé trojkatny uktad rownan, co bardzo ulatwia znalezienie
rozwigzania.

(3.31)

Czasem uzywa si¢ do wyznaczania wielomianu interpolacyjnego metodg Newtona
nastepujacego schematu rekurencyjnego:
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Jezeli zdefiniujemy:

g hith oy _fmho o fe
X1~ Xo X2 — X1 Xn — Xn-1
A® _B Ay (fz_f1 B f1—fo> 1
2 x,—xy \xpy—x;  x;—x0/ Xy — X
_ (fa = f1) 01 = x0) = (fi = fo) (X2 — x1) (3.33)
- (sz— 9&1)(9‘1 — x0) (X2 — o) '
AgZ) e 52) =278 923 ..n—2
X3—X1 Xi—Xj-2
@) _ A
(3) _ 4374,
A7 = o

to

-1 2
P(x) = AP @n () + AT P, () + - + 2P 0, (%)

+A,0.(%) + fo

1 wspotczynniki mozna obliczy¢ wedhug schematu przedstawionego w tabeli 3.1,
w ktérym zielona strzatka oznacza pierwszy, a czerwona drugi argument odejmo-
wania, wspotczynniki potrzebne do konstrukcji wielomianu (3.34) znajduja si¢
na przekatnej tabeli 3.1.

(3.34)

Tabela 3.1. Schemat metody Newtona tworzenia wielomianu interpolacyjnego
na przyktadzie wielomianu stopnia 5

_ \x 1 1 1 1 1
T X — X1 | X~ Xip | X T X3 | X~ X4 | X —Xis

X | f(xo) 1

X1 f(x1) i; Ay .

X2 f(x2) ;; A, > Agz)

X3 f(x3) .-.3 As Agz) AgB)

Xy | f(x) .-.E Ay AP AP AP

xs | flxs) 1+ As AL A® ALY 2D

Rekurencyjne metody tworzenia wielomiandéw interpolacyjnych

Rekurencyjne metody budowania wielomianu interpolacyjnego opierajg si¢
na twierdzeniu 3.8.
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Twierdzenie 3.8 (rekurencyjne tworzenie wielomianoéw interpolacyjnych)
Niech P;
warunki interpolacji w weztach o numerach iy, iy, ..., ix: Py, i (xl-j) = ﬂ-j
j=0,...,k.

oinix (X) 0znacza wielomian stopnia nie wyzszego niz k, spetniajacy

Obowiazuje nastgpujaca zaleznos$¢ rekurencyjna
P(x)=f; i=0,...,n, (3.35)

(x =23 )Pi iy i () = (6 = 23 )Pi i e, () _
Xi, — Xi

Py i () =

k 0

(3.36)
X=Xiy  Pigiq,.ig_q X
x—Xik Pil,iz,---,ik(x)

Xi

k 0

ktoéra rozpoczyna si¢ wielomianami (3.35) (stopnia 0) i pozwala na wyznaczenie
wielomianu stopnia k z dwdoch wielomianéw stopnia k — 1, zgodnie z (3.36).

Dowod:

(g = xi )Py iy, (i) = (g = X )Pig iy ey (Xig)
Piiy i (X)) = =

xik - xio
= Pio,...,ik_l (‘xlo) = ﬁo
Gy = xi))Pi iy () — (i = X0 ) Pig iy iy (X))

Py i (i) = X, — %, -
k 0

dla 0<j<k:
Pig i, (Xi;) =
(i, =Xig)Pig g, (%i )= ;=X DPigig igeq (Xij) - (i =Xig) fi;= (=% )f iy
Xip,~Xig X —Xig - fLJ

Zgodnie z tym twierdzeniem, rozpoczynajac od wielomiandéw stopnia zerowego
(statych), spetniajacych warunki interpolacji w jednym wezle, mozna zbudowaé
wielomiany stopnia pierwszego, ktorych wykresy przechodza przez dwa wezty,
nastgpnie stopnia drugiego — spetniajgce rownania trzech weztow, i tak dalej az do
wielomianu interpolacyjnego stopnia n. Poszczegdlne metody ro6znig si¢ strategia
kolejnego wyboru weztow. Np. metoda Aitkena wykorzystuje schemat podany
w tabeli 3.2.
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BUOYIIY APOJOU JRUIOYDS "/ '€ SAY
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Tabela 3.2. Schemat rekurencyjnej metody tworzenia wielomianu interpolujacego
na przyktadzie wielomianu stopnia 4

Wielomiany | Wielomiany | Wielomiany Wielomiany
utworzone utworzone utworzone utworzone
z Py (x) z Py (x) z Py 2(x) z Py123(x)
Xo Py(x) = fo
X1 P(x)=fi Po,1 (%)
X2 PXx)=f, P2 (x) Po,1,2(x)
X3 Ps(x) = f3 Po3(x) Po,1,3(x) Po1,23(x)
X4 P(x) =1a Po4(x) Po,1,4(x) Po1,2,4(x) Po1,2,34(X)

Rekurencyjne metody tworzenia wielomiandw interpolacyjnych sg najczgsciej
uzywane nie do wyznaczania analitycznej postaci wielomianu interpolacyjnego,
ale do obliczania jego warto$ci w wybranym punkcie x. Schemat metody Aitkena
mozna wtedy przedstawi¢ jak na rys. 3.7, wykorzystujac wyznacznik w liczniku
wzoru (3.36).

3.6. Ocena jakoSci interpolacji — reszta wzoru interpolacyjnego
i zjawisko Rungego

Wielomian interpolacyjny jest konstruowany po to, by zastepowat interpolowana
funkcje w pewnym okre$lonym przedziale, nie tylko w weztach, ale przede wszyst-
kim migdzy weztami. Zastosowanie twierdzenia o warto$ci $redniej pozwala
na wyprowadzenie nastgpujacego wzoru na roznic¢ mi¢dzy interpolowang funkcja
a wielomianem interpolacyjnym.

Twierdzenie 3.9 (o reszcie wzoru interpolacyjnego)
Jezeli funkcja f(x) ma ciggte pochodne do rzedun + 1, a P(x) jest jej wielomia-
nem interpolacyjnym (stopnia n), to w dowolnym punkcie x:

RGO = f() = P() = = f"*D(D) ]_[(x ). (3

(n +1)'

gdzie & jest pewnym punktem z najmniejszego przedziatu domknigtego [a, b]
zawierajacego X, Xg,...,Xp.
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Dowod:

Wystarczy przeprowadzi¢ dowdd w przypadku, gdy x nie jest weztem interpolacji,
gdyz w przeciwnym razie obie strony réwnosci (3.37) sa zerami. Oznaczmy
w(t) =[Iio(t — x;), Y(t) = f(t) — P(t) — Aw(t), gdzie A jest liczba dobrana
tak, ze Y(x) = 0, awiec A = %.

Przy takim wyborze A funkcja ¥ (t) jest funkcja klasy C™*1[a, b] przyjmujaca
warto$¢ zero w n + 2 punktach x, xg, x4, ..., X;,. Na mocy twierdzenia o wartosci
sredniej (Rolle’a, dodatek D3) zastosowanego na przedziatach wyznaczonych
przez kolejne zera funkcji Y (t), jej pochodna ' (t) man + 1 réznych zer w (a, b),
Y"(t) ma n réznych zer w (a, b), i tak dalej, az ostatecznie Y™+ (¢t) ma tam
co najmniej jedno zero, ktore oznaczamy &. Poniewaz zachodzi ¥ ™V (t) =
D) — POFD () — Aw ™D (1), wiee uwzgledniajac, ze P(t) jest wielomia-
nem stopnia n, zatem jego n + 1-sza pochodna jest tozsamos$ciowo rowna zeru,
a w(t) jest wielomianem monicznym stopnia n + 1, wigc jego n + 1-sza po-
chodna jest stalg (n + 1)!. Mozemy napisaé ™D (t) = F™*D (1) — A(n + 1)1
Ze sposobu w jaki na wstepie wybralismy A wynika 0 = ™+ (&) = fF(+D(§) —
ll(n 4+ 1) = fFr+D () — %:)(x) (n + 1)! co jest rownowazne (3.37).

Wyrazenie R(x) jest czgsto nazywane reszta wzoru interpolacyjnego. Postac
wzoru (3.37) pozwala na analize¢ wplywu poszczeg6élnych parametrow na jakosé
interpolacji.

Podstawowym problemem jest odpowiedz na pytanie, czy zwigkszenie liczby wy-
korzystanych weztdw, a tym samym podniesienie stopnia n wielomianu interpola-
cyjnego poprawia jako$¢ interpolacji, czyli zmniejsza reszte wzoru interpolacyj-
nego? Mogtaby to sugerowac obecno$¢ wyrazenia (n + 1)! w mianowniku wzoru
(3.37), jednak od liczby weztow zaleza tez pozostate czynniki wzoru (3.37):
FFD(E) oraz N (x): = [T (x — x;). Nawet w przypadku funkcji o ,,tagodnym”
przebiegu wysokie pochodne moga osigga¢ duze wartosci, a nawet by¢ nieograni-
czone. Z kolei czynnik N (x) zalezy nie tylko od stopnia wielomianu interpolacyj-
nego, ale 1 od sposobu rozmieszczenia weziow.

Zat6zmy, ze siatka wezlow zostata znormalizowana do przedziatu [-1,1] 1 przypo-
mnijmy wprowadzong juz norme

If -1, = xg[l_affl]lf )l (3.38)
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Reszte wzoru interpolacyjnego na przedziale [-1,1] mozna oszacowaé w nastepu-

jacy sposob:
n
[ -
i=0

N(x) = [Iivo(x — x;) jest monicznym wielomianem stopnia n + 1.

(3.39)

1
IF G =Py < Gy PP Ol
[-11]

Zgodnie z twierdzeniem 3.3 o wlasno$ci min-max wielomianow Czebyszewa, dla
dowolnych x; zachodzi nier6wnos$¢ [N (x)[[=11) = 27" i norma [|[N(x)l[-1,q)
osigga warto$¢ najmniejsza gdy [io(x — x;) = 27 T41(X), to jest gdy x; sa
2i+1)m

2+ ) i=01,...,n.

pierwiastkami wielomianu 27T, 1 (x), czyli x; = cos

Wynika stad, ze wybdr weztow interpolacji, ktore sg pierwiastkami wielomianu
Czebyszewa stopnia n + 1, minimalizuje ||[N(x)||[-1,1}, @ tym samym nieko-
rzystny wptyw czynnika N(x) na jako$¢ interpolacji. Wybor weztow potozo-
nych réwnoodlegle jest zdecydowanie mniej korzystny, co pokazujg ponizsze
przyktady.

Przyklad 3.3 (Rungego)

Poddano interpolacji funkcje f(x) = na przedziale [-1,1] wielomianami

1+10x2
stopnia 6 1 12 z weztami rownoodlegtymi. Wyniki interpolacji zostaly pokazane

na rysunku 3.8.
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Iustracja zjawiska Rungego

1

Rys. 3.8. Wielomiany interpolacyjne stopnia 6 i 12 funkcji f(x) = Tiio0

Widag, ze o ile w $rodku przedziatu wielomiany interpolacyjne dobrze odzwier-
ciedlajg przebieg funkcji interpolowanej, o tyle blisko krancow przedziatu przyj-
mujg do$¢ odlegle wartosci, 1 zjawisko to nasila si¢ ze wzrostem stopnia wielo-
mianu.

Przyklad 3.4

Znajdziemy wielomian interpolacyjny funkcji sin(x) stosujac wezty —1,—1/3,
1/3, 11 oszacujemy btad interpolacji.

x —1 -1/3 1/3 1
y = sinx | —0,8414709848079 —0,3271946967962 | 0,3271946967962 | 0,8414709848079

Dowolna metoda interpolacji wyznacza wielomian

P(x) = —0,1576272437781 x> + 0,9990982285860 x.
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blad interpolacji, n=3 [TLizo(z — )]
0,2

0,15
g
g
h - 0,1
g -
Q~ .
0,05 1} :
. . . . 0 i >
-1 -0,5 0 0,5 1
x x
blad interpolacji, n=6 [Tli—o(z — o)
A A
1 0,05

P(x)-sin (x)

-1 -0,5 0 0,5 1
X
blad interpolacji, n=12

P(x)-sin (x)

X P
Rys. 3.9. Poréwnanie interpolacji funkcji sinus wielomianami réznych stopni, z we¢ztami
réwnoodlegtymi (linia cigglta) i weztami Czebyszewa I rodzaju (linia kropkowa). Z lewej
blad catkowity, z prawej warto$¢ |[TiLo(x — x;)|, a poziome linie kreskowe odpowiadaja
warto$ci 27"
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Zgodnie ze wzorem (3.37) zachodzi: sin(x) — P(x) = %sin(“) &) T3oo(x — xp).
Obliczymy  kolejne  pochodne:  sin® (&) = cos® (&) = (=sin(§))" =
(—cos(§))' = sin(§) , a wige:
3
[ [e-x
i=0

1
[sin(x) — P(x)| < ﬁ0,8414709848079 - 0,1975308641975
< 0,006925687117760.

)

. 1 .
Isin(x) — P(x)| < a_rlrgéllsm(f)l _max

Oszacowanie to jest konserwatywne, bo w rzeczywisto$ci
rlrla><(1|sin(x) — P(x)| = 0,001218168482132.
—1l=x=

Stosujac wezty Czebyszewa, dostajemy:
P(x) = —0,1585048936070 x> + 0,9989828358483 x.

Analogiczne szacowanie daje nierownos¢

1
[sin(x) — P(x)| < ﬁ0,8414709848079 0,125 < 0,004382661379208.

Ponownie jest to konserwatywne oszacowanie, bo w rzeczywistosci
rlrlaéllsin(x) — P(x)| = 9,930425666558739 - 10™*.
—1=x=

Jak wida¢, uzycie weztow Czebyszewa poprawia oszacowanie btedu interpolacji,
ale w obu przypadkach jest ono konserwatywne.

Zaobserwowany w powyzszych przyktadach gwaltowny wzrost reszty wzoru
interpolacyjnego (czyli pogorszenie jakos$ci interpolacji) na krancach przedziatu
zawierajacego rownoodlegle rozmieszczone wezly jest nazywany zjawiskiem
Rungego (zilustrowanym na rysunku 3.8). Mozna mu przeciwdziala¢, zageszcza-
jac wezty na krancach przedziatu.

Interpolacja — przynajmniej z weztami rownoodleglymi — za pomocg wielomianu
wysokiego stopnia (n > 5) ma istotne wady. Nalezy do nich takze zte uwarunko-
wanie zalezno$ci miedzy warto§ciami w weztach a wspotczynnikami otrzymanego
wielomianu.

Maksymalna zmiana wartosci wielomianu interpolacyjnego (mig¢dzy weztami),

spowodowana zmiang wartosci interpolowanej funkcji w wezle moze byc
n-2

co najmniej Ly(n) =

L, (Tl) =

— a asymptotycznie (kiedy n rosnie do o) nawet

2nt .
razy wigksza.
nelogn
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A
20 L n+1
10 2
«  L,n)=
(n) enlogn
2n72
.......... L —
105 F a(n) n2
N
1010 L
10° | .
100 _.....‘I- 1 1 1 1 1 1 T —

10 20 30 40 50 60 70
n

Rys. 3.10. Wartosci y wyrazenia Ly(n) oraz L,(n) begdacych oszacowaniami krotnosci
stosunku maksymalnej zmiany warto$ci wielomianu interpolacyjnego z weztami rownood-
leglymi do maksymalnej zmiany wartosci funkcji w weztach interpolacji

Przyklad 3.5

Innym fenomenem zwigzanym z interpolacjg jest tzw. zjawisko Gibbsa wystepu-
jace przy interpolacji funkcji nieciaglej. Poniewaz wielomiany sa funkcjami gtad-
kimi nietrudno przewidzie¢, ze préba interpolacji funkcji nieciagltej moze pro-
wadzi¢ do niepowodzenia. Na rysunku 3.11 przedstawiono interpolacje funkcji

1 dla x<-—=
flx) = 1 wielomianami stopnia 15 i 45 z weztami Czebyszewa
0 dla x= s
[ rodzaju (ekstrema wielomianu Czebyszewa). Wida¢ wyraznie, ze btad w poblizu
nieciggtosci nie maleje ze wzrostem stopnia wielomianu interpolacyjnego, a jedy-
nie rejon niezgodnosci przybliza si¢ do punktu nieciggtosci. Zjawisko Gibbsa
dotyczy nie tylko interpolacji wielomianowej, ale takze przyblizen wielomianami
trygonometrycznymi — rozwini¢cia w szereg Fouriera.

104



3. Aproksymacja i interpolacja

Zjawisko Gibbsa

---------- Funkcja interpolowana
— — — Wielomian interpolacyjny stopnia 15
Wielomian interpolacyjny stopnia 45

_0’2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -0,6 -04 -02 0 0,2 04 06 0,8 1

Rys. 3.11. Ilustracja efektu Gibbsa w interpolacji wielomianowe;j
3.7. Odcinkowa interpolacja wielomianowa

Dobor jednego wielomianu na przedziale zawierajacym wszystkie wezty stwarza
trudnosci w przypadku liczby weztow wickszej niz kilka. Alternatywnym rozwia-
zaniem jest podziat przedziatu interpolacji na podprzedziaty zawierajace niewielka
liczbe wezldw 1 interpolacja na takim podprzedziale wielomianem niskiego
stopnia.

Interpolacja wykorzystujaca dwa sasiednie wezly

Interpolacja wykorzystujaca dwa wezly na kazdym podprzedziale i liniowe wielo-
miany interpolacyjne pozwala na skonstruowanie cigglej funkcji interpolujace;,
zdefiniowanej migedzy parg sasiednich weztdw wzorem:
_ fiv1 — fi
X € [x,xi41] 2 L(x) = fi + (x —x) ———— (3.40)
Xiv1 — Xi
Funkcja L(x) jest ciagla, ale jej pochodna nie (jest stata miedzy para sasiednich
weztow 1 zmienia si¢ skokowo w wezle). Zgodnie ze wzorem (3.37), na kazdym
z podprzedziatow o dtugosci h

1
£ GO = LOMprgacia) = 5 17 CMpegacial G = 20D G = Xis ) ey xiaa)
2

h (3.41)
< S I M -
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Warto$¢ |f(x) — L(x)| moze zosta¢ dowolnie zmniejszona przez zageszczanie
weztow, ale interpolacja odcinkowo liniowa nie zachowa gladkiego ksztaltu funk-

cji f ().
Jezeli w weztach sg znane nie tylko warto$ci interpolowanej funkcji f; = f(x;),
ale i jej pochodne f'; = f'(x;), to mozna poszuka¢ wielomianu ¢;(x), ktory
dla weztow x;, x; 41 spelni warunki

@i(x;) = fi, 0i(Xiv1) = firr, @i () = 10, @"i(Xig1) = flig1- (3.42)
To cztery rownania, czyli wielomian ¢;(x) musi mie¢ co najmniej 4 wspotczyn-
niki, wigc musi by¢ wielomianem sze$ciennym. Taki sposob interpolacji to odcin-
kowa interpolacja szeSciennymi wielomianami Hermite’a. Otrzymana funkcja
interpolujaca

X € [x;,%i41] = L(X) = @;i(x) (3.43)

ma ciagla pochodng w catym przedziale interpolacji (xg, xy,).

Interpolacja za pomoca sze$ciennych funkcji sklejanych

Przy wykorzystaniu odcinkowej interpolacji wielomianami sze$ciennymi mozna
uzyskac¢ funkcje interpolacyjnag, ktorej nawet druga pochodna bedzie ciagta.

Rozpatrzmy n + 1 weztow x;,i = 0, ..., n dzielacych przedziat [x,, x,,] na n pod-

przedziatow [x;,x;.1]. Skonstruujemy rodzing n wielomianéw sze$ciennych

@;(x), x € [x;,x;41], i =0, ...,n — 1. Musimy wiec wyznaczy¢ 4n wspotczyn-

nikow wielomianéw ¢@;(x), a w tym celu potrzebujemy 4n rownan:

e warunki interpolacji ¢;(x;) = f;,i = 0,..,n dajan + 1 réwnan,

e warunki réwnosci wielomianéw w weztach wewnetrznych @;(x;41) =
Qiy1(Xiz1), i =0,..,n—2 dajan — 1 rébwnan,

e warunki zgodno$ci pochodnych w weztach wewnetrznych ¢';(x;41) =
@i11(xi41), 0" i(xi41) = @" 141 (x41), 0 = 0,..,n — 2 daja 2(n — 1) réwnan,

mamy wigc 4n — 2 rownan. Brakujace 2 rownania trzeba narzuci¢, na przyktad

zaktadajac, ze @' ((xy) = @'' -1 (x,) = 0 albo w przypadku gdy f, = f,, potrak-

towac¢ skrajne wezty x4, x, jak wezel wewnetrzny, lub narzuci¢ warunki cigglosci

trzeciej pochodnej w wybranych weztach.

Wszystkie warunki zebrane razem prowadzg do uktadu 4n réwnan liniowych.

W zastosowaniach, w ktérych jest bardzo wiele we¢zlow moze by¢é wygodne
postuzenie si¢ innym przedstawieniem funkcji szesciennej niz za pomocg czterech
wspotczynnikow. Mozna na przyktad zastosowac zalezno$é
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1
S(xj—l + h]t) = (1 - t) (Sj—l + gh]zt((l - t)z - 1)SJII_1>

) (3.44)
+t (sj + gh]-z(t2 - 1)5;')

z warunkami cigglosci
1
hjS}l_l + Z(h] + hj+1)S]{, + hj+1S]{,+1 =6 (m (Sj+1 - Sj) -
1
— S. —_ S._ .
h]-( j j 1))

gdzie s;,j = 0,1, ...,n s3 (znanymi) warto$ciami funkcji sklejanej (a takze inter-
polowanej) w weztach, s;',j = 0,1,...,n (nieznanymi) warto$ciami drugiej po-

(3.45)

chodnej funkcji sklejanej w weztach, hj = x; —x;_1, j=1,..,n, a t € [0,1],
t= % Takie podejscie redukuje liczbg nieznanych parametrow i réwnan
]

do rozwiazania (do réwnan ciaglosci), a ztozonos$¢ obliczeniowa tego zadania —
pod warunkiem uwzglednienia specjalnej postaci rownan (3.45) — jest proporcjo-
nalna do n.

Interpolacja przy pomocy funkcji sklejanych moze by¢ uogodlniona na wielo-
miany wyzszego stopnia spelniajgce warunki ciggtosci pochodnych wyzszego
rzedu.

Interpolacja funkcjami sklejanymi oferuje zachowanie ksztattu, wymaga umiarko-
wanych naktadoéw obliczeniowych, daje funkcje interpolujace, ktore zbiegaja do
funkcji interpolowanej f(x) przy zaggszczaniu wezlow, a takze jej pierwsza
i druga pochodna zbiega do pierwszej i drugiej pochodnej funkcji f(x). Te wszyst-
kie zalety powoduja, ze interpolacja funkcjami sklejanymi znajduje bardzo liczne
zastosowania.

Btad interpolacji szesciennymi funkcjami sklejanymi opisuje twierdzenie 3.10.

Twierdzenie 3.10 (Jankowska, Jankowski, 1981)

Jezeli funkcja f : [a,b] - R ma drugag pochodng ciaggla i ograniczona na

przedziale [a, b] oraz M = m[a)lg]f” (%), a=2xy<x <x, <...<
x€la,

Xy_1 <Xy = b jest podzialem przedziatu [a,b], s(-) funkcja sklejana
sze$cienng interpolujaca f(+) w wezlach xq , x4, ..., xy, to zachodzi

_ < X 2
xgl[%]IS(x) f)| <5M ie{rlr}za}fm(xl Xi—1)*. (3.46)
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Przyklad 3.6

Dla tej samej funkcji, na ktérej zademonstrowane zostato zjawisko Rungego obli-
czono przyblizenia interpolacyjne funkcjami sklejanymi szesciennymi S, (x)
zm=17, 13 1 25 rownoodleglymi weztami, przyjmujac zerowg wartos¢ drugiej
pochodnej na krancach przedziatu. Na rys. 3.11 przedstawiono wykresy tych
przyblizen oraz btedu interpolacji.

A

S (x)-f(x

Los | S0
,0
,0

X
0,5 0,5 1
0,01
-1 0,5 0 0,5 |
X

Rys. 3.12. Przyblizenia funkcjami sklejanymi szeSciennymi (po lewej) i ich bledy (po
prawej). Linia czerwona dla m =7 weztow, zielona dla m = 13 weztéw, niebieska dla
m = 25 wezlow rownoodlegtych

Jak wida¢ przyblizenie funkcjg sklejang nie wykazuje efektow analogicznych do
zjawiska Rungego: juz dla 7 wezldéw przyblizenie jest doktadniejsze niz wielomia-
nem 6 stopnia, a dla 13 125 weztow wykres funkcji sklejanej pokrywa si¢ z funkcja
interpolowang. Wykresy btedu interpolacji pokazuja bardzo szybka zbiezno$é¢
przyblizenia.

3.8. Interpolacja funkcji wielu zmiennych
W pewnych zastosowaniach konieczne jest przyblizenie funkcji o wielu argumen-
tach. Doktadniej przedstawimy koncepcje¢ interpolacji wielomianowej funkcji dwu

zmiennych — w przypadku wiekszej liczby wymiaréw wykorzystuje si¢ analo-
giczne metody.
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Definicja 3.4 T

Jednomianem dwoch zmiennych x,y jest nazywane wyrazenie postaci x‘y/,
gdzie i,j sa dowolnymi, nieujemnymi liczbami catkowitymi. Stopniem jedno-
mianu jest nazywana liczba d = i + j. Dowolna kombinacja liniowa jednomia-
néw jest nazywana wielomianem zmiennych X, y, a stopniem wielomianu jest
nazywany najwiekszy stopien jednomianu wchodzacego w jego sktad.

siatka regularna siatka nieregularna
Yy, 0000 0O O O
(@] Cp e}
Yyl OO OO O O O COOOOO
yyfoo oo o o o0 39800 S
y5{ 00 00 O 0 O %O%Oo
y;O0O 00 O O O =~ lo o &
vsfoooo o 0 o0 X & °© o
»5t0OO 00 O 0 O o P o
Y, 0000 O O O
y;l00 00 O O O R OO@O o0 59
;OO 0O O O O o di P2
v
dnaaaamaa Co 8000 o8
X, X, X, X, X X, X

()
EN
(%
SN
~

Rys. 3.13. Ilustracja regularnej i nieregularnej dwuwymiarowej siatki weziow. Wezty
oznaczono koteczkami. W przypadku siatki nieregularnej zaznaczono triangulacje obszaru

Jezeli dwuwymiarowa siatka weztow jest regularna (rys 3.13), to jest:

e weztami sg punkty zlokalizowane w prostokacie [xg, X,,] X [Yo, Vin] 0 Wspot-
rzednych (xl-,yj), i=0,..,nj=0,.,m,

e warto$ciami interpolowanej funkcji w weztach sg f; ; = f (xl-, yj),

to metody interpolacji jednowymiarowej mozna dos¢ tatwo uogodlni¢. Metody
interpolacji wykorzystywaty baze wielomianéw ¢;(x). Dla metody Vander-
monde’a byly to funkcje (3.23), Lagrange’a — (3.28), Newtona — (3.29). Baza
(m + 1)(m + 1) wielomianéw dwu zmiennych postaci

w;j(x,y) = @;(x)p; (V) (3.47)

pozwala na uogolnienie metod interpolacji jednowymiarowej. Na przyktad dwu-
wymiarowy wzor Lagrange’a ma postac:

n m

X — Xk Y =Yk
P(x.y)=2fi,j| | - 3.48
i k=9xi_xkk=gyf_yk (3.48)
k+i k#j
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Wielomian
n m
w~-(xy)'=1_[x_xk Y — Yk
i,j\ X | =L Ly = (3.49)
k+i k*j

jest wielomianem stopnia co najwyzej n-m, przyjmuje wartos¢ 1 w wezle
0 wspotrzednych (xi, y]-), i warto$¢ 0 we wszystkich pozostatych weztach.

Oczywiscie wielomianowa interpolacja wielowymiarowa nie jest wolna od zjawi-
ska Rungego.

Przyklad 3.7

Dokonano interpolacji funkcji f(x,y) = na regularnej siatce row-

1
1+10(x2+y?)
noodleglych weztéw. Na obszarze prostokatnym [—1;1] X [—-1,1; 1,1] uzyto
9 weztow w osi x 1 13 weztdéw w osi y. Wielomian interpolacyjny zgodny ze wzo-
rem (3.48) obliczono nastgpnie na siatce 50 X 50 réwnoodleglych weztéw na
prostokacie [—1,01;1,01] x [—1,11;1,11]. Wynik pokazano na rysunku 3.13.
Widoczny jest wyraznie efekt analogiczny jak w przypadku jednowymiarowym.

1
1+ 10(z2 + y?)

funkcja wielomian interpolacyjny

Rys. 3.14. Zjawisko Rungego przy interpolacji funkcji dwoch zmiennych

Na liczbe¢ wymiarow wigkszg niz jeden mozna tez przenie$¢ metody interpolacji
odcinkowej. Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym funkcja interpolujaca
powstaje wtedy przez potaczenie wielu wielomianéw, kazdy z nich ,,odpowiada”
za jeden obszar elementarny. W przypadku jednowymiarowym takim obszarem
elementarnym byl przedziat.

W przypadku danych dwuwymiarowych odpowiednikiem przedziatu bedzie
prostokat [x;, x;41] X [yj, yj+1]. Nie istnieje ptaszczyzna przechodzaca przez 4 do-
wolne punkty przestrzeni, wigc wielomianem spetniajagcym warunki interpolacji

110



3. Aproksymacja i interpolacja

bedzie iloczyn dwoch wielomianoéw liniowych (funkcja biliniowa), czyli wielo-
mian postaci:
p(x,y) = ax + by +cxy + d. (3.50)
Cztery wspotczynniki takiego wielomianu trzeba wyznaczy¢ z czterech warunkow
p(xiy;) = fijs

p(xi+1:3’j) = fi+1,j;

p(xi'yj+1) = fij+1
P(xi+1'3’j+1) = fi+1,j+1-
W przypadku dwuwymiarowej interpolacji Hermite’a (wielomianami bi-szescien-
nymi) dysponujemy informacja o warto$ciach funkcji i jej pochodnych czastko-

af of 9%f
wye ox’ 9y’ oxdy

(3.51)

. Konstruujemy wielomian

p(x,y) = ZZ a;;x tyls (3.52)

i=0 j=
ktory ma 16 wspotczynnikow a; ;. Dysponujemy:
e czterema rownaniami (3.51) dla wartosci wielomianu w wierzchotkach,
of of 9*f
dox’ 9y’ axay’
Lacznie mamy wigc 16 réwnan i 16 niewiadomych, co pozwala na wyznaczenie
rownania powierzchni bi-sze$ciennej. Otrzymana funkcja interpolujaca bedzie
of of 9%*f
ax’ 0y’ axdy

e czterema rownaniami dla wartosci kazdej z trzech pochodnych —

miata ciggle pochodne — we wszystkich wewnetrznych weztach regu-

larnej siatki.

Jezeli siatka weztdw nie jest regularna (rys. 3.13), to nie mozna rozdzieli¢ zmien-
nych tak jak w bi-wielomianach. Obszarem elementarnym nie moze by¢ prostokat.
Mozna wtedy wykorzysta¢ podziat obszaru interpolacji na trojkaty (triangulacja),
z ktorych kazdy wyznaczony jest przez trzy wezly tworzace jego wierzchotki.
Kazdy wielokat mozna przedstawi¢ w postaci sumy (mnogosciowe;j) takich troj-
katow. Trzy punkty w przestrzeni wyznaczajg jednoznacznie ptaszczyzng, mozna
wiec dla kazdego z elementarnych trojkatow zbudowaé wielomian liniowy

p(x,y) = ax + by +c, (3.53)

o trzech wspoélczynnikach spetniajacych trzy warunki interpolacji w trzech wierz-
chotkach A4, B, C o wspotrzednych (x4, y4), (x5, V5), (x¢, Ve):

p(xXa,¥4) = f(xa,¥4), 0(x5,¥8) = [ (x5, ¥8), 0(xc, yc) = f(xe,yc)- (3.54)
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W przypadku wielomianéw stopnia n > 1 trzeba wyznaczy¢ wicksza liczbe
wspotczynnikéw (dla n = 2 jest to 6 wspotczynnikéw, dla n = 3 — 10) i dodat-
kowa swobode mozna wykorzysta¢ do zapewnienia ciggtosci pochodnych funkcji
interpolujace;.

3.9. Obliczanie warto$ci wielomianu
Wyznaczenie warto$ci wielomianu wysokiego stopnia we wskazanym punkcie x
moze by¢ zadaniem stwarzajacym trudno$ci numeryczne.

Zastosowanie postaci potegowej P(x) = c,x™ + Cp1 X" 4+ -+ ¢ x + ¢ Wy-
maga nie tyko wykonania n mnozen przez wspotczynniki, ale takze obliczania
n(n+1)

(wysokich) poteg x. Dajeto 1 +2 4+ -+ n = mnozen oraz n dodawan.

Metoda (schemat) Hornera bazuje na przedstawieniu wielomianu w innej for-
mie. Wielomian P (x) stopnia 3 mozna zapisaé w postaci:

P(x) = c3x% + c3x% + 1% + co= (c3x + ¢3)x? + c1x + co=
((c3x + c2)x + ¢1)x + ¢o. (3.55)

Prowadzi to do rekurencji:
bs == c3,by = b3x + C3, by = byx + ¢1,bg = byx + ¢y = P(x). (3.56)
Dla wielomianu stopnia n mozna zapisac:
b, = ¢y, ... bi_q1=bix+ci_q,... by =bix+cy=Px). (3.57)
Ten algorytm wymaga tylko n mnozen oraz n dodawan.

Jezeli znane sa pierwiastki (miejsca zerowe) wielomianu x;, i = 1, ..., n, to najbar-
dziej dogodna formg do wyznaczenia wartosci wielomianu jest postac iloczynowa

P(x) = c,(x — x1) oo . (X — xp). (3.58)

Na ogo6t jednak pierwiastki wielomianu nie sg znane i dlatego najdogodniejsza me-
todg obliczania wartos$ci wielomianu interpolacyjnego jest tzw. formula barycen-
tryczna, wywodzaca si¢ wprost ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a. Jesli we

wzorze (3.27) wyciagniemy przed znak sumy iloczyn €(x) = [TiLo(x — x;), to
otrzymamy
n wk
PO = £(0) ) fi (3.59)
X — X
k=0
gdzie
1
Ok =T~ x0) 3.60)
[Tizo (i = x3) 3.

ik

112



3. Aproksymacja i interpolacja

czyli pierwsza forme formuly barycentrycznej. Drugg posta¢ (druga formule
barycentryczna) uzyskujemy, zauwazajac ze

n
Wy
£(x) =1, (3.61)
X — xk
k=0
wiec
W
oo fiog o
Zk=0x — Xy

Na pierwszy rzut oka wzor (3.62) wyglada na przedstawiajacy funkcje wymierna,
a co gorsza traci sens, gdy argument jest jednym z wezlow. We wspotczesnych
maszynach cyfrowych implementujacych standard IEEE754/854 mozna tatwo
zidentyfikowac taki przypadek, testujac, czy wyrazenie x(f—ik stalo si¢ nieskonczo-

nos$cia. Jesli tak sie stato dla pewnego k, to w miejsce wyniku formuty barycen-
trycznej nalezy przyja¢ wartos¢ funkcji interpolowanej w odpowiednim wezle f,.
Jak pokazemy w przyktadzie formuta barycentryczna jest bezkonkurencyjnym
sposobem obliczania wartosci wielomianu interpolacyjnego.

Przyklad 3.8

Obliczono  wielomian p(x) = (x — 2)1% = x1° — 20x° + 180x® — 960x7 +
3360x° — 8064x> + 13440x* — 15360x% — 5120x + 1024 =

= ((((((x — 20)x + 180)x — 960 ) x + 3360) x— 8064>x +

13440>x — 15360 |x — 5120 |x + 1024

dla 129 wartos$ci argumentu w otoczeniu liczby 2, wykorzystujac wszystkie trzy
rOwnowazne matematycznie postacie wielomianu. Wynik przedstawia rys. 3.15.
Z punktu widzenia obliczen numerycznych zastosowane postaci wielomianu
nie sg rtOwnowazne: wariant pierwszy (posta¢ iloczynowa) jest bezkonkurencyjny,
ale na ogot niepraktyczny w przypadku wielomianow bedacych wynikiem aprok-
symacji czy interpolacji, gdzie pierwiastki nie sg znane. Z kolei sumowanie jedno-
mianow okazuje si¢ zupelnie niepraktyczne: przy ,naiwnej” implementacji
wymaga najwigkszej ilosci operacji, a przy tym jest zrodtem najwigkszych btedow
zaokraglen. Schemat Hornera okazuje si¢ uzytecznym kompromisem.
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— x2)'°
schemat Hornera
suma jednomianow

A” W.
i

_1 1 1 1 L

1,9 1,95 2 2,05 2,1

>

-

=

X

Rys. 3.15. Warto$ci wielomianu p(x) obliczone z postaci iloczynowej, metoda
Hornera i z postaci potegowe;j

Przyklad 3.9

Obliczono wielomian Czebyszewa T, (x) stosujac:
e schemat Hornera,

e druga form¢ formuly barycentrycznej zastosowanej do weztow Czebyszewa
II rodzaju.

Wszystkie rezultaty porownano z wynikiem otrzymanym ze wzoru (3.13). Efekty
eksperymentu przedstawia rys. 3.16.
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Wielomian Czebyszewa T 45(x)

---------- cos(45 arccos x)
Schemat Hornera
— — — Postaé barycentryczna II

_2,5 I 1 I I .
0,9 0,92 0,94 0,96 0,98 1

X
Rys. 3.16. Wartosci wielomianu Czebyszewa y = Ty5(x) obliczone ze wzoru
y = cos(45 arccos x), metoda Hornera i z postaci barycentrycznej. Jest to powigkszony
fragment wykresu dotyczacy przedziatu [0,9; 1]. Wykres w przedziale [—1; —0,9] jest

symetryczny. W przedziale (—0,9; 0,9) blad jest praktycznie niewidoczny na wykresie
w skali liniowej
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Modul bledu schematu Hornera

A
E 105 L
=
%

0
S 10
g
w1021
A
z
i 10-10_
=
&:p 1015 |

10-20 1 | | 1 —
-1 0,5 0 0,5 1
X

Rys. 3.17. Modut btgdu obliczenia wielomianu Czebyszewa T,5(x) schematem Hornera
wyrazony w skali logarytmiczne;j

Modul bledu postaci barycentrycznej

10—13
10—14
10-15 .

10-16 L

\ T45( x)-cos(45 arc cos( x))|

!

-1 -0,5 0,5

10—17

(=)
—

X

Rys. 3.18. Modut btedu obliczenia wielomianu Czebyszewa T,s(x) formuta barycen-
tryczna, wyrazony w skali logarytmicznej

Jak wida¢ schemat Hornera blisko krancow przedziatu wykazuje btad przekracza-
jacy 1, czyli wigkszy od normy supremum obliczanego wiclomianu! Powodem sg
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btedy zaokraglenia oraz duze warto$ci wspotczynnikow wielomianu (wspotczyn-
nik wiodgcy jest rowny 2*). Formuta barycentryczna daje biad na poziomie kilku
epsilond6w maszynowych. Formuta barycentryczna jest wzorem numerycznie
poprawnym we wnetrzu przedziatu interpolacji pod warunkiem, ze jest stosowana
na specjalnym ukladzie weztow’, na przyklad na wezlach Czebyszewa, albo
Legendre’a.

Istniejg biblioteki pozwalajace na obliczenia z uzyciem wielomianéw interpola-
cyjnych Czebyszewa do réznych jezykéw do obliczen naukowych (ChebFun do
Matlab-a, pychebfun do Pythona, czy ApproxFun.jl do jezyka Julia) operujace
wielomianami interpolacyjnymi stopnia dochodzacego do tysiecy, przy oblicze-
niach w zwyklej arytmetyce IEEE754/854 z uzyciem typu double.

Whiosek wyptywajacy stad jest taki, ze w przypadku, gdy konieczne jest stosowa-
nie weztow rownoodlegtych lub prawie rownoodleglych odpowiednim wyborem
sg funkcje sklejane, ale jesli mozna wybra¢ wezly interpolacji, to wybor weziow
Czebyszewa w polaczeniu z formulg barycentryczng umozliwia wygodne i bez-
pieczne stosowanie wielomian6éw interpolacyjnych bardzo wysokiego stopnia.

3 Chodzi o wezly dajgce niewielkg tzw. stala Lebesgue’a. Przez statg Lebesgue’a rozumiemy norme
operatora, ktory funkcji ciaglej przyporzadkowuje jej wielomian interpolacyjny, indukowana przez
norme supremum. Inaczej mowiac stala Lebesgue’a obrazuje relacje migdzy maksymalna wartoscia
funkcji a maksymalna wartoscia jej wielomianu interpolujacego. W przypadku weztéw réwnoodle-
glych rosnie ona bardzo szybko (wyktadniczo) z liczba weztow.
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4. Réniczkowanie numeryczne i ekstrapolacja Richardsona

4.1. Podstawowe wzory réozniczkowania numerycznego

Jak wiadomo pochodna funkcji f(x) w punkcie x, jest zdefiniowana jako

/ — i f o +R) =1 (X0)
f(x) = lim =————. (4.1

Podstawowe wzory stuzace do numerycznego przyblizania pochodnej na podsta-
wie dyskretnych danych o wartoéciach funkcji f(x) mozna (dla funkcji f(x)
majacej skonczone pochodne dowolnego stopnia) wyprowadzi¢ i przeanalizowaé
na podstawie wzoru Taylora:

h? h3
flxo+h) = f(xo) + hf'(x0) + 5, " (o) + 5 f P (x0) + -+~ (4.2)
Jezeli w definicji pochodnej pominiemy operacj¢ obliczania granicy, otrzymamy
przyblizenie pochodnej w punkcie x, nazywane réznica progresywna (bo obli-
czamy roznicg wartosci funkcji, wykonujac krok ,,w przoéd” o dlugosci h):
f (o +h) — f(x0)
o :

Parametr h > 0 tego przyblizenia bedzie decydowal o wielkosci btedu metody.
Z przeksztalcenia wzoru Taylora otrzymujemy

fxoth)—-f ' h o h?
Dp(h) = TETTE) = 1) 4 2 /(o) + 5 fP o)+ (4.4

czyli roznica progresywna D, (h) sktada si¢ z doktadnej wartosci pochodnej
i bledu metody

EDp(h) = Dp(h) — f'(x0) = 2 f"(x) + - FO o) + . (4.5)

Wartos¢ przyblizona jest obliczana dla matych wartosci h, znacznie mniejszych
od 1, wigc najwigkszym skfadnikiem btedu ED,(h) (tzw. czgScia glowna bigdu)

Dp(h) =

4.3)

bedzie sktadnik, w ktorym wystepuje h w najnizszej potedze, czyli % f"(x0). Btad
metody dazy do zera, gdy h dazy do zera i zbiezno$¢ ta jest (w przyblizeniu)
liniowa. Mowiac jeszcze inaczej, w przypadku réznicy progresywnej btad metody
jest w przyblizeniu proporcjonalny do h.

Jezeli wykonamy krok wstecz o dtugosci A > 0 przy obliczaniu rdznicy wartosci
funkcji, to otrzymamy przyblizenie pochodnej w punkcie x, nazywane roznica
wsteczna:
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Dg(h) :f(xo)_];l(xo _h). (4.6)
Jezeli we wzorze Taylora zastgpimy h przez - h, to otrzymamy
f o —h) = £(x6) = hf' (o) + 2 £ (x0) = - F® xg) + -, @)
a przeksztalcajgc ten wzor, mozna obliczy¢ btad metody dla rdéznicy wstecznej
EDs(h) = D) = £'(xo) = =5 f"Geo) + 5 fOGo) =+ (49)

Czescig gtowng bledu jest — % f"(x0), jest to wiec blad przeciwnego znaku niz
W réznicy progresywnej, ale takze liniowy wzgledem dtugosci kroku h.
Jezeli btedy metody dla réznicy progresywnej i wstecznej sa przeciwnych znakow,

to moze, biorac §rednia z tych przyblizen, dostaniemy doktadniejszy wynik? Przy-
blizenie pochodnej

1 h) — —h
De(h) =5 (Dp(h) + D)) = L E I T 2 1)

nazywane jest réznica centralng. Blad metody dla réznicy centralnej mozna
wyznaczy¢, korzystajac z obu postaci szeregu Taylora (4.2) 1 (4.7):
fo+h) —flo—h) _

2h

1 , h? h3 @)
=ﬁ{<f(x0)+hf(xo)+§f (o) + 357/ (xo)+--->— (4.10)

4.9

Dc(h) =

h? h3
_ <f(x0) — hf’(xo) + qu(xo) _ af(B)(xo) + . )} —

' h? h*
= f'(x0) + 5 f P (o) + 5 f P (xg) + -+,
wiec

h? h*
EDc(h) = Dc(h) — f'(xo) = ;f(”(xo) + gf(S)(xo) +on (411)
Blad metody w przypadku roznicy centralnej jest w przyblizeniu proporcjonalny

do h?, a wiec dla tych samych h znacznie mniejszy niz dla réznicy progresywnej
lub wstecznej, przy takim samym naktadzie obliczen.
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4.2. Numeryczne przyblizenie drugiej pochodnej

Wzor Taylora (4.2) dostarcza takze informacji o wyzszych pochodnych funkcji
f (x) w punkcie x,. Dla obliczenia drugiej pochodnej nalezy we wzorze (4.2) ,,po-
zby¢ si¢” sktadnika zawierajgcego pierwsza pochodna. Na przyktad tak: zastepujac
h przez 2h, dostajemy

f(xo +2h) = f(x0) + 2hf"(x0) + 42—h:f"(x(>) +

3 4.12
%f(3)(x0)+--~. (4.12)
Wzér (4.2) pomnozony przez 2
! h2 12
2f G0 + h) = 2f (xo) + 2hf"(x0) + 257 7 (%0)
h3 ' (4.13)
+ ny(?))(x(’) +
mozna odja¢ od (4.12):
f(xo +2h) = 2f (xg + h) = —f(x0) + h2f" (xo) +
h
6= fO(xo) + - (4.14)
czyli:
2h)-2 h " h
D,p(h): = f(xo+2h) };l(zxo+ )+f(x0) _ F"(xo) + 6§f(3)(x0) e (4.15)

Wyrazenie (4.15), zwane ro6znica progresywna drugiego rzedu, jest przyblizeniem
drugiej pochodnej funkcji f(x) w punkcie x,, obarczonym bledem metody pro-
porcjonalnym do h.

Podobne przeksztatcenia mozna wykonac¢, by otrzymaé rdznicg wsteczng i cen-
tralng drugiego rz¢du:

F(xo)-2f (xo—R)+f (xo—2h

D,p(h): = L&) (x"hz) o=21) (4.16)
(xo+h)—2f(xg)+f(xg—h)

Dyc(Rh): = f(xo fh;Co f(xo . 4.17)

Podobnie jak w przypadku pierwszej pochodnej btad metody dla D,z(h) jest
w przyblizeniu proporcjonalny do h, a blad metody dla D, (h) do h2.
Przyblizenia drugiej pochodnej wymagaja wykorzystania wartosci funkcji
w trzech kolejnych punktach, naktad obliczen jest wigc wigkszy niz w przypadku
wzorow przyblizajacych pierwsze pochodne.
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4.3. Dokladniejsze wzory przyblizajace pochodng

Powr6¢my do wzoru (4.4) przyblizajacego pochodng w punkcie x, réznicg pro-
gresywna. Wynika z niego:

’ fxoth)—f h h?
f(ag) = L0 _ 2 iy — 2 £ O () — oo (4.18)

Z kolei z (4.15)

h F(xo+2h)—=2f (xo+h)+f(xg) h?
S (x) == o =35 x) (4.19)

co podstawione do (4.18) daje:

Fxoth)—f(x0) _ f(xo+2m)—2f(xo+M)+f(X0)
f/(xo) — 0 - o) 0 2hO o)

2 4.20
4%f(3)(x0)—---. (4.20)
Tak wiec, przyblizenie pierwszej pochodnej f'(x) przez
—f(xo +2h) +4f (xg + h) — 3f(x0)
Dpy () = ——— : : (421)

2h

jest obarczone btedem metody proporcjonalnym do h?. Wykorzystanie drugiej po-
chodnej we wzorze Taylora, a wigc 1 wigkszej liczby wartosci funkcji, pozwolito
na zmniejszenie btedu metody z proporcjonalnego do h do proporcjonalnego
do h2.

Podobny sposdb postgpowania mozna zastosowac¢ do wyprowadzenia doktadniej-
szych wersji wzoru z r6znicg wsteczng i centralng. Ten ostatni ma postac

—f(xo +2h) +8f(xo + h) = 8f(xo — h) + f(xo — 2h)
12h

i jest obarczony btedem metody proporcjonalnym do h*.

Dcy(h) = (4.22)

Wyprowadzone wzory wymagaja wykorzystania wartosci funkcji w trzech lub
czterech punktach, naklad obliczen jest wigc wigkszy niz w przypadku podstawo-
wych wzordéw przyblizajacych pierwsze pochodne.
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4.4. Rozniczkowanie funkcji wielu zmiennych

W przypadku funkcji dwu zmiennych x, y przyblizenia pierwszych pochodnych
czastkowych w punkcie (xg,y) dokonuje si¢ tak samo jak dla funkcji jednej

zmiennej i mozna wyprowadzi¢ analogiczny zestaw wzordéw. Na przyktad wzory
. e . o af (x,y) . Of (x,
z zastosowaniem roznicy centralnej do przyblizenia pochodnych % i %

w punkcie (xg,y,) to:

Dey(h) = f(xo"'hJ’o)z—hf(xo—h'J’o)’
_fGoyo+h) = f(xo,y0 — H) (4.23)
DCy(h) - 2h .

Podobnie bedzie z wzorami przyblizajacymi drugie pochodne. Wariant wzoréw
2f(xy) . 02 f(xy)

z r6znicg centralng przyblizajgcych pochodne w punkcie (X, yo)

dx2 dy?
to:
(xo+h,yo)—2f (x0.¥0)—f (Xo—h,Yo)
Dyer(h) _ [xothyo figJ/o f(xo—h,yo ,
f (0, ¥0 + 1) = 2f (x0,¥0) + f (x0, Yo — h) (4.24)
DZCy(h) = > .
h
Pozostaje jeszcze wyprowadzenie wzoru przyblizajacego pochodng mieszang
9’ f(x.y)

“omoy W punkcie (xg,Yo). Niech hy, h,, bedg krokami w kierunku x i y odpo-

wiednio. Wtedy

Dicxy( b hy)
f(xo + hx'yo + hy) _f(xo + hxryo - hy) _ f(xO - hx'yO + hy) _f(xo - th’o - hy)
2", 2h,
2h, ’

(4.25)

a po uproszczeniach:

DZny( hx'hy)
_ f(xo + hx:yo + hy) - f(xo + hxryo - hy) _f(xo - hx'yo + hy) +f(x0 - hx.)’o - hy) (426)
4heh, '

W analogiczny sposéb mozna postgpowaé w przypadku funkcji wigkszej liczby
zmiennych.
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4.5. Bledy zaokraglen w rézniczkowaniu numerycznym

Dotychczas wyprowadzono wzory pokazujace zachowanie bledu metody dla roz-
nych przyblizen pochodnych w funkcji parametru h. Btedy te maleja proporcjo-
nalnie do h (dla réznicy progresywnej i wstecznej), proporcjonalnie do h? (dla
roznicy centralnej), czy nawet do h* (wzér 4.22). Jednak w realnych obliczeniach
obok btedu metody wystapi btad zaokraglen. Na przyklad we wzorze na réznice
centralng

_f(xo+h)—f(xg—h)

D¢(h) = h (4.27)

wartoéci funkcji f(xg + h) i f(xo —h) beda obciazone btgdem wynikajacym
z zaokraglen wykonanych przy zmiennoprzecinkowych operacjach koniecznych
od obliczenia wartos$ci funkcji f. Jesli przyjmiemy ze btad bezwzgledny (wynika-
jacy z zaokraglen) obliczenia kazdej wartosci funkcji f ma modut nie wickszy
od Ay, to nawet jesli operacje odejmowania i dzielenia we wzorze (4.27) uznamy
za doktadne, warto$¢ D (h) bedzie obcigzona btedem zaokraglen RD (h), ktorego
modut spetnia nierdéwnos¢

RDo(h)| < 22 _ &

|[RDc(R)| < h S (4.28)
Tak wigc, oszacowanie btedu wynikajacego z zaokraglen jest odwrotnie propor-
cjonalne do h i ro$nie do nieskonczonosci dla h — 0! Jesli h jest dostatecznie mate
to liczby f(xo + h) i f(x, — h) mogg by¢ zaokraglone do tej samej liczby zmien-
noprzecinkowej i stosowanie takich warto$ci h nie ma sensu.

Jak obliczono we wzorze (4.11) btad metody ED.(h) spetnia

h2
[EDc ()] ~ —=|f ) (x0)| (4.29)

Jezeli trzecia pochodna funkcji f jest ograniczona: | f (3)(x)| < M, to mozna spo-
dziewac si¢ btedu catkowitego TD. (h), ktorego modut spetnia

~OAf h?
ITDe(M)| < <~ + =M. (4.30)

Mozna wyznaczy¢ takg warto$¢ parametru h = hy, dla ktorej oszacowanie btgdu
catkowitego bedzie minimalne. Po przyrownaniu pochodnej prawej strony
w (4.30) do zera, dostajemy

_Ar oy _ 338
S +22M =0 = hy = /M, (4.31)
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co daje wartos¢ oszacowania TDcpin = 0,53/9MA}%. Przebieg oszacowan biedu

zaokraglen, btedu metody i btedu catkowitego dla roznicy centralnej dla
Ar=10"8,M = 10,h = 27%,i = 1,2,-+,15 pokazano narys. 4.1.

oszacowania bfedéw

biad catkowity
A biad metody
: h() — — — bigd zaokraglen
10_8 1 1 : Il 1 1 ._
107 107 1073 1072 107" 10°

h
Rys. 4.1. Oszacowania btedéw w rdznicy centralnej

Oczywiscie, wybor parametru h ponizej wartosci hy nie ma sensu — mimo zmniej-
szenia btedu metody — btad catkowity bedzie wigkszy niz dla h = h,.

Wszystkie przyblizenia pochodnej wyprowadzone w tym rozdziale majg podobna
strukture: w liczniku wystepuja obliczone wartosci rozniczkowanej funkeji, a mia-
nownik maleje do zera dla h — 0. Takze w kazdym przypadku btad metody maleje
do zera dla h — 0. Przebieg btedu spowodowanego zaokragleniami, btgdu metody
i btedu calkowitego bedzie miat podobny charakter do przebiegu wyznaczonego
dla réznicy centralnej. W kazdym przypadku wybor parametru h ponizej pewnej
warto$ci hy spowoduje wzrost bledu catkowitego.

Na rys. 4.2 przedstawiono btgedy w przyblizonym obliczaniu pochodnej funkcji
f(x) = e* wpunkcie xo, = 1, za pomoca rdznicy progresywne;j i centralne;j.
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10°

btedy

10710

10715 F
. btad réznicy centralnej
L] btad réznicy progresywnej
btgd metody roznicy centralnej
btad metody réznicy progresywnej
10-20 1 L L
10710 10" 100
h

Rys. 4.2. Bledy w numerycznym obliczaniu pochodnej funkcji f(x) = e* w punkcie xo= 1

Takie zachowanie btgdu zaokraglen, bledu metody i btedu catkowitego jest typowe
dla wielu probleméw numerycznych. Sposob przedstawiony w nastgpnym
rozdziale pozwala na poprawe doktadnosci wyniku bez znacznego zwiekszania
naktadu obliczen.

4.6. Iterowana ekstrapolacja Richardsona

Zadanie numerycznego rozniczkowania opisane w tym rozdziale odpowiada pew-
nemu generalnemu schematowi, ktdéry mozna stresci¢ w nastepujacy sposob:

Do obliczenia pewnej wielko$ci stosuje si¢ metode numeryczng z parametrem h.
Wynikiem jej dzialania (np. zastosowania wzoru przyblizajacego — jak w przy-
padku rozniczkowania numerycznego lub wykonania algorytmu realizujacego
metode numeryczng) jest wyznaczona warto$¢ F (h). Btad metody maleje do zera
dla h — 0, wigc wartoscig doktadng jest F(0). Trudno$ci obliczeniowe rosng, gdy
h maleje i uniemozliwiajg zastosowanie tak malej wartosci h, by btad wyniku
byt dostatecznie maty.
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W przypadku r6zniczkowania numerycznego te ,,trudnosci” to rosnacy blad spo-
wodowany zaokragleniami. W przypadku innych probleméw moze to by¢ rosnacy
czas obliczen lub zapotrzebowanie na pamigc.

Zatozymy, ze znamy wyktadniki p; < p, < ps.... parametru h, ktore wystgpuja
w rozwinieciu F (h) w szereg potegowy

F(h) = ag + alhpl + azhpz + a3h”3 - (4.32)

W przypadku metod rézniczkowania numerycznego takiej wiedzy dostarczyta
analiza metody z zastosowaniem rozwini¢cia w szereg Taylora. Na przyktad dla
roéznicy progresywnej, ze wzoru (4.4) wynika, ze w rozwini¢ciu wystgpuja wszyst-
kie potegi poczynajac od pierwszej, czylip; = 1, p, = 2, p3 = 3 ..., adlaroznicy
centralnej, ze wzoru (4.10) dowiadujemy si¢, ze w rozwinigciu (4.32) wystapia
tylko potegi parzyste: p; = 2, p, =4, p3 = 6---.

Wartos¢ ap = F(0) we wzorze (4.32) jest poszukiwang warto$cig doktadna,
aEF(h) = a;hPt + a,hP2 4+ a3hP3 + --- bledem metody obarczajacym przyblize-
nie F(h). Najwigckszym skladnikiem tego btedu (czgscig gtowng biedu) jest ten,
w ktoérym wystepuje h w najnizszej potedze (bo h < 1), czyli a; hP1, przy tym to
wyktadnik p; decyduje o wielkos$ci btedu.

Idea ekstrapolacji Richardsona opiera si¢ na nastepujacym rozumowaniu: trzeba
obliczy¢ przyblizenia F(h) dla kilku wartosci h mieszczacych si¢ w zakresie,
w ktorym trudnosci obliczeniowe nie sa jeszcze dotkliwe i na podstawie uzyskanej
w ten sposob informacji o przebiegu F(h) ,,0dgadnac” czyli ekstrapolowaé war-
to$¢ ap = F(0). W metodzie tej kolejne wartoéci parametru h tworza cigg geome-
tryczny o ilorazie g > 1:
{h0=h,h1=%,h2=ﬁ—h° f2 _ o |

=—, hy=—=—, ... 4.33
q q2 3 q ( )

Twierdzenie 4.1
Jesli Fi(h):= F(h) = ay+ a hPt + a,hP2 + --- i zastosujemy wzor rekuren-
cyjny:

ey
Fm+1(h)=Fm(q_1h)+w, m=123,-, (434)

qp‘m—l

gdzieq > 1, to

Frar(h) = ag + a0 npmes 4 @M Dppmez .. (4.35)
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Dowdd: (z zastosowaniem indukcji zupeinej)
Dlam = 0 teza jest spetniona na mocy zatozenia.
Przypusémy, ze Fy(h)=aq+ a,(;n ) ppms a(m)hpm+1 + - (zalozenie induk-

cyjne). Chcemy udowodnié, ze F,,,1(h) = ay + ar(,ﬁtl)hpmﬂ + a(m“)hr’m+2 + -
Istotnie:

E.(q~'h) — Fy(h
Frnsa() = Fn(q~'h) + ("qpm)_l ™ _

=a,+ a(m) “PmpPm 4 a q “Pm+1hPm+1 4 .

[aO + a(m) ~PmpPm a q “Pm+ipPm+1 4 . ] — [aO + a(m)hﬂm + a(m) hPm+1 4 . ]

qpm—l
—Pm — 1 “Pm+1 — 1
_ m [ —pm . 4 m o [ —pps 4 m _
_a0+an71" [qp +qpm_1]hp +a$1[qp+1+w]hp 1 4o =
=0 (m+1)

Cm+1
— (M+1) s Mm+Dppri, o4 L.
=ag + Ay, AP+ a, o hPm2 .

Na mocy tego twierdzenia, po m iteracjach otrzymamy (zgodnie z wzorem (4.34))
przybliZenie tej samej warto$ci poprawnej a, = Fy,41(0), ale blgd metody

EFm+1(h) = ar(rTlT-ll)hpmH + agﬁzl)hpm+2 + .. (436)

bedzie teraz mniej wigcej proporcjonalny do hPm+1, a nie do hP1, jak to byto przed
wykonaniem iteracji (4.34). To, ze mogg zmienic¢ si¢ wspotczynniki w rozwinigciu
btedu metody w szereg potggowy, nie na tak istotnego znaczenia jak to,
ze hPm+1 <« hP1,

Mozna powiedzie¢, ze jednokrotne wykonanie iteracji (4.34) eliminuje jeden
sktadnik w rozwinigciu btedu (4.32). Wynika stad, ze szczegdlnie efektywnie beda
wspotpracowaly z ekstrapolacja Richardsona te metody (wzory) F(h), ktore
w rozwinigciu (4.32) nie maja wszystkich, kolejnych poteg parametru h. Tak jest,
na przyktad, w przypadku wzoru na r6znice centralng przyblizajacego pochodng —
w rozwinigciu btedu wystapig tylko potegi parzyste: p; = 2, p, =4, p3 =6+

Tak wigc, rdznica centralna ma nie tylko mniejszy btad metody od r6znicy progre-
sywnej lub wstecznej, ale i1 bardziej efektywnie wspolpracuje z ekstrapolacja
Richardsona.
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Przeanalizujmy dokladniej pierwsze iteracje ekstrapolacji Richardsona:
pierwsza iteracja:

Fy(h):= F(h), Fy(h) = Fy(q~th) + 20_N=n®)
1(h):=F(h), Fp(h) =Fi(q""h) prr) 437

poprawka

druga iteracja:

qP1-1 ?
poprawka

_ _ F1(q72h)-F1(q"th
Fz(q 1h)=F1(q Zh)-l- 1(q )—Fi(q )

_ Fo(q"th)—F,(h (4.38)
Fy(h) = Fy(g~"h) + 2R

poprawka

Jezeli obliczenia sa wykonywane recznie, to wygodnie zorganizowac je w tabeli,
jak ponizej:

k 0 1 2 3
A _ A _ A _
m e e M
0 Filho)
B F1(q"*hy) — Fy(h
aang| +2 2R gy
| @) ~ Fia TR | Fa(”"ho) = Fy (o)
2 Fula )|+ S B R |+ S | Ra(ho)
| @) —F@ R | F@he) — B o) | | Fa(@ o) = F(ho)
3@ |+ e (B o) [+ T a0 o) |+ = S Faho)

Jezeli poprawka dodawana w kolejnej iteracji jest mniejsza od maksymalnego
btedu, ktory chcemy uzyskac (lub od btedu, ktorym sa obarczone dane wejsciowe),
to wynik iteracji nalezy odrzuci¢ i jako najbardziej doktadny rezultat zaakcepto-
wac wynik poprzedniej iteracji.

Poczatkowa warto$¢ parametru hy, = h musi by¢ wybrana tak, by prawdziwe byto
rozwinigcie w szereg potegowy (4.32). Na przyktad dla rézniczkowania funkcji f
w punkcie x, metodg réznicy centralnej oznacza to, ze funkcja f musi by¢ gtadka
w przedziale [xy — h, xy + h].
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Przyklad 4.1
Oblicz pochodng funkcji f (x) = e* w punkcie x, = 1. Przyjmij krok poczatkowy
h =10,8.

Obliczamy roznice centralng: D-(h) = w

ktadzie byly wykonywane w podwdjnej precyzji (typ double IEEE754), a wyniki
zapisano z zachowaniem 5 cyfr po przecinku):

(obliczenia w catym przy-

el8_p02 el4_g06
Dc(M)lh=0 = —7— =3,01765,  Dc(W)|p=o4 = = 2,79135,

61'2_30'8 31,1_90,9
De(Wlnmoz = S = 2,73644,  De(h)lymgy = oo = 272281,

Przyblizone wartosci pochodnej obliczone roéznica centralng zostaly wpisane do
pierwszej kolumny w tabeli ekstrapolac;ji.

k 0 1 2 3
o A A A A A
22—-1" 3 24—1" 15 26—1" 63
0| 3,01765
1§ 2,79135 | +(—0,07543) = | 2,71592
2§l 2,73644 | +(—0,01830) = | 2,71814 | +0,00015 = | 2,71828
3{ 2,72281 | +(—0,00454) = | 2,71827 | +0,00001 = |2,71828 | 4+0,00000 = |2,71828

W kolejnej tabeli zostaly zapisane btedy ekstrapolacji:
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k 0 1 2 3
m
0 0,2993711
1 0,0730696 —0,0023642
2 0,0181582 —0,0001457 0,0000022
3 0,0045327 —0,0000091 0,3-1077 -0,3-107°




4. Rozniczkowanie numeryczne i ekstrapolacja Richardsona

Obliczyliémy <~ e*| = 2,71828,

x=1

Nalezy zaznaczy¢, ze aby ekstrapolacja bylta skuteczna, tzn. zmniejszata blad me-
tody, krok poczatkowy nie moze by¢ zbyt maly. W ekstrapolacji nie mozna
zmniejszy¢ btedu zaokraglen jesli ten bedzie dominowat.
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5. Calkowanie numeryczne

5.1. Kwadratury proste i zlozone

Problem obliczenia catki oznaczonej

b
I =f f(x)dx (5.1

z ciaglej funkcji f(x) na ograniczonym przedziale [a, b] pojawia si¢ w licznych
zastosowaniach inzynierskich. Koncepcje numerycznego rozwigzania tego pro-
blemu bazujg na do$¢ oczywistym pomysle zastgpienia funkcji f(x) przez taka
funkcje przyblizajaca, ktéra mozna bez trudu scatkowaé. Najczesciej ta funkcja
jest wielomian, a sposobem jego konstrukcji interpolacja. Powstajag w ten sposob
wzory nazywane kwadraturami:

b n
[ reox ~ 3 wero, 52)
a k=0

w ktorych liczby wy nazywane sa wspélczynnikami kwadratury, a punkty
Xy € [a, b] weztami kwadratury. Jezeli kwadratura zbudowana jest przez catko-
wanie jednego wielomianu interpolacyjnego na calym przedziale [a, b], to nazy-
wamy ja kwadraturg prosta.

Z kwadraturg zlozona mamy do czynienia jezeli zastosowano koncepcje interpo-
lacji odcinkowej, to jest podzielono przedziat calkowania [a, b] na podprzedziaty
i na kazdym z tych podprzedziatlow zastosowano wielomian interpolacyjny, scal-
kowano go i zsumowano otrzymane przyblizenia catek na podprzedziatach. Idee

kwadratur prostych i ztozonych pokazano na rysunkach 5.1ai b.

a) b)
A A

1 A

0,5

o
\
o
v

Rys. 5.1. Przyktad kwadratury prostej (a) i ztozonej (b)
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5.2. Kwadratury Newtona-Cotesa

Jezeli w przedziale catkowania [a,b] wybrano n + 1 réwnoodlegtych weztow
X) € [a, b] i zbudowano na nich wielomian interpolacyjny P, (x) stopnia n, stosu-
jac wzor interpolacyjny Lagrange’a, to otrzymana kwadratura nosi nazwe¢ kwadra-
tury Newton-Cotesa. Wspotczynniki kwadratur Newtona-Cotesa nie zaleza od
catkowanej funkcji i moga by¢ wyznaczone z gory. We wzorze

b b n
[rar~ [ Reodc =223 0 fi=fad=Re)  63)
a a $ i=o0

sg one zapisane tak, by liczby o; byly catkowite. Dla kolejnych stopni wielo-
mianu interpolacyjnego zestawiono wspotczynniki kwadratur Newtona-Cotesa
w tabeli 5.1.

Tabela 5.1. Wspotczynniki kwadratur Newtona-Cotesa

n o g btad nazwa

1 11 2 h3 1—12 f@® wzor trapezéw

2 1 4 1 6 h® 9—10f(4) ® wz6r Simpsona

3 13 3 1 8 hS % F@ Wzé"’s;]"ytcrlfﬁc“

4 732 12 32 7 90 h’? % FO® wz6r Milne'a

5 19 75 50 50 75 19 | 288 | A’ 275 fO® -

12096

6 4121627 2722721641 | 840 h® M?Wf(g)(‘é) wzor Weddle'a

h = b — a — dtugo$¢ przedziatu, & — punkt posredni

Oszacowania bledow podanych w tabeli mozna wyprowadzié¢, na przyktad, korzy-
stajgc ze wzoru na reszt¢ wielomianu interpolacyjnego (3.35). Dla przyktadu,
dla prostej kwadratury trapezOw mamy:

b b bq
f fo)dx — f Py (x)dx = f Ef(z)(f)(x —a)(x — b)dx, (5.4)

. . 1
a po zastosowaniu podstawienia z = - (x —a),dx = hdz:
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b b
f f(x)dx — f P, (x)dx = lf<2)(§)hf1z(z — 1)h2dz
* (5.5)
= —f(Z)(E) [— - —] = —fm(f)

Dla wielomianu stopnia 8,10,11 i wyzszych wspotczynniki kwadratur Newtona-
Cotesa nie tylko rosnag, ale wystepuja wsrod nich ujemne i dodatnie liczby. Doda-
wanie i odejmowanie coraz wigkszych liczb, by otrzymac te samg warto$¢ catki
jest prostym sposobem na numeryczng niestabilnos¢ algorytmu.

Za pomocg kwadratury Newtona-Cotesa o n + 1 weztach mozna scatkowac bez
btedu metody dowolny wielomian stopnia n (jezeli f (x) jest wielomianem stopnia
n, a PB,(x) wielomianem interpolacyjnym zbudowanym na n + 1 weztach, to

B (x) = f(x).

Ta wlasno$¢ sugeruje inny (niz catkowanie wzoru Lagrange’a) sposob wyzna-
czenia wspolczynnikow kwadratur Newtona-Cotesa. Jezeli kwadratura o wspot-
czynnikach w;, i =0,...,n ma obliczy¢ bez bledu metody kazda z catek

[ 1 xtdx,i =0, ...,n, to musi by¢ prawdziwy uktad rownan

1 1
40 o xt 1-(-1
Wox§ + wix) + - 4+ wyxp =fx dx=T =—
-1 -
1
L x2 _ (_1)2
Woxg + wixi + +ann=fx dx=7 >
1 B (5.6)
xn+1 1— (_1)n+1
woxg + wixt + - +Wn”=fxndx=[n+1] I
W postaci macierzowej moze by¢ zapisany jako:
E= 1-(-1)
[xg x:(l) 1 ,
1 1 1- ( 1)
oo (57)
Lc{)l xy 1 1-(-p™+t 1)"+1

n+1

Macierz wspotczynnikow tego uktadu jest transponowang macierzg Vander-
monde’a i jak wiadomo (rozdziat 3) jej wskaznik uwarunkowania ros$nie bardzo
szybko z wymiarem, czyli liczbg weztéw kwadratury. Potwierdza to trudnosci na
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jakie napotykamy, probujac stosowaé kwadratury Newtona-Cotesa z duza liczba
weziow.

5.3. Kwadratury Gaussa

Zatozona rownoodleglos¢ weztow w kwadraturach Newtona-Cotesa byta bez wat-
pienia ograniczeniem. Odejscie od tego zatozenia pozwala na skonstruowanie
kwadratur, ktore przy n + 1 weztach potrafia bez btedu scatkowaé wielomian stop-
nia wigkszego niz n. Zilustrujmy to na przykladzie kwadratury wykorzystujacej
dwa wezty, czyli prostej kwadratury trapezow:

T = wof(xo) + wyf(xq). (5.8)

Przyjmijmy, ze przedziatem calkowania jest [a, b] = [—1, 1]. Nie jest to istotnym
ograniczeniem, bo wystarczy liniowo przeskalowa¢ zmienng niezalezng. Jesli

zatozymy, ze xo = —1,x; = 1, to rOwnania (5.6, 5.7) maja dwie niewiadome:
0 .0
Xo X |[Wol _ [2
xt xd [Wl] a [0] (5-9)

1 rozwigzanie

1 1][Wol_ [2 Wol _ 1

-1 1] [Wl] - [0] = W1] - [1]’ (5.10)
czyli dostaliSmy prosta kwadraturg trapezéw Newtona-Cotesa.

Jezeli potraktujemy wezty xg, x; jak niewiadome, to rownanie (5.9) ma 4 niewia-
dome. Mozna do niego dolaczy¢ kolejne dwa rownania z uktadu (5.6, 5.7):

[xé’ xi’] 2
1 .1

- (5.11)
xg x3 0

i rozwigzujac taki uktad nieliniowych réwnan z czterema niewiadomymi wy-

znaczyc:
[vai] = [ﬂ' Xo = _\/;9& = \/% (5.12)
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o) e

pozwala bez btedu metody scatkowa¢ na przedziale [—1, 1] kazdy wielomian f,
stopnia nie wyzszego niz 3.

Tak wigc, kwadratura

Na rysunku (5.2) poréwnano kwadratury o dwoch weztach dla catki
1

1
z+1 +1
f(l + e %5%%sin5x) dx = 0,5 f <1 +e % 2 sin <SZ 3 )) dz.
0 -1

a) b)
A A
2 2
1,5 1,5
2 2
1 1
0,5 0,5
0 > 0 >
1 0,5 0 0,5 1 -1 0,5 0 0,5 1

Rys. 5.2. Poréwnanie kwadratury Newtona-Cotesa (a) i kwadratury Gaussa,
(b) o dwdch weztach

Przyklad 5.1

. o . (0,25
Oblicz wartos¢ catki f—o o5

Gaussa o dwoch weztach.

e* dx, stosujac kwadratur¢ Newtona-Cotesa oraz

Dla pierwszej kwadratury mamy:

e—0,25 eO,25

) = 0,5157066,
2

025
f—o,zse dx~0,5( .

dla drugiej kwadratury

o ' 025 oz
f e*dx = 0,25 feO'ZSZ dz ~ 0,25 <e V3 +e \/§> = 0,5052174.
-0,25 -1
Wartos¢ doktadna catki [ ¥ dx = 2'sinh 0,25 = 0,5052246 ....
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Przedstawiony sposéb rozumowania mozna uogélni¢ na wicksza niz 2 liczbe
weztow 1 wyprowadzi¢ kwadratury Gaussa, ktore przy n weztach pozwalaja scat-
kowa¢ bez btedu metody kazdy wielomian stopnia nie wyzszego niz 2n — 1.
Wazne jest przy tym, ze wspolczynniki kwadratury Gaussa sg zawsze dodatnie.
Wspotczynniki i wezty kwadratur Gaussa sg stablicowane i nie ma potrzeby roz-
wigzywania nieliniowego uktadu rownan przy kazdym zastosowaniu kwadratury.
Blad metody dla kwadratur Gaussa na przedziale [-1,1] mozna oszacowaé wyra-

22n+3 [(TL+1)!]4 (2n+2)
—(2n+3)[(2n+2)!]3f (&) (Ralston, 1983).

zeniem
Wszystkie te uwagi nie zmieniaja faktu, ze stosowanie kwadratur prostych z wy-
soka liczbg weztow stwarza istotne problemy numeryczne zwigzane z btedami

zaokraglen.

5.4. Kwadratury zlozone

Kwadratury ztozone wykorzystuja podzial przedziatu catkowania na n podprze-
dzialéw (najczgsciej réownej dlugosci) 1 interpolacje funkcji podcatkowej na
kazdym z podprzedziatow wielomianem niskiego stopnia. Ztozone kwadratury
prostokatow, trapezow i Simpsona sg zilustrowane na rysunku 5.3.

Ztozona kwadratura trapezow jest opisana wzorem

n-1
h

b
[ reodx =3 1760 + fGn] = T (5.14)

i=0

Jezeli obliczenia sg wykonywane recznie, to wygodniejszy jest wzor uwzglednia-
jacy wystepowanie f(x;) dlai = 1,...,n — 1 w dwoch sgsiednich trapezach:

b
T(h) = h @+f(a+h)+.--+f(b—h)+¥. (5.15)

Blad metody dla kwadratury trapezéw na pojedynczym podprzedziale jest, zgod-
nie z (5.5), rowny

Ep; = ?—Zf(z)(fi), (5.16)

gdzie &; jest pewnym punktem w podprzedziale [x;,x;,1]. Zsumowanie tych
btedow po wszystkich podprzedziatach daje blad ztozonej kwadratury trapezow:
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S R2nh Y F (&)
_ @)z — i=0 i
Er =15 gof D) =— - (5.17)

_ (b-a)h? (3)
- 12 f (E):

przy czym ostatnia rowno$¢ wynika z tego, ze ciagla funkcja f @ (x) osiaga $red-
nia z wartosci f @ (&;) w pewnym punkcie posrednim &.

a) b)
A o A
15 \ / 15
,§ 1 § 1
0,5 0,5
0 > 0 >
0 0,5 1 0 0,5 1

c)

1,5 \
—
=
& 1
0,5t
0 >

Rys. 5.3. Idea konstrukcji ztozonych kwadratur Newtona-Cotesa: a) prostokatow (wariant
punktu srodkowego) — na kazdym podprzedziale funkcja podcatkowa przyblizona stata,
b) trapezéw — wielomianem liniowym, c¢) Simpsona — wielomianem kwadratowym
(parabole narysowano takze poza przedziatem w ktorym sg catkowane)
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W przypadku ztozonej kwadratury Simpsona btad metody (wyprowadzony w ana-
logiczny sposob) wynosi:

_(b—a)h*

By = 50—/ (5.18)

Z przedstawionych oszacowan bledéw wynika, ze ztozona kwadratura trapezow
ma wigkszy btad metody od ztozonej kwadratury prostokatow i od ztozonej
kwadratury Simpsona. Podstawowg zaleta ztozonej kwadratury trapezow jest to,
ze rozwiniecie jej btedu metody w szereg potegowy wzgledem dlugosci podprze-
dzialu h zawiera tylko parzyste potegi h:

T(h) = [, f(x)dx + ah? + ah* + azh® + - (5.19)

Pozwala to efektywnie zastosowac ztozong kwadrature trapezow z ekstrapolacja
Richardsona. Metoda catkowania utworzona w ten sposéb nosi nazw¢ metody
Romberga i przy co najmniej dwukrotnej ekstrapolacji jest doktadniejsza i od
ztozonej kwadratury prostokatow i od ztozonej kwadratury Simpsona.

Przyklad 5.2
Oblicz metoda Romberga catke | 13 i—x.
Stosujemy wzor trapezow: T (h) = h [%a) +fa+h)+-+f(b—h)+ @]

Wybieramy krok poczatkowy hy = 2, a kolejne wartosci wyznaczymy stosujac
potowienie: hy = 1, hy, = 0,5 oraz h; = 0,25. Obliczone wartoéci przyblizen
catki po zaokragleniu do piatej cyfry po przecinku to:

T(he) = ho [E2 + 10 = 2. [ER 4+ 2] = 2. (2 +2) = 1,33333,

T(hy) =hy _@+f(a+h1)+@] =1 g+f(2)+g]
=1-(3+1+3) = 116667,

T(hy) = hy -@+f(a+hz)+f(a+2h2) +f(b—h2)+@]
fQ) f3)

=0,5- T+f(1,5)+f(2)+f(2,5)+7

— o212, 1) _
=05 (2+3+2+5+6)—1,11667,
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T(hs) = hy [ f@ ., Zf(a +ihg) + F(b—hy) + 122 f(b)
=025 [@ + F(1,25) + F(1,5) + F(L75) + £(2) + F(2.25) + f(Z,S)]
1)+ L9

— 095, (1 4 2 4 1 4 2 4 1> L 10321
=025 (SHcHgHsto+gretyte)=1 :

Obliczone wartosci wpisujemy do pierwszej kolumny tabeli, w ktorej beda zapi-
sane kolejne iteracje ekstrapolacji.

k 0 1 2 3

. A A A A A A
22-1" 3 24—1" 15 261" 63

0 /1,33333

1|1,16667| +(—0,05555) = |1,11111

2 |1,11667| +(—0,01667) = | 1,10000| +(—0,00074) = | 1,0992¢

311,10321| +(—0,00449) = |1,09873| +(—0,00008) = |1,09864 +(—0,00001) =|1,09863

Ostatecznie uzyskaliSmy f3d—x ~ 1,09863, podczas gdy wartos¢ doktadna to

13 & In3 = 1,0986122886681. Blad catkowity przyblizenia nie przekracza

wiec 1,8 1075,
5.5. Kwadratury adaptacyjne

Podprzedziaty, na ktore dzieli si¢ przedziat catkowania w kwadraturach ztoZzonych
nie muszg mie¢ statej dtugosci. Jezeli funkcja podcatkowa jest wolnozmienna
(prawie stata), mozna jg doktadnie scatkowac przyblizajac wielomianem niskiego
stopnia na dtuzszym podprzedziale, jesli zmienia si¢ gwattownie, podprzedziaty
powinny by¢ krotkie. Dobor dtugosci podprzedzialu mozna zautomatyzowac —
powierzy¢ procedurze catkowania.
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przyblizona wartos¢ catki = 0,1471, liczba wywotan funkcji = 21

funkcja podcatkowa
r 1 . wartoéci funkcji do kwadratury
0,8
0,6 [
~
=
£
04
0,2
0 1 ZI B B N i o T >

0 02 0,4 06 08 1
X

Rys. 5.4. Ilustracja kwadratury adaptacyjnej — wykorzystano kwadratury Simpsona

na kolejnych podprzedziatach

Kwadratura adaptacyjna estymuje btad catkowania na biezacym podprzedziale
1 decyduje o skroceniu lub wydhuzeniu nastgpnego podprzedzialu. Estymacja
btedu wykorzystuje rozne sposoby, na przyktad poréwnanie wynikdéw obliczenia
catki dla kroku o dtugosci h i h/2. Jesli oszacowany btad jest akceptowalny, to
wynik otrzymany dla tego podprzedzialu jest aprobowany. Jesli btad jest zbyt duzy
nastgpuje kolejne potowienie dlugosci podprzedziatu, az do uzyskania wyniku
spetniajgcego narzucone wymagania co do doktadnosci. W koncu podejmowana
jest decyzja co do dtugosci nastepnego podprzedziatu. Metody szacowania biedu
i doboru dtugosci podprzedziatu zostang omoéwione doktadniej przy rozwigzywa-
niu rOwnan rézniczkowych zwyczajnych.

Oczywiscie szacowanie btgdu na kazdym z podprzedziatow wymaga dodatkowych
obliczen, ale mozliwo$§¢ wydtuzenia dlugosci podprzedziatow w obszarach
spokojnej zmiennosci funkcji podcatkowej sprawia, ze kwadratury adaptacyjne
sa bardzo efektywne.
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6.1. Wlasciwosci metod iteracyjnych

Nazwa tych metod pochodzi od stowa iteratio, czyli powtérzenie. W metodach
iteracyjnych powtarza si¢ proces numeryczny w celu ulepszenia wczesniejszych
wynikéw. Kazdy etap takiej metody, czyli iteracja wyznacza kolejne, w zatozeniu
bardziej doktadne przyblizenie szukanego rozwigzania, korzystajac z wyniku
poprzedniego etapu. Ciag przyblizen otrzymanych z kolejnych iteracji powinien
dazy¢ do doktadnego rozwigzania, ale moze by¢ ono osiggane w granicy, dla liczby
iteracji dazacej do nieskonczonosci.

W kazdej metodzie iteracyjnej muszg by¢ okreslone:

1 — warunki poczatkowe, pozwalajace wykona¢ pierwsza iteracje,

2 — rownanie lub algorytm opisujace jakie obliczenia nalezy wykona¢ w kazdej
iteracji,

3 — kryterium zatrzymania, ktoére pozwoli zdecydowac, ze otrzymane przyblizenie
jest wystarczajaco doktadne i mozna przerwa¢ wykonywanie iteracji.

Nie kazdy proces iteracyjny musi by¢ zbiezny. Ta sama metoda moze w przypadku
jednego problemu generowac zbiezny ciag iteracji, a w przypadku innego — roz-
biezny. Pokazano to na rysunku 6.2. Zbiezno$¢ ciaggu iteracji moze tez zaleze¢
od wyboru punktu startowego.

Definicja 6.1

Metoda iteracyjna jest zbiezna lokalnie do rozwigzania doktadnego a, jezeli
istnieje takie otoczenie a, ze dla kazdego warunku poczatkowego x, z tego
otoczenia cigg przyblizen generowanych w kolejnych iteracjach x; zbiega do a
dla liczby iteracji i — oo. Jezeli zbiezno$¢ zachodzi dla dowolnych warunkow
poczatkowych to moéwimy, ze metoda jest zbiezna globalnie.

Z reguly istnieje wiele metod iteracyjnych pozwalajacych znalez¢é rozwigzanie
i przydatne jest narzgdzie, ktore pozwala porownywac szybkos$¢ zbieznosSci
tych metod. Taka miarg szybkosci zbiezno$ci metody iteracyjnej moze byc¢ rzad
metody.
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Definicja 6.2

Niech x; bedzie ciagiem kolejnych przyblizen zbieznej metody iteracyjnej
(lim x; = a). Jezeli istnieje liczba p = 1 i stata C > 0, takie, ze

i—oo
li |lxi41 — al r20 C<1 ad 1

to méwimy, ze metoda jest rzedu p w punkcie a. Liczba C jest nazywana stala
| asymptotyczng bledu.

Z réwnosci (6.1) wynika, ze dla duzej liczby wykonanych iteracji i:
%11 — al = Clx; — alP. (6.2)

Po lewej stronie (6.2) mamy btad po wykonaniu i-tej iteracji |x;,; — al, a po pra-
wej btad przed wykonaniem i-tej iteracji |x; — al. Proces jest zbiezny, a liczba
wykonanych iteracji duza, mozna wigc przyjac, ze bledy te sa mniejsze od 1.
W takiej sytuacji to wyktadnik p ma decydujace znaczenie w relacji migdzy bie-
dem po i przed iteracja, czyli dla szybkosci zbieznosci. Jezeli p = 1, to méwimy
o zbieznoSci liniowej. Wtedy stata asymptotyczna btedu decyduje o szybkosci
zbieznos$ci — btad po kazdej iteracji maleje liniowo ze wspotczynnikiem C. Jezeli
p = 2, to zbiezno$¢ nazywamy kwadratowa. Blad po wykonaniu iteracji jest
wtedy proporcjonalny do kwadratu bledu przed iteracja. Zbieznos¢ kwadratowa
jest znacznie szybsza od liniowej, o czym tatwo si¢ przekonac, obliczajac warto$ci
btedow po kolejnych iteracjach dla przypadkow € =05, p=1iC=1,p=2
dla tego samego btedu poczatkowego, np. 0,1. Oczywiscie rzad metody p moze
przyjmowac takze inne warto$ci np. utamkowe.

Rzad metody ma charakter lokalny i jest zwigzany z rozwigzaniem a. Np. ta sama
metoda moze zbiega¢ kwadratowo do jednego, a liniowo do innego pierwiastka
tego samego rownania.

Rzad metody ,,mierzy” szybko$¢ zbieznos$ci liczbg iteracji: dwie metody o tym
samym rzedzie zbieznos$ci, o podobnych statych asymptotycznych btedu, startu-
jace z tego samego przyblizenia poczatkowego, beda potrzebowaly podobnej
liczby iteracji dla osiagnigcia tej samej doktadnosci. Jezeli potrafimy okresli¢
,koszt” K wykonania jednej iteracji, mierzony np. czasem obliczen, liczba
operacji, czy jakkolwiek inaczej, to mozna zdefiniowa¢ wskaznik efektywnosci
metody:

1
E = pk. (6.3)
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Dwie metody o tym samym wskazniku efektywnosci, startujace z tego samego
przyblizenia poczatkowego, beda wymagaty podobnego kosztu catkowitego dla
osiagniecia tej samej doktadno$ci, cho¢ liczba iteracji moze by¢ rézna.

Rzad zbieznosci metody mozna okresli¢, badajac whasciwosci rownania opisuja-
cego kazda iteracje:

Twierdzenie 6.1

Jezeli rownaniem iteracji jest x;,; = ®(x;) i kolejne pochodne spetniajg warunek
®®(a) =0, k =1,...p — 1 oraz pochodna ®P)(a) jest ograniczona, to metoda
jest rzedu p.

Dowod:
Po rozwinigciu funkcji ®(x) w szereg Taylora w otoczeniu punktu a, otrzymu-
jemy:

20!
x;i—a)*®"(a
RO

+0(lx; — alP*h),

Xip1 = P(x) = (@) + (x; —a)P'(a) +
Lo a)Pd®)(a)

p!
czyli
o »)
lim |xi41—al — D (a)' (6.4)
i—o0 Ixi—alp p!

Kryteria zatrzymania pracy metody iteracyjnej moga by¢ okreslone bardzo prosto
— np. przez podanie maksymalnej liczby iteracji, moga by¢ tez uzalezniane
w automatyczny sposob od oczekiwanej doktadnosci wyniku, na przyktad jak
w metodzie przedstawionej w ramce 6.1.

145




Zwiezly kurs analizy numerycznej

Ramka 6.1 Przyklad kryterium zatrzymania

Niech réwnaniem iteracji, ktore opisuje zbiezny do a proces iteracyjny bedzie
Xiy1 = P(x;). Oczywiscie zachodzi a = ®(a). Na skutek btedéw zaokra-
glen w i —tej iteracji obliczamy x;,; = ®(x;) + &;, gdzie §; oznacza btad
z jakim obliczana jest warto$¢ ®(x;). Mamy x;,1 — a = ®(x;) — ®(a) + 6;,
a z twierdzenia o wartosci sredniej (dodatek D3) istnieje taki punkt posredni z;,
76 Xjpq —a®'@(x; —a)+6;. Jezeli po obu stronach odejmiemy
&' (x;,, —a), to otrzymamy (1-@'(z))(xip1 — @) = &' (y, —
Xi+1) + 6;, co prowadzi do nierownosci

P'(z;)

1-9'(z)

|6

|41 —al < —
el 11— @' (z)|

|xi - Xi+1| + (R611)

Jezeli w punkcie z; zachodzi |®'(z;)| < m < 1, to z (R6.1.1) wynika
|61

1-m
Drugi sktadnik po prawej stronie nierownosci (R6.1.2) to btad zalezny jedy-
nie od stosowanej arytmetyki (btad |8;]) i od metody iteracyjnej (funkcja
D(x)).

Pierwszy sktadnik mozna zmniejsza¢ wykonujac kolejne iteracje. Oszacowa-
nie pochodnej m mozna przyblizy¢ wyrazeniem

|P(x;) — POe-1)| 41 — x4l

(R6.1.2)

|xi41 —al < |, — xi41] +

1-m

m~m= = ) (R6.1.3)
l2¢; — x4 i — %11
Obliczenia powinny by¢ wige zatrzymane, gdy m < 1 oraz % |x; —

Xiz1| < €, gdzie € jest parametrem okreslajacym wymagang doktadnos¢ wy-
niku. Warunki te mozna zapisac tgcznie w postaci

(ip1 — 2% < el = xi-q| = |xi41 — x30) (R6.1.4)
i ten warunek moze by¢ kryterium zatrzymania iteracji.

Jesli iteracje zostaly zakonczone, to z (R6.1.2) wynika, ze |x;,1 —a| < e+
|8l
1-m’
niej iteracji. Wczesniejsze btedy |8;_11,|8;—2], .... nie majg znaczenia, jesli
tylko nie byly na tyle duze, zeby doprowadzi¢ do utraty zbieznosci metody.

czyli na btad otrzymanego wyniku ma wpltyw btad obliczen |§;| z ostat-

146



6. Iteracyjne metody rozwiazywania rownan nieliniowych

W tym rozdziale metody iteracyjne beda stosowane do rozwigzywania nielinio-
wych rownan algebraicznych, przy czym przez rozwigzanie rownania f(x) =0
bedzie rozumiane znalezienie dowolnego, rzeczywistego pierwiastka rownania,
lezacego w przedziale [a, b].

6.2. Metoda bisekcji

Szukamy rzeczywistego pierwiastka rownania f(x) = 0. Wezmy przedziat [a, b],
na krancach ktorego f(x) jest roznego znaku: f(a)f(b) <0. Jesli f(x) jest ciagla,
to na mocy wilasno$ci Darboux (dodatek D3), osigga warto$¢ zero wewnatrz [a, b].
Polowiac przedzial [a, b] i badajac znak funkcji na krancach przedzialow, a na-
stepnie wybierajac do kolejnej iteracji ten przedzial, w ktérym funkcja zmienia
znak, zawezamy przedzial zawierajacy pierwiastek rownania f(x) = 0. Po prze-
prowadzeniu kazdej iteracji otrzymujemy przedziat dwa razy krotszy, a w przy-
padku przerwania obliczen wynikiem jest srodek ostatniego przedzialu. Poniewaz
prowadzimy obliczenia w arytmetyce zmiennopozycyjnej nie znajdziemy pewnie
punktu, w ktérym doktadnie f(x) = 0. Naszym celem bedzie znalezienie prze-
dzialu o dlugosci nie przekraczajacej zadanej doktadnosci obliczen (moga to by¢
dwie sgsiednie liczby zmiennoprzecinkowe), w ktorym f'(x) zmienia znak.

Przyklad 6.1
Nalezy znalez¢ miejsce zerowe funkcji
flx) =21t —x—1. (6.5)

Jak tatwo sprawdzi¢, miejscem zerowym podanej funkcji jest x = 1 (drugim pier-
wiastkiem jest xg = —0,5936). Zastosujemy metode bisekcji z przedziatem
startowym [x4, x,] = [0,7; 1,4]. Wyniki zostaty przedstawione w tabeli 6.1 (btad
e =1—x jest bledem catkowitym, na ktory sktada si¢ btad metody i biad
zaokraglen) oraz na rysunku 6.1.

Tabela 6.1. Zestawienie wynikow metody bisekcji dla pierwszych siedmiu iteracji

n| o ox 5| =G ) [0 | f@) | f) | e=1-x,
1 0,7 1,4 1,05 - + + -0,05

2 0,7 1,05 0,875 - + - 0,125

3 0,875 1,05 0,9625 - + 0,0375
4 0,9625 1,05 1,00625 - + + -0,00625
5 0,9625 1,00625 0,984375 - + 0,015625
6 | 0,984375 | 1,00625 0,9953125 - + - 0,0046875
7 10,9953125| 1,00625 1,00078125 - + + -0,00078125
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W tabeli pogrubiong czcionka zaznaczono kraniec przedziatu, ktory ulegt zmianie
wzgledem poprzedniej iteracji.
a) b)

1'°5AIT 10°%

=" 0,95} ERIEE
09r 10 +
(¢
0,85 - . . > 108 . . . >
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
numer iteracji i numer iteracji i

Rys. 6.1. Kolejne przyblizenia pierwiastka x, (a) oraz blad |e| = |1 — x| (b)
w zaleznos$ci od numeru iteracji

Metoda bisekcji jest zbiezna liniowo. W kazdej iteracji btad rozwiazania maleje
w przyblizeniu dwukrotnie. Funkcja f (x) jest jednokrotnie wywolywana w kazdej
iteracji, ale istotny jest tylko znak, a nie doktadna wartos¢.

6.3. Metoda iteracji prostej

Metoda jest przeznaczona do rozwigzywania rownan postaci x = g(x). W kazdej
iteracji wykonuje si¢ operacje
Xiv1 = g (). (6.6)

Jezeli doktadnym rozwigzaniem jest a = g(a), to wykorzystujagc twierdzenie
o wartosci $redniej dla funkcji g(x) mozna napisac

a—xp4q =g —glx) =g((a—x), (6.7)

gdzie ¢ jest pewnym punktem lezacym pomiedzy a i x;. Zalezno$¢ (6.7) podaje

zwigzek miedzy bledem po wykonaniu i-tej iteracji a — x;,4, a bledem przed ta

iteracjg a — x;. Z (6.7) oraz z twierdzenia 6.2 wynika, ze jezeli dla kazdego punktu

& w otoczeniu a (zawierajacym X ):

e |g'(®¥)] <1, to proces iteracyjny jest zbiezny, a jesli ponadto g'(§) > 0,
to btad nie zmienia znaku,

e |g'(&)] > 1, to proces iteracyjny jest rozbiezny.
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Metoda iteracji prostej jest wiec zbiezna liniowo, ze stalg asymptotyczng btedu
< ! :
C< Igg;(lg &l xpa€l (6.8)

Na rysunku 6.2 pokazano przyklad rozbieznego i zbieznego procesu iteracji
prostej.

a) b)
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1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
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Rys. 6.2. Przyktad rozbieznego (a) i zbieznego (b) procesu iteracji — linia kreskowa
prosta y = x, linia kropka-kreska funkcja g (x)

6.4. Metoda Newtona-Raphsona

Metoda Newtona-Raphsona jest chyba najbardziej popularng technika rozwiazy-
wania rownan nieliniowych postaci f(x) = 0. W kazdej iteracji funkcja f(x)
jest zastgpowana przyblizeniem liniowym i rozwigzywane jest odpowiednie
rownanie liniowe. Geometrycznie odpowiada to wystawieniu stycznej w punkcie
x; 1 znalezieniu punktu przecigcia tej stycznej z osig x, tak jak to pokazano na
rysunku 6.3.
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Rys. 6.3. Idea dzialania metody Newtona: linia ciggta — styczne, linia kreska-kropka —
funkcja f(x)

Jezeli skorzystamy z rozwinigcia funkcji f(x) w szereg Taylora w otoczeniu
aktualnego przyblizenia x;, w ktorym znajdzie si¢ rozwigzanie rownania a, to
mozna zapisac:

F@) = 0= £00) + (@ = x0f ") + S

+(“_3_'xi)f(3)(xi) 4.

(6.9)

Pominigcie sktadnikow nieliniowych (na prawo od drugiego znaku +) prowadzi do
roéwnania liniowego, ktdrego rozwigzaniem nie bedzie wprawdzie poszukiwany
pierwiastek rOwnania nieliniowego a, ale jego kolejne przyblizenie x; 1. W kazdej
iteracji rozwigzywane jest wigc rOwnanie

f(x)

fr(x)
Rzad zbieznosci metody Newtona-Raphsona mozna zbadaé, wykorzystujac
twierdzenie 6.1 o rzedzie zbiezno$ci. Trzeba rozrézni¢ migdzy przypadkiem

pojedynczego (kiedy f'(a) # 0) a wielokrotnego (kiedy f'(a) = 0) pierwiastka
réwnania.

0=f(x;)+ Ceipr —x)f (X)) = x40 = x; — (6.10)
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a) b)
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Rys. 6.4. Wykres funkcji z pojedynczym (a) i wielokrotnym pierwiastkiem (b) (o niepa-
rzystej krotnosci): linia ciggta — funkcja f(x), linia kropka-kreska — pochodna f'(x)

W  przypadku pojedynczego pierwiastka, po zrézniczkowaniu funkcji

d(x) =x— % opisujacej kazdg iteracje otrzymuje si¢:

oo (PN e @
‘D(“)‘ll (f’(x)) * [f’(x)]zl

czyli, zgodnie z twierdzeniem 6.1, rzad zbieznosci wynosi 2.

=0, (6.11)

xX=a

Kwadratowa zbiezno$¢ metody Newtona-Raphsona w przypadku pojedyn-
czych pierwiastkéw jest jej podstawowa zaleta. Istnieja metody o szybszej zbiez-
nosci (wyzszym rzgdzie 1 wskazniku efektywnosci), ale kwadratowa zbiezno$¢ jest
naprawde wystarczajaca. Liczba cyfr poprawnych rosnie dwukrotnie z kazda
iteracja, wiec po kilku iteracjach natrafiamy na barier¢ doktadnos$ci stosowane;j
arytmetyki zmiennopozycyjne;j.

W przypadku wielokrotnego pierwiastka pochodng funkcji ®(x) trzeba wyzna-
czy¢ w inny sposob. Najpierw wyodrgbnia si¢ czynnik zwigzany z m-krotnym
pierwiastkiem:

f)=x-a)"g(x), gla) # 0, (6.12)

co daje

f'G) =mlx—a)™ g(0) + (x —a)"g' (%), (6.13)
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a nastepnie roézniczkuje funkcje:

] (- Q)™ g ()
P =X g + (x — DTy () 614
co daje
(@) =1- % (6.15)

W przypadku wielokrotnych pierwiastkow zbieznos¢ metody Newtona-Raphsona
jest liniowa, stata asymptotyczna btedu C =1 —i zalezy od krotno$ci pier-
wiastka. Zawsze bedzie korzystne takie sformutowanie problemu, ktore zapewni

jednokrotnos¢ poszukiwanego pierwiastka!
Przyklad 6.2
Rozwazmy funkcje
fix)=2e1—x—1, (6.16)
fo(x) = arctg(x — 2) — (x — 2). (6.17)

Funkcja f; ma pierwiastek jednokrotny x; = 1, funkcja f, ma pierwiastek wielo-
krotny w punkcie x;; = 2. Wykresy funkcji zostaty przedstawione na rysunku 6.4.

Zastosowanie metod Newtona-Raphsona wymaga znajomosci pochodnych funkcji

fiif

filx) =2e* 1 -1, (6.18)
—2)2
o= (6.19)

Z zaleznosci (6.19) widaé, ze w punkcie x;; = 2 bedgcym pierwiastkiem f, (x)
pochodna si¢ zeruje, czyli f, (x;;) = 0. Takze druga pochodna zeruje si¢ w tym
punkcie, a dopiero trzecia jest rozna od zera. Pierwiastek jest wigc trzykrotny.

W tabeli 6.2 oraz na rysunku 6.5 przedstawiono wyniki kolejnych iteracji dla funk-
cji f;. Btad e jest btedem catkowitym, na ktory sktada si¢ btad metody i btad
zaokraglen.

Tabela 6.2. Wyniki rozwigzania rownania f; (x) = 0 dla szeéciu pierwszych iteracji

L Xi Xi—1 fi(xi—q) fi(xiog) € =X —Xi1
1 2,2177 3,0000 3,5413 5,7591 -1,2177

2 1,6028 2,2177 1,0517 2,6545 -6,0282-101
3 1,2066 1,6028 2,5242-101 1,4590 -2,0663-101
4 1,0336 1,2066 3,4767-102 1,0684 -3,3623-10-2
5 1,0011 1,0336 1,0834-10-3 1,0022 -1,0822-10-3
6 1,0000 1,0011 1,1694-10¢ 1,0000 -1,1694-10-¢
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Rys. 6.5. Przyblizona warto$¢ obliczanego pierwiastka x; (a) oraz modul biedu
bezwzglednego |e| = [x; — x;_1| (b) w Kkolejnych iteracjach. Pojedynczy pierwiastek

funkeji f; (x)

W tabeli 6.3 oraz na rysunku 6.6 przedstawiono wyniki dla funkcji f,. Tu takze
btad e jest bledem calkowitym, na ktory sktada si¢ btad metody i btad za-

okraglen.

Tabela 6.3. Wyniki rozwigzania rGwnania f,(x) = 0

J X Xi-1 fa(xi—1) f2 (xi—1) e =X —Xi—1
1 2,570796 3,000000 -0,052127 -0,245743 -0,570796
2 2,358677 2,570796 -0,014293 -0,113985 -0,358677
3 2,233282 2,358677 -0,004099 -0,051612 -0,233282
4 2,153867 2,233282 -0,001197 -0,023128 -0,153867
5 2,102097 2,153867 -0,000353 -0,010316 -0,102097
6 2,067924 2,102097 -0,000104 -0,004592 -0.067924
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Rys. 6.6. Przyblizona warto$¢ obliczanego pierwiastka x; (a) oraz modut btedu
bezwzglednego |e| = |x; — x;_1| (b) w kolejnych iteracjach. Wielokrotny pierwiastek
funkcji £, (x)

Jak wida¢ na rysunkach 6.6 oraz w tabeli 6.3 zbieznos¢ metody jest wolna dla
pierwiastka wielokrotnego.

W celu przyspieszenia zbieznosci mozna wykorzysta¢ informacje o krotno$ci
pierwiastka: jak wynika z (6.12, 6.13) a, n-krotny pierwiastek funkcji f (x) bedzie
(n — 1)-krotnym pierwiastkiem jej pochodnej f'(x), a wigc pojedynczym
pierwiastkiem funkcji

_ f)
h(x) = o (6.20)

co wynika z tozsamosci f(x) = (x —a)*g(x), f'® = (x — a)”‘l[ng(x) +

— 100 = (v — A \P-14 f) _ =g _ N 9() )
(x—a)g ] x—a)" " gx), o = e 1500 (x—a) o, Zasto
sowanie metody Newtona-Raphsona do réwnania h(x) = 0 pozwala okresli¢

roéwnanie iteracji jako

Xipg = X; — M = x; — fOf () . (6.21
h'(x;) f'(x)]? = f ) f" ()
Przyklad 6.3
Rozwazmy ponownie funkcje
f(x) = f,(x) = arctg(x — 2) — (x — 2). (6.22
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Definiujemy funkcje h(x) jako

[arctg(x — 2) — (x — 2)][(x — 2)? + 1]
(x —2)? '

Mimo skladnika (x — 2)? w mianowniku (6.23), po dokonaniu skrocen okazuje

si¢, ze 2 nalezy do dziedziny h(x) i jest jej miejscem zerowym. W tabeli 6.4 oraz
na rysunku 6.7 przedstawiono wyniki dla funkcji h.

h(x) = — (6.23)

Tabela 6.4. Wyniki rozwigzania réwnania h(x) = 0

i X; Xi—q h(x;_1) h'(x;-1) e =Xy =X
1 2,248062 | 3,000000 0,084671 0,356915 -0,248062
2 2,010832 | 2,248062 0,003611 0,333380 -0,010832
3 2,000001 | 2,010832 0,000001 1,000001 -0,000001
4 2,000000 | 2,000000 0,000000 1,000000 -0,000000
a) b)
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Rys. 6.7. Poréwnanie szybkos$ci zbieznosci w przypadku pierwiastka dwukrotnego:

rozwigzanie rownania f,(x) = 0 — linia kreskowa oraz rownania h(x) = 0 — linia ciagta

Przeksztalcenie rownania f,(x) = 0 do h(x) = 0 spowodowalo przyspieszenie
zbiezno$ci. Widoczna na rysunku 6.7b stagnacja btedu po czwartej iteracji (linia
ciggta) jest wynikiem osiagnig¢cia doktadnosci wynikajacej z zastosowanej repre-
zentacji zmiennoprzecinkowej (btedu zaokraglen).

Metoda Newtona-Raphsona zostata wyprowadzona przy zalozeniu, ze w otoczeniu
poszukiwanego pierwiastka istnieja i sg ciggte kolejne pochodne funkcji f(x). Dla
wielu funkcji okazuje si¢, ze zbieznos¢ metody Newtona-Raphsona ma charakter
lokalny, czyli zachodzi jedynie wtedy, gdy przyblizenie poczatkowe zostanie
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wybrane dostatecznie blisko wyznaczanego pierwiastka. Kilka przyktadow sytua-
cji, w ktorych metoda Newtona-Raphsona nie jest zbiezna, lub zbiega bardzo
wolno przedstawiono w przyktadzie 6.4.
Przyklad 6.4
1. Rozwazmy funkcje

fx) = sign(x = 2)y/|x = 2|. (6.24)

Cechg charakterystyczng funkcji (6.24) jest nieskonczona warto$¢ pierwszej
pochodnej w wyznaczanym pierwiastku x = 2. Na rysunku 6.7 i w tabeli 6.5
zostaly przedstawione wyniki kolejnych iteracji.

Tabela 6.5. Wyniki iteracji dla roznych warunkow poczatkowych

i x; dla x, = 1,95 x;dlax, =15 x;dlax, =3
1 2,05 2,5 1
2 1,95 1,5 3
3 2,05 2,5 1
4 1,95 1,5 3
154 //

Jx)

Rys. 6.8. Graficzne przedstawienie kolejnych iteracji: linia ciaglta — funkcja f(x),
linia kreska-kropka — styczne
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2. Rozwazamy funkcje
f(x) = arctg(40x). (6.25)

Pochodna funkcji (6.25) dazy do zera przy oddalaniu si¢ od pierwiastka i to jest
przyczyng rozbiezno$ci procesu iteracyjnego, jesli punkt startowy zostanie
wybrany daleko od wyznaczanego pierwiastka. W tabeli 6.6 i na rysunku 6.8
przedstawiono wyniki iteracji dla dwdch warunkéw poczatkowych.

Tabela 6.6. Wyniki iteracji dla roznych warunkow poczatkowych

i x; dla x, = —0,2 x; dlax, = —0,1

1 0,35357435890 0,057079632679490
2 1,39509590869 -0,011685990399891
3 27,93440665336 0,000106102211704
4 -1220,169989179 -0,000000000079631

Jx)

ov

Rys. 6.9. Graficzne przedstawienie kolejnych iteracji dla procesu rozbieznego (a)
i zbieznego (b): linia ciagta — funkcja f(x), linia kropka-kreska — styczne

3. Rozwazmy funkcje

flx) =x10 -1, (6.26)
Funkcje (6.26) cechuja dwie wlasciwosci: bardzo ptaskie minimum dla x = 0
(dziewig¢ pierwszych pochodnych tej funkcji zeruje si¢ w tym punkcie) oraz
szybki wzrost wartosci funkcji dla x > 1. W tabeli 6.7 przedstawiono wyniki
iteracji dla punktu startowego x, = 0,5.
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Tabela 6.7. Wyniki kolejnych iteracji dla funkcji (6.25)

i X f(xi-1) f'(xiz1) e=1-x
1 51,6500 0,9990 0,0195 -50,6500
2 46,4850 1,3511-1017 0,2616-1017 -45,4850
3 41,8365 4,7112-10%6 1,0135-1016 -40,8365
4 37,6529 1,6427-1016 3,9264-1016 -36,6529
20 6,9771 7,8407-108 1,0114-10° 59771
30 2,4328 2,0826:104 7,7047-104 1,4328
33 1,7738 8,8243-102 4,4829-103 0,7738
34 1,5970 3,0742-102 1,7387-103 0,5970
35 1,4388 1,0693-102 6,7580-102 0,4388
36 1,2987 3,7021-101 2,6426-102 0,2987
37 1,1784 1,2650-101 1,0510-102 0,1784
38 1,0835 41613 4,3801-101 0,0835
39 1,0237 1,2268 2,0555-101 0,0237
40 1,0023 0,2635 1,0210-101 0,0023
41 1,0000 0,0234 1,0002-10t 0,0000

Wyniki zamieszczone w tabeli 6.7 pokazuja bardzo wolna poczatkowa zbie-
znos¢. Spowodowana jest ona przez dwie wlasciwosci podane wczesniej. Mata
warto$¢ pochodnej w punkcie startowym powoduje przeskok do obszaru, gdzie
pochodna funkcji jest bardzo duza. Skutkuje to wolng zbieznoscig procesu itera-
cyjnego.

4. Rozwazmy funkcje
f() = (6703 + 1) cos(3).

Celem jest znalezienie pierwiastka rOwnania f(x) = 0, ktorym jest x = 0,5236.

(6.27)

Na rysunku 6.9 przedstawiono wyniki iteracji dla punktu startowego x, = 0,1.
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szukany pierwiastek

_1‘5-
2L 7
I
X X X
_2‘5 0 1 1 I 1 1 1 I 2 P!
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

Rys. 6.10. Wyniki procesu iteracji dla funkcji (6.27): linia ciggta — funkcja f(x),
linia kropka-kreska — styczne

Jak wida¢ na wykresie, iteracje rozpoczynajace si¢ w poblizu pierwiastka, ktory
chcemy znalez¢ doprowadzajg do innego pierwiastka.

5. Rozwazmy funkcje
flx)=x5—x+1. (6.28)

Migjscem zerowym funkcji jest x & —1,1673. Punktem startowym bedzie x, = 0.
Wyniki zostaly przedstawione na rysunku 6.10.

159




Zwiezly kurs analizy numerycznej

fx)

Rys. 6.11. Wyniki procesu iteracji dla funkcji (6.28): linia ciagta — funkcja f(x),
linia kropka-kreska — styczne

Otrzymany wykres pokazuje, ze proces iteracji utyka w sasiedztwie lokalnego
minimum funkcji.

6. Jako ostatnig rozwazmy funkcje

3
flx)= 3 x+ 1. (6.29)

Punktem startowym bedzie x, = 0. Wyniki zostaly przedstawione na rysunku
6.11.

160



6. Iteracyjne metody rozwiazywania rownan nieliniowych
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Rys. 6.12. Wyniki procesu iteracji dla funkcji (6.29): linia ciggta — funkcja f(x),
linia kropka-kreska — styczne

Wyniki przedstawione na rysunku 6.12 obrazujg przypadek kiedy po kolejnej ite-
racji trafiamy w punkt, w ktérym pochodna si¢ zeruje i proces iteracji musi zosta¢
przerwany.

Przypadki 1-6 obrazuja najczestsze problemy jakie mozna napotka¢ w trakcie za-
stosowan metod Newtona-Raphsona.

Lokalny charakter zbieznos$ci metody Newtona-Raphsona jest jej najwicksza
wada. Przy pewnych zalozeniach metoda jest zbiezna dla dowolnego punktu star-
towego, tak jak w twierdzeniu 6.2.

Twierdzenie 6.2 (o zbieznosci metody Newtona-Raphsona — Kincaid, Cheney, 2006)

Jezeli funkcja f(x) jest dwukrotnie rézniczkowalna i jej pochodne sg ciggle, jest
rosngca, wypukta i ma pierwiastek, to ten pierwiastek jest jedyny i metoda
Newtona-Raphsona generuje ciag zbiezny do tego pierwiastka dla dowolnego
punktu poczatkowego.
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Istniejg modyfikacje metody Newtona-Raphsona dajace zbieznos¢ globalng. Dwie
z nich to:

e tlumiona” (ang. damped) metoda Newtona,

e metoda Levenberga-Marquardta.

Idea obu tych metod bazuje na zmniejszeniu kroku, jaki jest wykonywany w kazdej
iteracji. Dla ,,ttumionej” metody Newtona wzdr iteracyjny ma postac:

f(x)
Xipn = X; = Qe s (6.30)
gdzie parametr a;, jest odpowiedzialny za redukcje kroku w kazdej iteracji, w spo-
sOb zapewniajacy spetnienie nierownosci |f (x;41)| < |f (x)].

6.5. Metoda siecznych

Czasem wyznaczenie pochodnej f’(x), ktora jest konieczna w metodzie Newtona-
Raphsona stwarza trudnosci. Niekiedy tez obliczenie wartosci pochodnej zajmuje
znacznie wigcej czasu od obliczenia wartosci funkcji. W metodzie siecznych
zamiast stycznymi postugujemy si¢ siecznymi, co wymaga dwoch punktow star-
towych, ale eliminuje koniecznos$ci obliczania pochodne;.

Rys. 6.13. Idea dziatania metody siecznych: linia ciagta — funkcja f (x),
linia kropka-kreska — sieczne
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Jezeli we wzorze opisujacym iteracje metody Newtona zastapimy pochodng ilora-
zem roéznicowym, otrzymamy opis iteracji w metodzie siecznych:
oy D fOeD0 X))
e ' f,(xi) ' f(xi) - f(xi—l) (631)
_ fOdxia — fli)x;
fO) = fle)

Metoda siecznych dla funkcji f(x) z ciggla drugg pochodng w pojedynczym pier-
1+y5

wiastku ma rzad zbiezno$ci p = = 1,618 ..., jest wiec wolniejsza od metody

Newtona-Raphsona. Jezeli jednak w czasie koniecznym na wykonanie jednej
iteracji metody Newtona-Raphsona mozna wykona¢ dwie iteracje metody siecz-
nych, bo czas obliczenia wartos$ci pochodnej jest dtuzszy od czasu wyznaczenia
warto$ci funkcji, to proces uzywajacy metody siecznych bedzie szybszy. Zbiez-
no$¢ metody siecznych jest takze lokalna.

b)

9—-—--

g S ~
I I
0,2 £ |
|| I
-0,4 [ I
| I
06 1% Y3 1% 1%
-2 1 0 1 2

Rys. 6.14. Rozbiezna (a) i zbiezna (b) metoda siecznych: linia ciggta — funkcja f(x),
linia kropka-kreska — sieczne

Wzér (6.31) moze by¢ niestabilny numerycznie (generowac bardzo duze wartosci
na skutek btedow zaokraglen), jesli jego mianownik dazy do zera szybciej niz licz-
nik. Warto wigc zapewni¢, by mianownik byl mozliwie duzy. Tak bedzie jesli
punkty do poprowadzenia siecznej bedg wybierane zawsze po roznych stronach
pierwiastka.
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6.6. Metoda regula falsi

Metoda regula falsi (czyli ,,falszywej prostej” a w terminologii angielskiej takze
»false position”) konstruuje sieczne miedzy punktami, w ktorych funkcja f(x) jest
réznego znaku.

Punktami poczatkowymi dla i-tej iteracji sa:

x, a,  fpf(a)<0. (6.32)

Nastepnie oblicza si¢ punkt przeciecia siecznej z osia:

" = fx)a; — f(a)x;
' fx) = flay)

1 wybiera punkty do nastgpne;j iteracji:

Xiv1 = Hi Xiv1 = Hi

ot _ e Fefwy >0, G e ff ) <0, (639)
Algorytm w tej postaci wykazuje duzo podobienstw do metody bisekcji — jego
zbiezno$¢ jest tez liniowa. Jezeli f(x) jest SciSle rosnaca, lub $cisle malejaca,
w rozpatrywanym przedziale, to jeden z punktow, przez ktore prowadzimy sieczna
pozostaje zawsze ten sam, a to spowalnia zbiezno$¢ (problem retencji). Istnieje
wiele modyfikacji metody regula falsi, ktore maja zapobiegac retencji. Polegaja
na zastgpieniu wartosci f(a;) we wzorze (6.33) przez mf (a;), jezeli miatoby by¢
a; = a;;1. Wspolczynnik redukcyjny m mozna wybiera¢ w rézny sposéb np.:
e m = 1/2 (algorytm Illinois),

o m=1-LW jesli ta liczba jest dodatnia albo m = 1/2 (algorytm Andersona-

Fx)
Bjorka).

(6.33)

Te 1 inne modyfikacje metody regula falsi pozwalaja uzyskac super-liniowg zbiez-
no$¢ (rzad metody 1 < p < 2) i sprawiajg, ze metody z tej rodziny skutecznie kon-
kuruja z metoda Newtona-Raphsona.

Przyklad 6.5
Rozwazmy roéwnanie f(x) = 0 z funkcja
f(x) = In(x). (6.35)

Do rozwigzania podanego réwnania zostang zastosowane metody: regula falsi
z punktami startowymi x, = 1,5;a, = 0,1; siecznych z punktami startowymi
X9 = 1,5;x; = 1,4 oraz Newtona Raphsona z punktem startowym x, = 0,5.
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Tabela 6.8. Porownanie wynikow procesu iteracji trzema réznymi metodami

i x; m. regula falsi X; m. siecznych x; m. Newtona Raphsona
1 | 1,2903838152186443 | 0,9123086931019401 | 0,8918023378377534

2 | 1,1717237344854457 | 1,0168244522562710 | 0,9939233060488715

3 | 1,1027118628128103 | 1,0007469101108153 | 0,9999814993830553

4 | 1,0618689390277005 | 0,9999937350769671 | 0,9999999998288626

5 | 1,0374292973063631 | 1,0000000023393793 | 1,0000000000000000

10 | 1,0031082427215972 | 1,0000000000000074 | 1,0000000000000000

15 | 1,0002604497871654 | 1,0000000000000000 | 1,0000000000000000
20 | 1,0000218404498959 | 1,0000000000000000 | 1,0000000000000000

. . . . L L
2 4 6 8 10 12 14
numer iteracji i

10-15

Rys. 6.15. Przebieg bledu bezwzglednego dla trzech metod iteracyjnych: linia ciagla —
metoda regula falsi, kreskowa — siecznych, kreska-kropka — Newtona-Raphsona

6.7. Odwrotna interpolacja kwadratowa
(Inverse Quadratic Interpolation — 1QI)

Dotychczas przedstawione metody rozwigzywania rownan algebraicznych postu-
guja si¢ liniowym przyblizeniem nieliniowego rownania. Rownania kwadratowe
mozna rozwigzywac rownie skutecznie jak rownania liniowe, dlaczegoz by nie
skorzysta¢ z lokalnego przyblizenia funkcji f(x) parabola?

Przypusémy, ze mamy 3 warto$ci argumentu x : a, b i ¢, i odpowiadajgce im war-
tosci funkcji y : f(a), f(b)1i f(c). Mozemy interpolowac te wartosci wielomia-
nem stopnia 2 i przyjac za kolejne przyblizenie punkt, w ktérym parabola przecina
0$ x. Ale moze zdarzy¢ si¢, ze parabola nie przecina osi x — trojmian kwadratowy
nie ma pierwiastkdw rzeczywistych. Zamiast budowac¢ wielomian interpolacyjny
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stopnia 2 wzglgdem x mozemy zbudowac taki wielomian wzgledem y (oznaczmy
go P(y)) — jego wykresem bedzie ,,odwrocona” parabola. Taka parabola zawsze
przetnie o$ x i punkt przecigcia (x = P(0),y = 0) bedzie nastgpnym przyblize-
niem w metodzie iteracyjnej (rys. 6.16). Kolejne przyblizenie pierwiastka okresla
wzOr iteracyjny

o = fi-1fi .
L i fir) i — )T

i—2fi

VoGt (639
+ i-1fi-2

Fi— D~ i) ©

0,8

0,6

Jx)
o
~

0,2

-0,2

Rys. 6.16. Zasada dziatania metody IQI: linia ciagta — funkcja f(x), linia kropka-kreska
— odwrotna parabola

Rzad zbieznosci tej metody jest bliski 2 (p = 1,8), nie wymaga ona obliczania
wartosci pochodnej, ale jest takze lokalnie zbiezna.
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6.8. Zlozone metody rozwigzywania rownan nieliniowych

Przedstawione metody rozwigzywania rownan nieliniowych sg albo niezawodne
i wolne (jak metoda bisekcji), albo lokalnie zbiezne i szybkie — jak metoda
Newtona-Raphsona czy metoda odwrotnej interpolacji kwadratowej. Rozsadnym
posunieciem jest potaczenie roznych metod w jeden algorytm, tak by mozna wy-
korzysta¢ zalety kazdej z nich. Metoda o wysokim rzegdzie zbieznos$ci powinna by¢
uruchamiana w poblizu doktadnego rozwigzania, a od metody o duzym obszarze
zbieznos$ci nalezy rozpoczynaé obliczenia.

Przyktadem takiego postgpowania jest algorytm Brendta:

1 Startujemy od a i b takich, ze f(a) i f(b) sg r6znych znakow.

2 Budujemy sieczna, ktorej przecigcie z osia x a daje punkt ¢ miedzy a i b.
3 Powtarzamy nastepujace kroki, dopoki |b — a|l < eps - b lub f(c) = 0:
A Porzadkujemy a, b i c, tak by:

e f(a)if(b) byly r6znych znakow,

o IfWI=If(a)l,

e ¢ bylo poprzednia wartoscia b.

B Jesli ¢ # a, wykonujemy krok IQI.

C Jesli ¢ = a, wykonujemy krok metody siecznych.

D Jesli wynik kroku IQI Iub kroku metody siecznych jest wewnatrz [a, b], akcep-
tujemy go.

E Jesli wynik kroku IQI Iub kroku metody siecznych jest poza [a, b] stosujemy
bisekcje.

6.9. Uwarunkowanie pierwiastkow rownan nieliniowych

Btad metody kazdego ze sposobow obliczania pierwiastka rownania nieliniowego
zalezy od liczby wykonanych iteracji. Jezeli potrafimy oszacowa¢ btad poczat-
kowy to mozna obliczy¢ liczbe iteracji konieczng do osiagnig¢cia zadanej do-
ktadnosci.

Kazda z metod rozwigzania rownania f (x) = 0 wymaga obliczenia wartosci funk-
cji f(x) w kolejnych iteracjach. Jest to oczywiscie zwigzane z bledem zaokraglen.
Jezeli btad obliczenia warto$ci funkcji nie przekracza &, to kazdg liczbe z prze-
dziatow I, I, zaznaczonych na rysunku 6.17 mozna uzna¢ za rozwigzanie. War-
tos¢ bledu (bezwzglednego) A zalezy od §, ale takze od stromosci funkcji f(x)
w poblizu rozwigzania (rys. 16.7).

Jezeli x, jest wynikiem ostatniej iteracji a a doktadnym pierwiastkiem (niech
X, < a), funkcja f jest ciagta na [x,, a] i roézniczkowalna w (x,, a), to na mocy
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twierdzenia Lagrange’a o wartosci $redniej istnieje punkt ¢ € [x,, al, taki ze

G g o
Xp—a= ok Mozna wigc napisac
fe)l 6
|x, —al £ ——— N — = A
" S minl @ @] (6.37)

Btad wyznaczonego pierwiastka jest wprost proporcjonalny do biedu obliczenia
warto$ci funkcji, a odwrotnie proporcjonalny do modutu pochodnej funkcji f(x)
w poblizu wyznaczonego pierwiastka.

02

0,2 : - S 0,15
0,5 1 15 0,5 1 15

X X

Rys. 6.17. Wplyw warto$ci pochodnej funkcji f'(a) na rozmiar przedziatu A:
modut pochodnej funkcji na rys. a) jest mniejszy niz na rys. b), co pokazuje nachylenie
stycznej (linia kreskowa)

A w wyrazeniu (6.37) jest oszacowaniem pierwszego rzedu btedu |x,, — al i spet-
nia nierdwnos¢
A < max(ly, 1), (6.38)

gdzie I, I, spetniajg rownania

fla+))=-6  fla—1)=6.

Przedstawiona analiza i rysunki 6.17 dotyczg przypadku jednokrotnych pierwiast-
kéw. Jak widac na rysunkach 6.18, inaczej bedzie w przypadku pierwiastkow wie-
lokrotnych. Dla pierwiastka o krotno$ci m zamiast wzoru (6.37) obowigzuje

1

dm! \m
= (a) o
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co oznacza wigkszg wrazliwos¢ pierwiastkow wielokrotnych na btgdy w oblicze-

niu f(x).

0,2“ F 0.2
0,15 a 015
0,1 0,1
0,05 0,05
R R
= =
0 - oF———K
or Or
-0,1 -0,1
-0,15 > -0,15
0,5 1 1,5 0,5

=

Rys. 6.18. Wplyw wartosci drugiej pochodnej funkcji f(a) na rozmiar przedziatu A
dla pierwiastka dwukrotnego: modut drugiej pochodnej na rys. a) jest mniejszy niz na

rys. b)

Zwykle btad w obliczeniu funkcji f(x) wynika z btedow (zaokraglen) wspotczyn-
nikéw wystepujacych w wyrazeniu okreslajacym rozwazang funkcje, np. dla
wielomianu sg to wspotczynniki stojace przy kolejnych potegach. Moze by¢ wtedy
przedstawiony w postaci

6 =oalgx)l, (6.40)
gdzie o reprezentuje btagd wspodtczynnika a g(x) sktadnik, ktory wystepuje z tym
wspotczynnikiem. Zamiast wzoru (6.37) mamy wtedy
_olg(@]

If" (@I

Mozna tez dla oceny uwarunkowania znalezionego pierwiastka postuzy¢ sie
wspotczynnikiem wzmocnienia btedu

Ya _ lg@)
sg@ly " laf @
9@l

A=|x, —al (6.41)

(6.42)

Inny sposdb oceny wrazliwos$ci pierwiastka daje nastepujace rozumowanie:
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Rozwazmy, zamiast rownania f (x) = 0 rownanie zaburzone

fx)+og(x) =0
i niech a (o) oznacza pierwiastek tego rownania w funkcji parametru zaburzenia o,
wigc ay = a(0) jest pierwiastkiem rownania f(x) = 0. Istnienie a(o) wynika
z twierdzenia o funkcji uwiktanej. Zmiana pierwiastka bedzie w przyblizeniu pro-
. . da(o) e . . .
porcjonalna do pochodnej K = 7| K Rézniczkowanie zaburzonego réwnania
o=

daje

a=0 f'(a(0))

Gdyby pierwiastek a zblizat si¢ do innego, czyli stawalby si¢ pierwiastkiem
wielokrotnym, to f'(a(0)) dazyloby do zera, czyli wspotczynnik K dazytby do
nieskonczonosci. Kolejny raz demonstrujemy tu ktopoty z obliczeniem wielokrot-
nych pierwiastkow.

Przyklad 6.6

d
25 f(@(@) +og(a(0))]

Rozwazmy wielomian
PxX)=(x—-1Dx—-2)..(x—14)(x —15) =

= a;sx®® + ap x4+ -+ agx + ag,

(6.43)

gdzie wspotczynniki a; zebrano w tabeli 6.9.

Tabela 6.9. Wspotczynniki a; wielomianu (6.43)

k ay k a

15 1 7 54631129553
14 -120 6 -272803210680
13 6580 5 1009672107080
12 -218400 4 -2706813345600
11 4899622 3 5056995703824
10 -78558480 2 -6165817614720
9 928095740 1 4339163001600
8 -8207628000 0 -1307674368000

W catym przyktadzie pierwiastki wielomianu obliczano metodg opisang w roz-
dziale 8.3. W przypadku wielomianu (6.43), gdy danymi wejsciowymi byly wspot-
czynniki z tabeli 6.9 catkowite btedy obliczonych pierwiastkow nie przekraczaty
3107 i zostaly zapisane w tabeli 6.10.
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Tabela 6.10. Btedy catkowite pierwiastkow x; wielomianu (6.43)

X; biad catkowity X; biad catkowity

15 0,002689686127155- 10~* 7 0,025010476534248- 10~*
14 -0,023103696964455- 10™* 6 -0,005585864979452- 10™*
13 0,086474202074527- 10~* 5 0,000826836208390- 10~*
12 -0,187230083739109- 10™* 4 -0,000076775816815- 10™*
11 0,261611922809379- 10~* 3 0,000004117759467- 10~*
10 -0,248652738559230- 10™* 2 -0,000000113142828- 10~
9 0,164835190989976- 10~* 1 0,000000001105782- 10~*
8 -0,076803157806893- 10~*

Wptyw zaburzenia wspolczynnikow wielomianu na jego pierwiastki przeanalizo-
wano w trzech przypadkach.

1. Rozwazmy zaburzenie wspotczynnika a4, = —120. Zaburzenie jest reprezen-
towane przez sktadnik og(x) = ox1*.
Wspdtczynnik K obliczony dla pierwiastka x; = i,i = 1,2, ...,15 bedzie rowny

K'__g(xi)__ xi*
' f,(xi) H}il(xi - Xj) '
J#i
. . _ . — 1 _ . -11
Dla pierwiastka x; = 1 wynosi on K; = D015 — 1,1471-107%,
14
a dla pierwiastka x5 = 15 wynosi on K;5 = o = —3,3486

T (15-1)(15-2)..(15-14)
10° wigc pierwiastek x5 jest duzo bardziej wrazliwy (zle uwarunkowany) na
zmiang wspotczynnika aq, niz pierwiastek x; (pierwiastek dobrze uwarunko-
wany). Wida¢ to takze w tabelach 6.11 1 6.12, w ktérych pokazano obliczone pier-
wiastki wielomianu z zaburzonym wspoélczynnikiem a;,. W obu tabelach widac,
7e zmiana zaburzenia nawet o 5 rzedow wielkosci (z o; = 1071° do o; = 107°)
powoduje nieznaczng zmiang pierwiastka x; (btad wzgledny zmienit si¢ z wartosci
1,3011-107*3 na 3,8192- 1071 i jest wlasciwie taki sam jak w przypadku
wyznaczania pierwiastka wielomianu niezaburzonego — tabela 6.10), natomiast
dla pierwiastka x5 blad wzgledny zmienia si¢ z 2,2449 - 107° na 5,1615 - 1072,
podczas gdy przy obliczeniach z wielomianu niezaburzonego wynosit 1,79 - 1078,

2. Jesli zaburzenie dotyczy wspotczynnika przy x, to jest opisane przez og(x) = ox
1 odpowiednie wspotczynniki K wynosza

__9G) _ X
K== = T

Jj#i
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— _ 1 _ .10-11
Ky = (1-2)(1-3)..(1-15) 1,1471-1077%,
15

T as-1(15-2)..(15-14)

Kis = —1,7206- 10710,
Wartos$ci wspotczynnikow K; 1 K5 wskazuja, Ze oba pierwiastki x; i X;5 sg mato
wrazliwe na zmiany wspotczynnika a; (sg dobrze uwarunkowane).

3. Ponownie wprowadzmy do wspdlczynnika a;, zaburzenie o; = 10710,
Rozwazmy dwa skrajne pierwiastki x; =1 i xq5 = 15. Wyznaczmy dla nich
oszacowanie bigdu bezwzglednego wywolanego zaburzeniem z zalezno$ci
(6.41):

10—10 . 114- 10—10 . 1514-
ST P/(15)]
Z tabeli 6.11 odczytujemy catkowite btedy bezwzgledne 1,3 - 1072313 - 1075 od-
powiednio, podczas gdy przy obliczeniach z niezaburzonych wspotczynnikoéw
wynosity one 1,3-10713 i 3-1077. Przy zaburzeniu g; = 1071° zmiany pier-

wiastkow sg wigc niewielkie.

=1,1470-107%1, A5 =~ = 3,3486-1075. (6.44)

Tabela 6.11. Pierwiastki wielomianu z zaburzonym wspolczynnikiem a4
o warto$¢ o, = 10710

1,000000000000130 5,999999610252106 11,00044704333125
1,999999999991920 7,000003275663333 11,99945540553272
3,000000000178619 7,999979797751623 13,00041530798098
3,999999997033527 9,000085097570430 13,99982015336151
5,000000037768315 9,999760599918055 15,00003367376527

Jak wida¢ w powyzszej tabeli pierwiastki ulegly zmianie w niewielkim stopniu.
Mozna takze zaobserwowac, ze pierwiastki o wigkszym module sg bardziej wraz-
liwe na zmiany wspotczynnikow wielomianu.

Teraz wprowadzmy do wspétczynnika a, 4 zaburzenie 0; = 10~°. Rozwazmy dwa
skrajne pierwiastki x; = 1 1 xq5 = 15. Wyznaczmy dla nich oszacowanie bledu
z zaleznosci (6.41):

A 1075114 1075151
L EY] |P’(15)]
Wartosci te zgadzajg si¢ z danymi podanymi w tabeli 6.12.

=1,1470-107%1, A5~ =3,3486. (6.45)
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Tabela 6.12. Pierwiastki wielomianu z zaburzonym wspolczynnikiem a4
o warto$¢ o; = 107>

0,9999999999999618 5,982864222364555 11,2814126882532 -

2,127109368267351j

1,999999999978124 7,248220442633894 - 11,2814126882532 +

0,3005981537291766j 2,127109368267351j

3,000000049695138 7,248220442633894 + 14,1501903395076-

0,3005981537291766j 1,835664246386915j

3,999988797733152 8,94129207708574 - 14,1501903395076+

1,345216085825933; 1,835664246386915j

5,000702553458658 8,94129207708574 + 15,77422328180954
1,345216085825933;

Zaburzenie miejsca zerowego jest pie¢ rzgdow wielkosci wigksze od zaburzenia
pojedynczego wspotczynnika. W rzeczywistosci miejsca zerowe tak zaburzonego
wielomianu staja si¢ nawet zespolone (tabela 6.12).

Sytuacja komplikuje si¢ dodatkowo, jesli na skutek zaburzenia pierwiastki zblizaja
si¢ do siebie. O dalszych zmianach bgda wtedy decydowaly wyzsze pochodne
dka(a)
dok
glos¢ od ,,sasiadow” jest mniejsza od ich modutow.

Przyklad 6.7

. Dotyczy to przede wszystkim tych pierwiastkow, dla ktorych odle-
=0

Rozwazmy wielomian

P(x) = 135660x* — 255877x3 — 2390x? + 232088x
— 109440 =

(6.46)
= 17-19-20-21<x+§><x—g><x—g>(x—2>.
21 17 19 20
Zdefiniujmy dwa ,,stabo” zaburzone wielomiany
P;(x) = P(x) — 0,1 = 135660x* — 255877x3 — 2390x2 + (6.47)
+232088x — 109440,1,
Py(x) = P(x) + 0,1 = 135660x* — 255877x3 — 2390x2 + (6.48)

+232088x — 109439,9.

Wielomiany P, (x) i P,(x) mogg by¢ okreslone jako ,,stabo” zaburzone poniewaz
wzgledna zmiana wspolczynnika a, jest mniejszaniz 1076, W tabeli 6.13 zamiesz-
czono wyznaczone pierwiastki wielomiandéw P; (x) i P, (x).
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Tabela 6.13. Pierwiastki wiclomianow (6.46) — (6.48)

P(x) Py (x) P, (x)
-0,9523809523809523 -0,9523808446660023 -0,9523810600958650
0,9411764705882353 0,950361390079782 + 0,942135368071371 +

0,0056291690812024/ 0,0053667563451038;
0,9473684210526315 0,950361390079782 - 0,942135368071371 -
0,0056291690812024/ 0,0053667563451038;
0,9500000000000000 0,9378220037663492 0,9542742632130336

Zamieszczony przyktad potwierdza, Ze najbardziej wrazliwe na zmiany wspol-
czynnikéw wielomianu sg pierwiastki, ktore leza blisko siebie (odlegto$¢ migdzy
nimi jest mniejsza niz ich moduty). W zaburzonych wielomianach P; (x) i P,(x)
dwa z bliskich sobie pierwiastkow rozszczepily si¢ na pierwiastki zespolone
(wiersz trzeci 1 czwarty w tabeli 6.13). Pierwiastek o wartosci ujemnej, ktorego
odlegtos¢ od pozostatych pierwiastkow jest ,,duza” (wieksza niz jego modut) zmie-
nia si¢ nieznacznie (blad wzgledny mniejszy niz 0,00002%).

6.10. Uklady rownan nieliniowych

Uktad n réwnan nieliniowych z n niewiadomymi mozna zapisa¢ w postaci skalarnej:

fi(x1, %2, ..., xy) =0, i=1,...,n, (6.49)
lub macierzowe;j:
X1 ()
Fo =0,  x=|[7|, F®=lﬁpl (6.50)
xn f0)

Podobnie jak w przypadku pojedynczego rownania rozwigzaniem bgdzie dowolny,
rzeczywisty wektor X™ spelniajacy rownanie.
Jezeli rownanie (6.50) mozna zapisa¢ w rownowaznej formie:

X1 910
¢ =x x =2 60)= 920, 6.51)
*n In Q)

to mozna zastosowa¢ do niego metode iteracji prostej. Metoda opiera si¢ na
twierdzeniu o punkcie stalym, ktére przy powyzszych oznaczeniach mozna sfor-
mutowac:
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Twierdzenie 6.3 (o punkcie statym, Kincaid, Cheney, 2006)

Jezeli funkcje g; sa ciagle 1 istnieje liczba 0 < ¢ < 1, taka ze dla kazdych X,Y
zachodzi

16O =Ml < cllX =Y, (6.52)

to istnieje doktadnie jedno rozwigzanie X* rownania G(X) = X. Iteracje X;,, =
G (X;) zbiegaja do X* dla dowolnych warunkéw poczatkowych X, a btad po i
iteracjach spetnia nier6wnosc:

1X* = Xill < 7= 11X; = Xl (6:53)

Jest to znane twierdzenie Banacha o punkcie statym odwzorowania zwezajacego
(ktore obowiazuje w przestrzeniach metrycznych zupetnych, a tu zostalo podane
w wersji ograniczonej do przestrzeni R", ktéra jest przestrzenig metryczng
zupetng) i jego dowdd mozna znalez¢ w wielu podrecznikach®.

Zbiezno$¢ metody iteracji prostej jest liniowa, ze stala asymptotyczng btedu c.
Jezeli wyjsciowym rownaniem jest rdwnanie (6.50) to istnieje wiele sposobow
zbudowania rownowaznego rownania w postaci (6.51). W szczego6lnosci moze to
by¢ kazde rownanie

X=GX)=X—-AF(x), (6.54)

w ktorym A jest nieosobliwg macierza kwadratowa. Przez doboér macierzy A
mozna wptywac na zbiezno$¢ iteracji.

6.11. Metoda Newtona-Raphsona dla ukladéw rownan

Rozwinigcie w szereg Taylora i liniowe przyblizenie nieliniowego odwzorowania
istniejg nie tylko w przypadku jednowymiarowym, kiedy funkcja f(x) odwzoro-
wuje przestrzen R w R, ale i w przypadku wielowymiarowym, kiedy F(X)
odwzorowuje przestrzen R™ w R™. Odpowiednikiem wzoru (6.9) w przypadku
wielowymiarowym jest
0=FX)=FX)+F X)X —=X;)+
| X = X)TH (X)X — X)
o : + -, (6.55)
X" = X)TH, (X)X — X))

¢ Wigcej informacji np. w ksigzce Andrzej Granas, James Dugundji, Fixed Point Theory (2003)
Springer-Verlag.
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gdzie F'(X) oznacza macierz pierwszych pochodnych (macierz Jacobiego)

(01 (%1, s X)) Of1(%q, ey X) 0f1(%1, ey X))
Jdxq dx, 0x,
0f2(x1, ., %) 0f2 (%1, o0, X)) 0f2 (%1, .., Xn)
FX =" ox ox; o | (656)
oGy, o) BfaCn %) OfuXy, o) )
dxq dx, 0x,

a Hy (X) macierz drugich pochodnych funkgji fi (x4, X5, ..., X,,) (macierz Hessego):

0% fic (o1, v, %) 0% fi (g, oev, ) 0% fie (X1, e, %)
dx? 0x,0%, 0x,0x,
asz(xl,...,xn) asz(xl,...,xn) asz(xl,...,xn)
He(X) = 0x,0x, dx2 0x,0x, (6.57)

0% fie (%1, ey Xn) 0% fi Ox1, oes Xn)

0% fi (%1, oo\ X))

0x,0x, 0x,0x, d0x?

Jezeli zignorujemy sktadniki zawierajace pochodne rzgdu wyzszego niz 1, to
otrzymamy liniowe przyblizenie réwnania (6.55), ktérego rozwigzaniem bedzie
kolejne przyblizenie rozwigzania doktadnego:

0=FX;) + F (X)) (Xip1 — Xp). (6.58)

Rozwiazanie tego rownania mozna zapisa¢ w postaci odpowiadajacej skalarnemu
wzorowi opisujacemu iteracje metody Newtona-Raphsona:

Xiv1 =X — [F' XD F (XD, (6.59)

ale wykonujac kolejne iteracje nie odwracamy macierzy pochodnych F'(X;), ale
rozwigzujemy, najczesciej metoda eliminacji Gaussa, wzgledem D; 1 == X;11 — X;
réwnanie:

F'(X)Diy1 = —F(X;) (6.60)
1 obliczamy

Xiv1 =X + Diyq. (6.61)

Metoda Newtona-Raphsona w przypadku uktadow rownan jest wigc dos¢ kosz-
towna obliczeniowo — wymaga rozwigzania uktadu n rownan liniowych w kazdej
iteracji oraz wezesniejszego wyznaczenia wspotczynnikow tych rownan, do czego
jest potrzebne obliczenie wartosci pochodnych czastkowych. Istniejg warianty
metody Newtona-Raphsona, w ktorych macierz F'(X;) jest modyfikowana co
kilka iteracji.
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Metoda Newtona-Raphsona w przypadku ukladow rownan jest takze zbiezna
lokalnie i kwadratowo w tym sensie, ze ||X* — X;,4 || jest (z grubsza) proporcjo-
nalne do ||X* — X;|%.

6.12. Metoda Broydena

W pierwszej metodzie Broydena obliczamy X;,, analogicznie jak w metodzie
Newtona-Raphsona:

JiDiy1 = —F(Xy), Xiy1 =X; + Diyq, (6.62)

ale zamiast Jakobianu F'(X;) uzywane jest jego iteracyjnie poprawiane przybli-
zenie
1
Jirin=Jitsrp—

i+1Di+1

[F(Xi41) — F(X;) — JiDi111D{, 1. (6.63)

Metoda wymaga poczatkowego przyblizenia Jakobianu J,.

W drugiej metodzie Broydena, zeby uniknaé¢ rozwigzywania uktadu réwnan linio-
wych w kazdej iteracji, uzywa si¢ przyblizenia odwrotnosci Jakobianu:
Xiv1 =X — B F(Xy),
Di+1 = Xi+1 _Xi7 (664)
1

Dl 1 Bi[F(Xi+1) — F(X))]

Biyy =B + [Diy1 — Bi(F(Xi+1) — F(X;))1D{, 1 B;

Metoda wymaga poczatkowego przyblizenia odwrotno$ci Jakobianu By.

Obie metody Broydena sg zbiezne lokalnie, super-liniowo (1 < p < 2). W obu tez
znajomos$¢ dobrych przyblizen poczatkowych Jakobianu Iub jego odwrotnoséci ma
decydujace znaczenie.

Przyklad 6.8
Rozwazmy uktad rownan
filx, y)2= Xy —x+y+3=0 (6.65)
frlx,y)=x*+2x+y-—2y—15=0.
Doktadnym rozwigzaniem uktadu réwnan (6.65) jest para liczby x = 0,y = —3.

Do rozwigzania uktadu réwnan (6.65) zostaly zastosowane trzy metody: iteracji
prostej, Newtona-Raphsona oraz druga metoda Broydena.
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Wyniki kolejnych iteracji zostaly przedstawione w tabeli 6.15 oraz na rysunku

6.19.
Tabela 6.15. Warto$ci normy btedu ||e;|| = /(x; — x)% + (y; — y)? w kolejnych
iteracjach
i metoda iteracji prostej metoda Newtona metoda Broydena
Raphsona
0 0,500000000000000 0,500000000000000 0,500000000000000
1 0,203049255108213 0,030417628009613 0,030417628009613
2 0,134918896620933 0,000129524401242 0,002036710419999
3 0,088628047418504 0,000000002372461 0,000010239495889
4 0,057661675202227 0,000000000000000 0,000000263433444
5 0,037365661237009 0,000000000000000 0,000000004803276
A
10° ¢
=
Q\
\ .
\\O .
10° )
\.
S,
\0
= N
= o) Q
\ \
10710 f \ \
\ \
\ Q
\ \
\ N
10715 | \ \
b o— - 0— 0
Yo--—0
1 1 1 —
2 4 6 10

numer iteracji i

Rys. 6.19. Wykres normy bledu ||e;]| = /(x; — x)2 + (y; — y)? dla trzech metod: linia
ciggta — metoda iteracji prostej, kreskowa — metoda Newtona Raphsona, kropka-kreska —
metoda Broydena
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6.13. Rozwigzywanie ukladéw réwnan nieliniowych droga
minimalizacji

Punkt X™*, ktory jest rozwigzaniem réwnania F (X) = 0 jest jednoczes$nie punktem
minimum skalarnej funkcji

g(X) = FT(XOF(X) = Zfiz(xl, ). (6.66)
i=1

Istnieje wiele iteracyjnych metod poszukiwania minimum funkcji wielu zmien-
nych. Jedne z nich wykorzystuja pochodne funkcji g(X) (metody: gradientu
prostego, najszybszego spadku, gradientu sprz¢zonego, Newtona-Raphsona,
Marquardta), innym wystarcza obliczanie warto$ci g(X) (metody: Rosenbrocka,
Hooke’a-Jeeves’a, simpleks, Neldera i Meada, ztotego podziatu, interpolacyjne).
Odregbng grupg stanowia algorytmy ewolucyjne, ktore sa odmiang poszukiwania
stochastycznego. Poszukiwanie minimum jest szczegdlnie skuteczne, jesli mini-
mum to jest jedyne i funkcja g(X), przynajmniej w okolicy minimum, jest wypu-
kta, czego wystarczajagcym warunkiem jest by jej hesjan byt dodatnio okreslony.

Przyklad 6.9

Rozwazmy ponownie uktad rownan (6.65) z przyktadu 6.8. Zdefiniujmy funkcje
g(X) = g(x,y) zgodnie ze wzorem (6.66):

g, y) =@y —x+y+3)?%2+ x*+2x+y2-2y—15)2%  (6.67)

ktoérg przedstawiono na rysunku 6.20. Do poszukiwania minimum funkcji (6.67)
uzyto metody Hooke’a-Jeeves’a.

:Z%

-3 B

-3,1

-3,2

-3.3r

0,2 3 31 -32 33 34 >
; y 2,9 ; , >
27 2,8 -0,2 -0,1 0 0,1 0

Rys. 6.20. Wykres funkcji g(X) (a) oraz jej poziomic (b), z6tta kropka — punkt startowy,
czerwona — rozwigzanie doktadne, czarne — wynik kolejnych iteracji
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6.14. Iteracyjne metody rozwigzywania ukladéw rownan liniowych

Metody iteracyjne mogg by¢ takze stosowane w przypadku uktadu rownan linio-
wych rozwazanych w rozdziale drugim, czyli

Ax = b. (6.68)
Metody opierajg si¢ na twierdzeniu, ze cigg okreslony rownaniem iteracyjnym
Xiz1 = Mx; +w (6.69)

przy dowolnym wektorze x jest zbiezny do jedynego punktu granicznego x, spet-
niajgcego rownanie

X, =Mx,+w (6.70)
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz M spelnia warunek
Amax(M) < 1, (6.71)

gdzie M jest pewna macierzg kwadratowa, a w — wektorem.
Dla réwnania (6.68) réwnanie iteracyjne (6.69) jest okreslone wzorem
Xiy1 = (I - NA)x; + Nb, (6.72)

gdzie macierz pomocnicza N jest wybierana w sposob zapewniajacy spetnienie
warunku (6.71), czyli

Anax(1 - NA) < 1. (6.73)
Wzér iteracyjny (6.72) okresla catg rodzing metod iteracyjnych do ktdrej naleza
na przyktad:
e Metoda Jacobiego, w ktorej rownanie iteracji ma postac:
Xjy1 = —D"Y(L+ U)x; + Db, (6.74)
e Metoda Gaussa-Seidela, w ktorej rownanie iteracji ma postac:
Xis1 =—(D + L) *Ux; + (D + L) b, (6.75)

e Metoda nadrelaksacji, ktora jest zmodyfikowang metodg Gaussa-Seidla
o rdwnaniu

xip1=0—w)x;—wD+ L) Wx; +0o@D@+L)h 1<w<2, (6.76)

gdzie macierze: D — diagonalna, L — macierz trojkatna dolna z zerami na gtowne;j
przekatnej, U — macierz trojkatna gorna z zerami na gtéwnej przekatnej spetniajg
rOwnanie

A=L+D+U. (6.77)
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Powyzsze metody wymagaja wstepnej zmiany kolejnosci rownan w taki sposob,
aby na diagonali macierzy A znajdowaly si¢ tylko elementy niezerowe.

Odrebna klase stanowa metody:
e Metoda najszybszego spadku okreslona wzorem

(b—Ax)T (b-Axy)
(b—Axy)TA(b—Axy)
e Metoda najmniejszego residuum

Xip1 = X + (b — Axy), (6.78)

(b — Ax )TAT (b — Axy)
(b - Axk)TATA(b — Axk)

Dla duzych uktadéw réwnan naktad obliczen metod iteracyjnych jest na ogot
znacznie wigkszy niz dla metod przedstawionych w rozdziale drugim. Jednak
w przypadku uktadow réownan, w ktorych macierz A jest tak zwana macierza
rzadka (duza liczba — np. 95% zerowych elementéw macierzy) metody iteracyjne
mogg stanowi¢ alternatyweg dla metod klasycznych z rozdziatu drugiego. Duze
uktady réwnan z macierzami rzadkimi wyst¢puja w analizie wielu probleméw
technicznych, takich jak: badanie sieci elektrycznych, modele systemow ekono-
micznych, zjawisko dyfuzji, promieniowania, elastycznosci itp. oraz w numerycz-
nych metodach rozwigzywania réwnan rézniczkowych czastkowych.

Xip1 = X + (b — Axy). (6.79)
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7. Pierwiastki wielomianow

7.1. Operacje na wielomianach

Z zasadniczego twierdzenia algebry (dodatek D1) wynika, ze wielomian P (x)
stopnia n > 0, o rzeczywistych wspotczynnikach ma n pierwiastkow, czyli
liczb spetniajacych réwnanie P(x) = 0. Pierwiastki moga by¢ pojedyncze lub
wielokrotne. Suma krotnosci wszystkich pierwiastkoéw jest rowna stopniowi
wielomianu. Pierwiastki wielomianu o rzeczywistych wspotczynnikach moga by¢
rzeczywiste lub zespolone parami sprz¢zone.

Problem numerycznego wyznaczania pierwiastkow wielomianu polega na obli-
czeniu wszystkich pierwiastkow wielomianu P(x). Jest to wigc nieco inne
zagadnienie niz rozwigzywanie roéwnania nieliniowego, gdzie byl poszuki-
wany jeden, rzeczywisty pierwiastek, ale takze rozwigzuje si¢ je metodami itera-
cyjnymi.

Obok obliczania wartosci wielomianu, co bylo oméwione w rozdziale 3, do
wyznaczania pierwiastkow wielomianu bgda uzywane operacje wyznaczania
pochodnej wielomianu i dzielenia wielomianu przez wielomian. Schemat Hornera
omoéwiony w rozdziale 3 jest przydatny takze w tych zadaniach. Metoda opiera si¢
na przedstawieniu wielomianu w postaci

P(x) = apx™ 4+ ap_x" 1+ -+ ax* + a;x + ag =

.1
(( ((@nx + an-1)x + an_z)x + -+ ay)x + al) x + ag, 7.1
czyli warto$¢ P(x) mozna obliczy¢ za pomocg wzoru rekurencyjnego
bn = Qp,
bp_1 = ap_1 + byx,
(7.2)

bo =y + blx = P(x)

Schemat obliczania warto$ci pochodnej mozna przesledzi¢ na przykladzie wielo-
mianu sze$ciennego. Pochodna wielomianu moze by¢ przedstawiona, po wykorzy-
staniu praw rozniczkowania iloczynu, w nastgpujacy sposob:
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d
P'(x) = a(a3x3 + +ax? + a;x + ay) =
d
= o [((a3x +a,)x + al)x + ao] =

= [;_x ((asx + ax)x + al)] x+ ((asx+a)x+a;) = (7.3)

d
= [[a (azx + az)] x + (azx + az)] x + ((a3x +ay)x + al) —

= [[as]x + (asx + ax)]x + ((asx + ax)x + ay).

Zgodnie z (7.2), warto$¢ pochodnej P'(x) wielomianu w punkcie x mozna obli-
czy¢ wyznaczajac kolejno wartosci: b, = asx + a,, by = byx + a; = (azx +
a,)x + ay, aw koncu (dla wielomianu sze$ciennego):

P'(x) = [[b3]x + bz]x + b;. (7.4)

Warto$¢ wielomianu P(x) i pochodnej P'(x) w tym samym punkcie x mogg by¢
obliczane we wspolnym schemacie rekurencyjnym:

dn = bn = an,

bi =a; + bl-+1x, di = bi + di+1x9

(7.5)
bl = aq + bzx, dl = bl + dzx = P,(x),
bO = Qy + blx = P(x)
Dzielenie wielomianu przez czynnik liniowy mozna opisa¢ wzorami:
P(x) = apx"+ a1 x" 1+t ax+ay =
= (x - Zo)(bn_lxn_l + bn_zxn_z + -+ blx + bo) + R(Zo), (76)

b, =0, by =ars1+2zobrs1, k=n—-1,n-2,..,0,
R(Zo) = ao + Zobo.

Podobne wzory mozna wyprowadzi¢ dla dzielenia przez wielomian wyzszego
stopnia. Przy dzieleniu przez trojmian kwadratowy mamy:

P(x) = apx™+ a1 x" 1+ -4+ ax+ay =

=2 +1rx+q)(bp_px" 2+ by_3x™ 3+ -+ bix + by) +
+A(r,q)x + B(1,q), (1.7)
by =by1=0, by = Q42 = Tbry1 — qbgsas
k=n—-2,n-3,..,0,
A(r,q) = a; —rby — qby, B(r,q) = ag — qby.
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7.2. Deflacja

Jezeli zostal znaleziony rzeczywisty pierwiastek z, wielomianu P(x), to zgodnie
z twierdzeniem Bézouta (dodatek D1) wielomian dzieli si¢ bez reszty przez czyn-
nik liniowy x — z,. Jezeli znaleziono pierwiastek zespolony z; = p + jq, to dru-
gim pierwiastkiem wielomianu jest z, = p — jq 1 wielomian dzieli si¢ bez reszty
przez trojmian kwadratowy (x —z)(x—z) =G —-p—jgo)(x—p+jq) =
x2 4+ (=2p)x + (p? + q?). Takie dzielenie, czyli obliczenie wspotczynnikéw

P(x) _ P(x)
xX—2, lub Py (x) = x2+(=2p)x+(p?+q?)

Wykona¢ ja mozna, korzystajac ze wzorow (7.6) lub (7.7). Kolejnych pierwiast-
kow
wielomianu P (x) poszukuje si¢, wyznaczajac pierwiastki wielomianu Py (x).

wielomianu P;(x) = nazywa si¢ deflacja.

Korzysci z przeprowadzenia deflacji sa oczywiste. Znaleziony pierwiastek (pier-
wiastki) usunieto z wielomianu P; (x), nie ma wiec niebezpieczenstwa ponow-
nego, przypadkowego trafienia do niego. Wielomian P; (x) jest stopnia o 1 lub
2 mniejszego od wielomianu P(x), wigc poszukiwania kolejnych pierwiastkow
beda prostsze.

Niestety, deflacja jest takze zrodlem dodatkowych bledow. Jezeli pierwiastek wie-
lomianu P(x) zostal wyznaczony metoda iteracyjng, do przeprowadzenia deflacji
nie dysponujemy doktadng wartoscig pierwiastka, a jedynie jej przyblizeniem.
Wspotczynniki wielomianu P; (x) otrzymanego po deflacji beda wigc obarczone
btgdem zaokraglen. Jak pokazano w rozdziale 6, uwarunkowanie pierwiastkow
wielomianu przy zmianach jego wspotczynnikéw moze by¢ bardzo zte. Kazde wy-
konanie deflacji wprowadza dodatkowy btad zaokraglen, ktory bedzie kumulowat
si¢ w bledach kolejno wyznaczanych pierwiastkow.

Istnieja rozne sposoby zmniejszania niekorzystnego wplywu deflacji na btad wy-
znaczonych pierwiastkow. Pierwiastki, ktore powinny by¢ wyznaczone najdoktad-
niej, powinny by¢ obliczane jako pierwsze. Mozna na przyktad stara¢ si¢ wyzna-
cza¢ pierwiastki w kolejnosci rosngcych modutéw. Mozna tez pierwiastki
obliczone z uzyciem deflacji traktowac jak przyblizenia poczatkowe do kolejnego
procesu iteracyjnego, przeprowadzonego juz na catym wielomianie wyj$ciowym
P(x). Proces bywa nazywany ,wygladzaniem pierwiastkow” (ang. roots
polishing). Istniejg tez specjalne metody pozwalajace unikna¢ deflacji, a zabezpie-
czy¢ si¢ przed ponownym znajdowaniem tego samego pierwiastka.

7.3. Metoda Newtona-Raphsona i jej warianty

Zgodnie z metoda Newtona-Raphsona poszukujemy pierwiastka wielomianu
P(x), iterujac zgodnie z rownaniem
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P(x;)
L

Do obliczenia warto$ci wielomianu i pochodnej mozna uzy¢ schematu (7.5). Jezeli
przyblizenie poczatkowe x, jest liczba rzeczywista, to iteracje (7.8), jesli
beda zbiezne, to do rzeczywistego pierwiastka. Trzeba nastepnie przeprowadzi¢
deflacje wedlug wzoru (7.6) i kontynuowa¢ obliczenia dla wielomianu stopnia
o 1 mniejszego.

(7.8)

Jezeli chcemy wyznaczy¢ zespolony pierwiastek, to przyblizenie poczatkowe x,
musi by¢ liczbg zespolona. Jezeli iteracje (7.8) beda zbiezne do zespolonego pier-
wiastka, to trzeba przeprowadzi¢ deflacje zgodnie ze wzorem (7.7) i kontynuowac
obliczenia dla wielomianu stopnia o 2 mniejszego.

Dystans do poszukiwanego pierwiastka na plaszczyznie zespolonej pozwala oce-
ni¢ twierdzenie 7.1.

Twierdzenie 7.1 (o szacowaniu pierwiastkow wielomianu — Kincaid,
Cheney, 2006):

Jezeli x; 1 x;;1 s kolejnymi przyblizeniami pierwiastka wielomianu P (x)
stopnia n wyznaczonymi metoda Newtona-Raphsona, to istnieje pierwia-
stek tego wielomianu lezacy na ptaszczyznie zespolonej w odleglosci od x;
nie przekraczajacej n|x; — x|

Metoda Newtona-Raphsona jest zbiezna kwadratowo (dla pojedynczych pier-
wiastkow) ale lokalnie. Przy poszukiwaniu zespolonych zer wielomiandéw ta
lokalna zbiezno$¢ jest catkiem skomplikowanym zjawiskiem, jak pokazano
w przyktadzie 7.1.

Przyklad 7.1

Rozwazmy dwa réwnania wielomianowe

x3—-1=0, (7.9)
x5 —1=0. (7.10)
Miejscami zerowymi rownania (7.9) s3 z; = 1, z,3 = —0,5 * ~ J» a rownania

(7.10) z; = 1, 2,5 ~ 0,3090 + 0,9511j, z, 5 ~ —0,8090 + 0,5878.

Zbiorem przyciaggania danego pierwiastka z, bedziemy nazywali zbior takich war-
tosci poczatkowych x, dla ktorych metoda Newtona, okreslona zaleznoscig (7.8),
jest zbiezna do pierwiastka z,. Na rysunku 7.1 i 7.2 pokazano na ptaszczyznie
zespolonej zbiory przyciaggania dla wszystkich pierwiastkow rownan (7.9) i (7.10).
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1,5

0,5

-

-2
-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 0] 1,5 2

Rys. 7.1. Zbiory przyciagania pierwiastkow rownania (7.9): czerwony — pierwiastek z;,
niebieski — pierwiastek z,, zielony — pierwiastek z;
2

-2
-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2

Rys. 7.2. Zbiory przyciagania pierwiastkow rownania (7.10): czerwony — pierwiastek z;,
70lty — pierwiastek z,, zielony — pierwiastek z3, jasno niebieski — pierwiastek z,, niebie-
ski — pierwiastek zg
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Na rysunku 7.2 czarny obszar oznacza zbior warunkoéw poczatkowych, dla ktorych
metoda Newtona nie osiggneta zadnego pierwiastka po zatozonej maksymalnej
liczbie iteracji przy zalozonej doktadnos$ci. Zbior punktéw poczatkowych, dla kto-
rych metoda Newtona-Raphsona nie jest zbiezna jest nazywany zbiorem Julii wie-
lomianu P(x) od nazwiska matematyka, ktory opisat go na poczatku XX wieku.
Jezeli wszystkie pierwiastki sg pojedyncze, to ich zbiory przyciggania sg otwarte,
a zbior Julii sktada si¢ z brzegéow zbiorow przyciagania. Dla obu rownan zbiory
przyciagania tworzg ztozong strukture nazywang fraktalem (obiekt samopodobny).
Na dowolnie powickszonym fragmencie fraktala zawierajacym fragmenty
co najmniej dwoch zbiorow przyciagania widzimy fraktal o tej samej strukturze.
O skomplikowanej strukturze sasiedztwa zbioréw przyciagania §wiadczy fakt, ze
kazdy punkt brzegowy zbioru przyciagania z rysunku 7.1 jest jednoczesnie punk-
tem brzegowym trzech innych zbioroéw przyciagania.

Metoda Maehly’ego jest modyfikacjg metody Newtona, pozwalajaca na uniknie-
cie niekorzystnych skutkow deflacji.

Jezeli w pierwszym etapie iteracje (7.8) doprowadzily do wyznaczenia pierwiastka

z,, zamiast obliczy¢ poprzez deflacje wspotczynniki wielomianu P; (x) = j(z)
41
1 poszukiwa¢ kolejnego pierwiastka, iterujac zgodnie z réwnaniem Xx;.q =
_ Pi(x) . .
T Gy nalezy skorzysta¢ ze wzoru
P'(x)  P(x)
Pi(x) = - 7.11
1(x) X — 24 (x _ 21)2 ( )
1 kolejnego pierwiastka poszukiwaé poprzez iteracje:
e =3 Py(x;) o P(x;)
LT PG Y prix) — PG (7.12)
Yooxi—

Wzor (7.12) jest bardziej ztozony od wzoru (7.8), ale wystepuja w nim tylko
wspotczynniki wielomianu wyj$ciowego P(x).

Jezeli zostaly znalezione pierwiastki zy, ..., Zx, to z uwagi na to, ze
d P(x)
dx (x—21) . (x—2)
~ P'(x) P(x) S

T (x—2zy) .. (x —2x) - (x—2z9) ...(x—zk)j=1x—zj

(7.13)
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kolejny pierwiastek bedzie wyznaczany w iteracjach:

P(x;)
(i —z1) .. (x — z)

P'(x;) _ P(x;) ’ 1
Gim )= iz Gima) f, %

P(x;)

m .
1
P’ (x;) — P(x;) E %=z
j=1

Za podobng do metody Maehly’ego mozna uzna¢ metod¢ Abertha-Ehrlicha,
w ktorej rozwigzuje sig¢ iteracyjnie uktad rownan

Fr(x) =

Xi+1 = X —

(7.14)

=xi_

P(x)

(x=2z1)(x—2Z}—1)(X—Z}41)-.(x—27) =

k=1,..,n,

0, (7.15)

przy czym rozwigzaniem k-tego rownania jest pierwiastek ziwielomianu P(x).
Zastosowanie iteracji newtonowskich do kazdego z tych rownan daje proces
iteracyjny

Fk(x:(f)) o _ P(xl(f))

:xk 7
P (xf2)-2(<f") g o (7.16)
j=1"k 7%j
J#*

gdzie (i) oznacza numer iteracji, a ciag x,(ci) zbiega do pierwiastka zj,. Jezeli pier-
wiastek zostanie zastapiony w (7.16) aktualnym przyblizeniem otrzymamy sche-
mat iteracyjny, ktory mozna realizowaé dla wyznaczenia wszystkich jednoczesnie:

(+1) _ @D
X TEX T

0D = O Fk(xz({_))) =20 - P(”) _ ,
Fli(xt
k() P (xO)-p(x) g S (7.17)
el

gdzie k = 1, ..., n oznacza numer pierwiastka, a (i) = 0,1,2,3, ... numer iteracji.

Metoda Bairstowa poszukuje wspotczynnikow trojmianu kwadratowego x2 + rx + q,
ktory dzieli wielomian P(x) bez reszty. Pierwiastki takiego trojmianu beda wtedy
jednoczesnie pierwiastkami wielomianu P (x). Zgodnie ze wzorami (7.7) musimy
rozwiaza¢ uktad dwoch réwnan z dwiema niewiadomymi 7, q:

A(r,q) =ay —rby — qb; = 0,

7.18
B(r,q) = ao — qbo = 0. (7.18)
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Ten uktad rownan mozna rozwigza¢ metoda Newtona-Raphsona. Zgodnie z wzo-
rami (6.34), (6.35) nalezy przeprowadzi¢ nastepujace iteracje:

0A(r,q) 0A(r,q)
or aq [Di+1,1] _ [A(Ti. Qi)]
9B(r,q) 0B(r,9) Diy12l  |B(ri,q))
or aq 1T=Ti (7.19)

Tiv1] _ [T Di+1,1]
Qi+1] B [Qi] * [Di+1,2 .
Wzory (7.7) mozna wykorzysta¢ do obliczenia pochodnych czgstkowych i rozwia-

za¢ rdwnania (7.19), odwracajac macierz Jacobiego. W efekcie otrzymuje si¢ kom-
pletny schemat iteracji:

bp =bn_1 =0, by = Qs = Tibks1 — qibi+2,
k=n-2,n-3..,0,

A(ri,q;) = ay — 1ibo — q;b1, B(r;,q;) = ao — qibo,

dp-1 =dp2 =0, dx = bg+1 — 1idg+1 — Qidy+2, (7.20)
k=n-3,n-4,..,0-1,

o] (7] _[ d_y do ]_1[A(Ti'Qi)
Gi+1d 1@l |=qidy d_y +1do]  [B(ry,q))
Wszystkie metody wykorzystujace iteracje Newtona-Raphsona charakteryzuja sie
kwadratowa (dla pojedynczych pierwiastkéw), ale lokalng zbieznoscia. Ta lokalna
zbiezno$¢ moze mie¢ bardzo ztozony charakter, jak pokazano w przyktadach 7.1
17.2,1 mogg wystgpowac rozne osobliwosci poszczegdlnych metod. Na przyktad
metoda Bairstowa moze by¢ niestabilna dla wielomianéw nieparzystego stopnia
majacych tylko jeden pierwiastek rzeczywisty.

Metoda Laguerre’a wykorzystuje schemat iteracyjny:

n
Xiy1 = X; — ’ 21
T A+ /- DB - 49) (7.21)
gdzie
’ r 2 17
_ P'(xp) _ (P Tx)\" P (xp)
A= P(x;)’ - (P(xo) P(x;)

Znak w mianowniku wyrazenia (7.21) wybieramy w taki sposéb, zeby wartos§¢
bezwzgledna mianownika byla jak najwigksza. Konieczna jest znajomos$¢ drugiej
pochodnej, ktorg trzeba oblicza¢ w kazdej iteracji.
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7.4. Inne podejscia do wyznaczania pierwiastkow wielomianow

Metody iteracyjne przedstawione w poprzednim rozdziale wymagaty
w kazdym kroku wyznaczenia pochodnej wielomianu. Istniejg metody iteracyjne
wymagajace informacji wylacznie o warto$ci wielomianu. Niektére z tych
metod to:

e Metoda Duranda-Kernera (pierwszy raz podana przez Weierstrassa i ponow-
nie odkryta w XX wieku niezaleznie przez Duranda i Kernera) wykorzystuje
przedstawienie wielomianu w postaci iloczynowe;j

P(x)=(x—2y)..(x —z,). (7.22)
Pierwiastek z;, wielomianu P (x) mozna obliczy¢ jako

Z =X — P) k=1,..n (7.23)

(x=21)..(x=2zg—1) (X =Zg41) .. (x—2p)’

Uktad réwnan (7.23) mozna rozwiazywaé metoda iteracji prostej, wedlug
rownan

28 =20 —w®, (7.24)
gdzie ‘
W _ p (Z;(cl))
k n , .
o _ 0 7.25
Hj=1(zkl _Zfl) (7:23)

j#k
ik =1,...,n oznacza numer pierwiastka, a (i) = 0,1,2,3, .... numer iteracji.

Metoda Duranda-Kernera wyznacza wszystkie pierwiastki jednoczesnie, wigc i jej
rzad zbieznosci trzeba rozumie¢ nieco inaczej niz w przypadku iteracji dazacych
do jednego pierwiastka. Metoda startujgca z dostatecznie doktadnym, n-elemento-
wym wektorem przyblizen poczatkowych z(®) o réznych sktadowych generuje
w i-tej iteracji n-elementowy wektor przyblizen z(). Kwadratowa zbieznosé
w sensie $redniej (ang. quadratic-like mean convergence — QLMC), ktdrg charak-
teryzuje si¢ metoda, oznacza, ze dla kazdego z pierwiastkéw z;, wielomianu P (x)

—(i+1)
(nlekonleczme pojedynczego) istnieje zbidr indeksow I, taki ze Srednia Z;
. . . _ G+ _ _
z liczb {Zj , ]61} spe%n1a|zk Zy, | (1?135}% Zy — Zy | )
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e Metoda Boerscha-Supana wykorzystuje schemat iteracyjny:

+1) _ @) wi?
Zk _Zk - ) P y
O N (7.26)
L L
j=1(zk % )
j*k

gdzie Wk(i) jest okreslone zaleznos$cia (7.25).

Metoda ta cechuje si¢ lokalna, sze$cienng zbieznoscia w podobnym sensie jak
metoda Duranda-Kernera kwadratows.

e Metoda Noureina wykorzystuje schemat iteracyjny:

. . w
N  a
15
1+ % (7.27)
L 15 L
(a2
Jj*k

gdzie Wk(i) jest okreslone zaleznos$cia (7.25).

e Metoda Miillera jest uogdlnieniem metody siecznych wykorzystujacym inter-
polacje kwadratowa. Metoda potrzebuje trzech punktéw startowych x;, x;_1, X;_».
Schemat iteracyjny jest okreslony rownaniem

2C
Xip1 = x; — (¢ — x;-1) BivB_a4C’ (7.28)
gdzie
q =i A= aPe) —a(l+ QPG + PP ()

B =(2q+ DP(x) —(q+ 1D*P(x;i—1) + q*P(x;-3), € = (1 + q)P(xy).

Znak w mianowniku wyrazenia (7.28) wybieramy w taki sposob, zeby wartos$¢
bezwzgledna mianownika byta jak najwigksza.

e Metoda Lehmera-Schura wykorzystuje test Schura-Cohna, ktéry pozwala
stwierdzi¢, czy w jednostkowym okregu na plaszczyznie zespolonej znajduje si¢
pierwiastek wieclomianu P(x), czy nie. Test daje tylko odpowiedz ,,tak” lub ,,nie”
(poza osobliwymi przypadkami, kiedy jest nierozstrzygniety) i nie daje zadnej
informacji o liczbie ani polozeniu pierwiastkow w okregu. Test Schura-Cohna
zostat przedstawiony w ramce R7.1.
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Ramka R7.1 Test Schura-Cohna
Rozwazmy wielomian w dziedzinie zespolonej
P*(2) = apz™ + an_1z™" 1 + -+ az% + a1z + ay. (R7.1.1)
Wspolczynniki a;, i = 1, ..., n moga by¢ rzeczywiste lub zespolone.
Przez P*(z) oznaczmy wielomian
P*(2) = @gz™ + a;z" 1 + -+ @p_pzt t @p_1z+a, (R7.1.2)
gdzie a;, i = 1, ..., n oznacza liczbg sprzgzona do a;.

Definiujemy nowy wielomian P; (z) jako

Pi(z) =T[P(2)] = ayP(2) — a,P*(2) (R7.1.3)
i dalej rekurencyjnie
Pi(2) = T/[P(2)] = T [Tf—l[P(z)]]. (R7.1.4)

Stopien wielomianu P; (z) jest mniejszy od stopnia wielomianu P(z). Test
prowadzimy wedlug algorytmu:

A.Jezeli f(0) =0 to z =0 jest pierwiastkiem. W przeciwnym wypadku
przechodzimy do B.

B. Jezeli T[P(0)] = |ay|? — |a,|?> < 0 to pierwiastek znajduje sie w kole
jednostkowym. W przeciwnym wypadku przechodzimy do C.

C. Obliczamy T/[P(2)],j = 2, ...,k az do uzyskania T¥[P(0)] < 0, wtedy
pierwiastek znajduje sie w kole jednostkowym lub T*[P(0)] = 0, wtedy
zaden pierwiastek nie lezy w kole jednostkowym, jezeli T*¥~1[P(z)] jest stata.

Test Schura-Cohna mozna zastosowac do sprawdzenia, czy w dowolnym okregu
na plaszczyznie zespolonej znajduje si¢ pierwiastek wielomianu P(z). Wystarczy
skorzysta¢ z faktu, ze jezeli wielomian P(z) ma pierwiastek wewngtrz kota
|z — c| < r (c — $rodek kota, r — promien kota) to wielomian Q(z) = P(rz + c)
ma pierwiastek w kole jednostkowym.

Metoda Lehmera-Schura polega na pokrywaniu badanego obszaru okrggami i sto-
sowaniu testu Schura-Cohna do kolejnych okregoéw. Nalezy tak zaplanowac kon-
struowanie kolejnych okregow, zeby zminimalizowa¢ ich liczbe¢ i nie pozostawic¢
niezbadanych obszaréw. Schemat konstrukcji okregow pokazano na rysunku 7.3.
Niech R = 1. Zaczynamy od sprawdzenia czy istnieje pierwiastek wewnatrz kota
o promieniu 2R (linia ciggla, rys. 7.3). Jesli stwierdzimy brak pierwiastka nalezy
ponownie podwoi¢ promien poszukiwan. Jezeli stwierdzamy istnienie pierwiastka
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w kole 2R to nastgpnie sprawdzamy okrag o promieniu R (linia kreskowa,
rys. 7.3). Jesli w kole R znajduje si¢ pierwiastek, potowimy promien poszukiwan
do momentu znalezienia okregu, w ktérym nie ma pierwiastka. Jezeli stwierdzili-
$my brak pierwiastka w kole R oznacza to, ze pierwiastek znajduje si¢ pier§cieniu
ograniczonym okregami o promieniach R i 2R. Pier§cien ten nalezy pokry¢
kotami. W algorytmie Lehmera-Shura tworzy si¢ 8 takich kot o §rodkach

jkm
7. = iﬂ)eT, i=01,..7. (7.29)

L 2cos<8

1 0 promieniu %R (linia kreska-kropka, rys. 7.3). Stosujemy test do pierwszego
z tych kot 1 sprawdzamy czy znajduje si¢ w nim pierwiastek. Jezeli NIE to prze-
chodzimy do nastepnego kota pokrywajacego pierscien. Jesli TAK to potowimy
promien i sprawdzamy koto o promieniu %R (linia kropkowa, rys. 7.3). Od tego

momentu postepujemy tak, jak w przypadku okregéw R i 2R. Poszukiwania pro-
wadzimy tak dtugo, az promien okrggu poszukiwan bedzie mniejszy niz zatozona
doktadnos$¢. Przyblizeniem pierwiastka jest srodek tego okregu.

czg$¢ urojona z
.
o
T

-2,5 1 1 ) i s I 1 >

czg$¢ rzeczywista z

Rys. 7.3. Przyklad pokrycia poszukiwanego obszaru okregami w metodzie Lehmera-
Schura: linia ciaglta — okrag o promieniu 2R, linia kreskowa — okrag o promieniu R,
linia kreska-kropka — okrag o promieniu ER, linia kropkowa — okrag o promieniu ER, ‘0’
— $rodki okregow wedhlug zaleznos$ci (7.29)
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Metoda jest wolno zbiezna, ale niezawodna. Istniejg tez narzedzia (twierdzenie
Rouché’a i twierdzenie Gerszgorina) pozwalajace oszacowac obszar, w ktorym
leza wszystkie pierwiastki wielomianu i ktéry powinien by¢ pokryty okregami.
Latwy sposob oszacowania modutlu najwigkszego pierwiastka wielomianu daje
twierdzenie 7.2.

Twierdzenie 7.2 (o szacowaniu pierwiastkow wielomianu — Kincaid, Cheney, 2006):
Wszystkie pierwiastki wielomianu P (z) = a,z"™ + ap_1z" 1 + -+ ayz? +
a,Z + ag leza na plaszczyznie zespolonej w kole o $§rodku w 0, 1 promieniu

1
R =1+ — max |ag|.
|a,| 1sk<n

7.5. Kombinowane algorytmy wyznaczania pierwiastkow wielomianu

Wisréd opisanych metod sa wolne i zawsze zbiezne (np. metoda Lehmera-Schura)
1 szybsze, ale zbiezne lokalnie. Podobnie jak w przypadku rozwiagzywania rownan
nieliniowych mozna taczy¢ metody o réoznych whasciwosciach, wykorzystujac za-
lety kazdej z nich. Metoda zawsze zbiezna powinna w pierwszych iteracjach przy-
gotowac¢ przyblizenie poczatkowe dla metody szybko zbieznej. Jezeli ta okaze si¢
zbiezna, dokonczymy obliczenia, jesli nie powrdcimy do metody zawsze zbieznej,
zeby poprawic przyblizenie poczatkowe dla metody szybko zbiezne;.

7.6. Uwarunkowanie pierwiastkow wielomianéow

Jak to juz podkreslono w rozdziale 6 pierwiastki wielomianu moga by¢ bardzo
wrazliwe na zmiany jego wspotczynnikow.

Znaczenie dla uwarunkowania pierwiastkdéw ma tez ich krotno$¢, a wlasciwie nie
krotno$¢ w Scistym sensie matematycznym, ale dobre rozdzielenie w sensie nume-
rycznym, to jest dostateczna odlegto$¢ miedzy sgsiednimi pierwiastkami w sto-
sunku do ich modutow — przyktad 6.7 z rozdziatu 6.

Zawsze nalezy pamigta¢ o deflacji jako o kolejnym zrodle btedow kumulujacych
si¢ dla kolejno wyznaczanych pierwiastkow.
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8. Wartosei i wektory wlasne

8.1. Definicje

Rzeczywista macierz kwadratowa A € R™™ reprezentuje przeksztalcenie prze-
strzeni liniowej C™ w C™ — kazdemu wektorowi x € C™ przyporzadkowuje wektor
y=A-x €C™ W przestrzeni argumentow tego przeksztalcenia istniejg takie
szczegbdlne wektory, ktore w jego wyniku nie zmieniajg kierunku, a jedynie zostaja
pomnozone przez pewng liczbe — czyli zmieniajg swoja norme lub inaczej: zostaja
przeskalowane.

Kazdy, niezerowy wektor x € C™ spetniajacy wraz z liczbg s € C zaleznos¢:
A-x=s5-x (8.1)

nazywamy (prawym) wektorem wlasnym macierzy 4, a ,,wspotczynnik skali” s
— wartoscig wlasng zwigzang z wektorem wlasnym x.

Jezeli wektor wlasny jest rzeczywisty, to i wartos¢ wlasna musi by¢ rzeczywista,
jesli warto$¢ wlasna jest zespolona, to 1 wektor wiasny jest zespolony. Jezeli x jest
zespolonym wektorem wlasnym, to

A-XF=5%=5%, (8.2)

wigc takze wektor sprzezony X jest wektorem wlasnym macierzy A, a § jest zwig-
zang z nim wartos$cig wlasng. Jezeli x jest wektorem wlasnym macierzy A, to dla
dowolnej niezerowej liczby ¢

A-(cx) =s"(cx), (8.3)

wiec 1 wektor cx jest wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym tej samej
warto$ci wlasnej.

Przyklad 8.1
Jesli przez macierz A = [(1) z] przemnozymy wektory: x; = [ﬂ,xz = [(1)],3(3 = [ﬂ

uzyskamy: A - x; = [4], A-x, = [é], A-x3= LSL] Wektory x; oraz x, nie zmie-

4
nity kierunku — w ich przypadku mnozenie przez macierz A sprowadzito si¢ do

mnozenia przez skalar (rowny odpowiednio 4 i 1). Sg to wiec wektory wlasne
macierzy A. W przypadku x3 zmianie ulegla zaréwno dlugos¢ wektora jak i jego
kierunek — nie jest wektorem wlasnym macierzy A.

Roéwnanie (8.1) mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci:
(sI—A)x =0. (8.4)

Ma ono niezerowe rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy:
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det(sI — A) = 0. (8.5)

Wyznacznik det(s] — A) jest wielomianem zmiennej s o rzeczywistych wspot-
czynnikach. Stopien tego wielomianu jest rowny wymiarowi macierzy A. Wielo-
mian ten nazywamy wielomianem charakterystycznym, a rownanie (8.5) — réw-
naniem charakterystycznym. Warto$ci wlasne macierzy sa zatem pierwiastkami
roOwnania charakterystycznego. Wynika stad, ze uwzgledniajac ich krotnosci
jako pierwiastkow, jest ich n, oraz ze mogg by¢ rzeczywiste lub zespolone parami
sprzezone.

Zbidr wszystkich wartosci wlasnych macierzy nazywamy widmem macierzy.
Przyklad 8.2
Dla macierzy z przyktadu 1:
det (sl - (1) i]) = det (s [é o] [é ?LD = det([s 6 1 s_—34]) =
s—1-(s—4)=0.
Pierwiastkami rownania sa: 4 i 1.

Dwie macierze kwadratowe A i B nazywamy podobnymi, jesli istnieje taka nieo-
sobliwa (det(P) # 0) macierz P, ze:

B =P AP (8.6)
Przeksztalcenie (8.6) macierzy A w B nazywa si¢ przeksztalceniem przez podo-
bienstwo.

Po pomnozeniu obu stron réwnania (8.1) przez P~ Lotrzymujemy:

P 'Ax = sP1x, (8.7)
czyli:

BP lx = sP x, (8.8
zatem s jest takze wartoscia wlasng macierzy B, natomiast odpowiadajacym jej

wektorem wlasnym jest P~1x. Przeksztalcenie przez podobienstwo nie zmienia
widma macierzy.

Zbidr n rownan (8.1) dla kolejnych wartosci i wektorow wilasnych mozna tgcznie
zapisa¢ w postaci:

AX = XA, (8.9)
gdzie:
o X= [xl,le. o xn] jest macierzg, ktorej kolumnami sg wektory wiasne,
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s; 0 0 ... 0
o A= O 5:2 0 L | = diag(sysa. .., 5n)
0 0 0 ... s,

jest macierza diagonalng, o kolejnych warto$ciach wiasnych na przekatne;.

Jesli istnieje n liniowo niezaleznych wektorow wiasnych x; ..., x, (warunkiem
dostatecznym jest, by wszystkie wartosci wtasne byly rézne), to macierz X jest
nieosobliwa i mozna zapisac:

X1AX = A. (8.10)

Stosujac przeksztatcenie przez podobienstwo za pomoca X, uzyskujemy macierz
diagonalng. O macierzy A méwimy wowczas, ze jest diagonalizowalna.

Jezeli macierz X spelniajaca rownanie (8.9) jest osobliwa (nie mozna wskazaé
n liniowo niezaleznych wektorow wtasnych), to macierz A nie jest diagonalizo-
walna. Moze tak by¢, jesli wartosci wlasne sa wielokrotne.

Z przedstawionych zalezno$ci wynika jasno, ze problemy wyznaczenia wartosci
1 wektorow wilasnych sg ze sobg $cisle zwigzane.

Jesli znana jest warto$¢ wlasna s, to do wyznaczenia wektora wtasnego mozna
skorzysta¢ z rownania (8.1) lub (8.4). W przypadku jednokrotnej wartosci wlasnej,
jest to uktad, w ktorym mozna wyodrebni¢ n — 1 rownan liniowo niezaleznych,
okreslajacych zaleznosci migdzy wspotrzednymi wektora wlasnego. Uktad ten ma
nieskonczenie wiele rozwigzan, co wynika z (8.3) i pozwala na wyznaczenie kie-
runku wektora wtasnego. Mozna doda¢ do niego rownanie normalizujace dtugosé¢
wektora wlasnego albo ustalajgce jedng sktadowa i w ten sposdb jednoznacznie
wyznaczy¢ wektor wlasny.

Przyklad 8.3
Wiadomo, ze dla macierzy A z przykladu 8.1 wartos$cia wtasna jest 4. Mozna zatem

napisac:

1 371[*11] _ , [*11 . . . . ,
0 4] [x21] =4 [x21]’ gdzie x11 1 x4 to pierwsza i druga wspolrzgdna wektora

wlasnego zwigzanego z warto$cia wlasng s; = 4. Z powyzszego rdéwnania
macierzowego uzyskuje si¢ uktad dwoch rownan:

X11 + 3%z = 4%x21,
4xy1 = 4x31,

czyli ostatecznie zalezno$¢: x;; = X1, ktorg musi spetnia¢ wektor wlasny. Swo-
bode w wyborze sktadowych wektora wlasnego mozna wykorzysta¢ do jego nor-
malizacji (np. przez narzucenie dlugosci = 1) albo do dowolnego wyboru jedne;j
ze sktadowych. Najprostszym rozwigzaniem bedzie x;; = 1 oraz x,; = 1.
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Rownanie (8.1) pozwala réwniez na wyznaczenie wartosci wlasnej na podstawie
znanego wektora wlasnego. Po pomnozeniu obu stron rOwnania przez transpono-
wany i sprzezony wektor wiasny:

¥T-A-x=xT-s-x=s5-%" -x (8.11)
uzyskujemy:
¥T-A-x xT-A-x
= = . 8.12
TR P (812

Zamiast wektora X7 mozna uzy¢ w rownaniu (8.11) dowolnego wektora yT, jesli
tylko yTx # 0. Wtedy

T.A-x

5= y—T . (8.13)

y o-x
Wektor y mozna dobra¢ tak, by iloczyn yT - x nie byt maty, a jednoczesnie by
ograniczy¢ liczbe wykonywanych operacji arytmetycznych. Czgsto wybiera si¢
wektor y, w ktérym wszystkie elementy sa zerami, z wyjatkiem jedynki znajduja-
cej sie w tym wierszu, w ktorym wystepuje element wektora x o najwigkszym
module.

Jezeli znane sg wszystkie wektory wlasne, to mozna wyznaczy¢ wszystkie warto-
$ci wlasne z rownania (8.10).

Istnieja macierze, ktoérych warto$ci wlasne sa widoczne na pierwszy rzut oka:
w macierzy trojkatnej, a w szczegdlnosci w macierzy diagonalnej sg to liczby na
glownej przekatnej. Niestety, jak wynika ze wzoru (8.10), przeksztalcenie przez
podobienstwo do postaci diagonalnej wymaga znajomo$ci wektorow wtasnych,
aich wyznaczenie z rownan (8.1) wymaga znajomosci warto$ci wtasnych. Nie ist-
nieje tez algorytm, ktory przeksztatcatby macierz przez podobienstwo do postaci
trojkatnej w skonczonej liczbie operacji. Analityczne wyznaczenie wartosci wia-
snych z rbwnania charakterystycznego (8.5) jest mozliwe tylko dla niskich wymia-
row macierzy A (zgodnie z twierdzeniem Abela (dodatek D1) jest to mozliwe
dla n < 4). Tak wigc, metody numerycznego wyznaczania wartosci wiasnych
muszg by¢ metodami iteracyjnymi.

8.2. Uwarunkowanie wartos$ci wlasnych

Rozwazmy uwarunkowanie wektora wartosci wlasnych, czyli jego wrazliwo$¢ na
zmiang (bfad) w danych wejsciowych, czyli w elementach macierzy A. Podobnie
jak w rozdziale 2 bedzie tu uzywana norma wektorowa i zgodna z nig (induko-
wana) norma macierzowa. Niech AA bedzie taka zmiang diagonalizowalnej
macierzy A. Uzycie macierzy A + AA zamiast A w rownaniu (8.10) spowoduje,
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ze zamiast macierzy /A z wartosciami wlasnymi na przekatnej otrzymamy macierz
A+ AA:

X 1A+ AAX = A + AA. (8.14)

Macierz AA nie musi by¢ diagonalna, ale jej norma jest dobrg miarg bledu, jakim
beda obcigzone wartosci wiasne na skutek zaburzenia AA. Z wagi na to, ze

XTIAX + X71AAX = A+ A = AN = XTTAAX, (8.15)
dostajemy
Al < IX7H] - IAA] - IX ] = cond(X)[|AA]l, (8.16)

(wskaznik uwarunkowania macierzy cond(X) zostal omowiony w rozdziale 2).
Uwarunkowanie wartosci wlasnych zalezy wigc od wskaznika uwarunkowania
macierzy zbudowanej z wektorow wilasnych.

Jezeli macierz wektorow wiasnych jest ortogonalna, czyli X~ = XT, to
cond(X) = 1 i zadanie wyznaczenia wartosci wlasnych jest dobrze uwarunko-
wane. Tak jest w przypadku, gdy A jest macierza symetryczng. Jezeli natomiast
wektory wlasne beda zbliza¢ si¢ do wspolnego kierunku, to wskaznik uwarunko-
wania macierzy X rosnie. Tak jest w przypadku wartosci wlasnych bliskich sobie,
stabo rozdzielonych. Wyznaczenie wartosci wtasnych macierzy niediagonalizo-
walnej jest bardzo zle uwarunkowane.

Mozna takze wyprowadzi¢ zalezno$ci opisujace uwarunkowanie pojedynczej
warto$ci wilasnej. Jezeli w zaleznosci (8.13) zastosujemy A + AA zamiast 4, to
dostaniemy

yT-(A+AA)-x _ yT-ax  yT-AA-x
yTx yTx yTx

S+ As =

: (8.17)

a stad i z nierownosci Cauchy’ego-Schwarza, w przypadku rzeczywistych wekto-
row y, x, dostaniemy

T.AA-
L < ——aa (8.18)

|As| = | yT.x cos £(y,x)

Dla wektora y = x mamy = 1 i dobre uwarunkowanie wartosci wlasnej,

cos 4(y,x)
wybdr wektora y bliskiego prostopadtemu do x prowadzi do ztego uwarunkowania.
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Problem uwarunkowania wektorow wtasnych jest bardziej ztozony. Z réwnania
(8.4) wyznacza si¢ tylko kierunek wektora wlasnego i to uwarunkowanie tego
kierunku jest istotne. Uwarunkowanie problemu wyznaczania wektora wtasnego
bedzie zle, jezeli dwie wartosci wlasne beda Zle rozdzielone (potozone blisko
siebie) lub jesli kat tego wektora z innym wektorem wtasnym bedzie maty.

8.3. Wyznaczanie wartosci wlasnych z wielomianu
charakterystycznego

Poniewaz wartosci wtasne to pierwiastki wielomianu charakterystycznego, to
mozna najpierw wyznaczy¢ wspolczynniki tego wielomianu, a potem znalez¢ jego
pierwiastki jedna z metod opisanych w rozdziale 7.

Niech wielomianem charakterystycznym macierzy A bedzie

det(sI — A) = s™ + b,_1s™ 1 + -+ by;s + b,. (8.19)
Na mocy twierdzenia Cayley’a-Hamiltona (dodatek D2) zachodzi
A"+ b, A" 1+ -+ b A+ byl = 0. (8.20)

Po prawostronnym pomnozeniu obu stron rdwnania (8.20) przez wektor y dosta-
jemy

bn-1
[A 1yt AW 2y it Ay iy ;)1 = —Any. (8.21)
bg

Wyznaczenie wspotczynnikow wielomianu charakterystycznego ta metoda, ktora
nosi nazwe metody Krylowa, polega wigc na rozwigzaniu uktadu réwnan linio-
wych (8.21). Wektor y musi by¢ tak dobrany, by wskaznik uwarunkowania ma-
cierzy [A""1y i A2y i ... i Ay i y] byt niewielki.

W dalszej kolejnosci nalezy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu charakterystycz-
nego, korzystajac z metod opisanych w rozdziale 7. Zadanie to jest zwykle znacz-
nie gorzej uwarunkowane niz zadanie wyznaczenia wartosci wlasnych macierzy.
Bledy wyznaczania warto$ci wlasnych z wielomianu nie wynikaja z dziatania me-
tod wyszukujacych pierwiastki, lecz z niedoktadno$ci wyznaczenia wspotczynni-
kow wielomianu. Dlatego tez, to nie zadanie wyznaczania warto$ci wtasnych spro-
wadza si¢ do zadania obliczania pierwiastkow wielomianu, a odwrotnie — pier-
wiastki wielomianu mozna wyznacza¢, obliczajac wartosSci wlasne odpowiedniej
macierzy.
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Dla danego wielomianu:

p(x) = x™ 4+ ap_x" 1+ -+ ayx? + a;x + ag (8.22)
mozna wyznaczy¢ tzw. macierz stowarzyszona:
0 0 0 —ao ]
[1 0 O 0 —a
c=[0 10 0 —a
Ilo 0 1 0 —az °
000 1~y 623
0 1 0 0 ]
0 0 1 - 0
cr=|2 0 0 0
0 0 0 - 1
—Qp —ap —Az - —an_lj

dla ktorej (8.22) jest wielomianem charakterystycznym. Mozna zatem znalez¢é
pierwiastki wielomianu, wyznaczajac warto$ci wlasne macierzy C.

Taka metoda szukania pierwiastkow wielomianu zastosowana jest m.in. w progra-
mie Matlab, gdzie polecenie roots tworzy macierz stowarzyszong i dla niej
wywotluje polecenie eig szukajace wartosci whasnych.

Przyklad 8.4
2 00
Wyznaczy¢ wartosci wlasne macierzy: A =|0 1 2|, korzystajac z metody
2 0 3
Krylowa.
1
Przyjmujemy dowolny wektor y, np. y = | 2| i obliczamy:
3

b, A%y + b Ay + byy = —A3y, uzyskujac:

4 2 1 8
[30 b, +|8|b, +|2|by = - [104 lub [30 ” ]— [104]
37 11 3 119 37 11 3 119

Stosujac np. eliminacje¢ Gaussa, otrzymujemy wartosci: b, = —6, b; = 11,
b, = —6, zatem wielomian charakterystyczny to: w(x) = x3 — 6x2 4+ 11x — 6

Dalej nalezy wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu np. korzystajac ze wzoréw na roz-
wigzanie rownania 3 rzedu czy korzystajac z metod opisanych w rozdziale 7.
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Przyklad 8.5

Nawet w przypadku niewielkich macierzy postuzenie si¢ wielomianem charakte-
rystycznym daje wigkszy blad wyznaczania warto$ci wlasnych. Wezmy macierz
A= [1 +1077 0

0 1
bezposrednio wyznaczajaca warto$ci wlasne wyznaczy je z bledem nieprzekra-
czajagcym bigdu zaokraglenia do najblizszej liczby zmiennoprzecinkowej —
epsy (w Matlabie liczby 11 1 + 1077 oraz wynik polecenia eig (A) sg zaokrg-
glane do tych samych liczb zmiennopozycyjnych). Tymczasem obliczenie wielo-
mianu charakterystycznego (w Matlabie polecenie charpoly (A)) daje wspot-
czynniki [1; —2—10"7; 1+ 1077], co przez polecenie roots prowadzi

do wyniku obarczonego btedem 0,3 - 10~8, a wiec rzedu ,/eps.

0 1078
1078 0
eig (A) oskladnik rzedu 1078, podczas gdy zmiana wyrazu wolnego wielomianu
charakterystycznego o 10~8 powoduje, Ze obliczone pierwiastki stajg si¢ zespo-

lone z czescig urojong okoto 10™* = v/108.

]. Jej warto$ciami wlasnymi sg 1 i 1+ 1077 i kazda metoda

Zaburzenie macierzy A przez dodanie [ ] zmienia wynik procedury

8.4. Metoda potegowa
Przyklad 8.6

Macierz A = [é ﬂ ma dwie wartosci wlasne s; = 4, s, = 1. Z wartos$cig wla-

sng 4 jest zwigzany wektor wlasny x; = [1;0,75]". Wybierzmy (przypadkowy)
wektor vy = [1;1]7 i wielokrotnie pomnézmy go przez macierz A, jednoczesnie
normalizujac wektor przez podzielenie przez najwigkszy element. Otrzymujemy
ciag:

AUO _ [5, 4‘]T
1A |l 5
A?v, [21;16]"

= = (1 0,7619 T,...
Aolln - 21 | ]

Adv, [1365;1024]T
= =[1 0,7502]7, ...
A5 vg |l 1365 [ ]
Uzyskiwany cigg wektorow coraz bardziej zbliza si¢ do kierunku wektora
x; =[1 0,75]7 — czyli wektora wlasnego zwigzanego z wartoécig wlasng o naj-
wiekszym module.

vo = [1;1]%; =[1;0,8]"
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Z whasciwosci zilustrowanej przez przyklad 8.6 korzysta iteracyjna metoda
wyznaczania dominujacej warto$ci wlasnej nazywana metoda potegowa.

Zat6zmy, ze macierz A ma dominujaca (to znaczy o najwiekszym module) warto$¢
wlasng s, i jest diagonalizowalna, to znaczy, ze ma n niezaleznych liniowo wek-
toréw wilasnych x;, i = 1, ..., n. Jezeli A jest macierza rzeczywista, to i dominujaca
warto$§¢ witasna musi by¢ pojedyncza i rzeczywista (bo dwie liczby zespolone
sprzgzone majg takie same moduty).

Wezmy dowolny wektor v, € R™, ktory nie jest ortogonalny do wektora wiasnego
x, zwigzanego z dominujaca wartoscig wlasng s; (wybierajac wektor v, losowo
z prawdopodobienstwem jeden spetnimy ten warunek). Wektor v, mozna przed-
stawi¢ w postaci liniowej kombinacji wektorow wiasnych x;,i = 1, ..., n:

n

vy = Z a; x;. (8.24)
i=1
Z réwnosci A - x; = s; - x; wynika, ze wektor v; = Av, bedzie réwny:
n n

v = Ayg = Zai Ax; = Z a; S;X;, (8.25)
i=1 i=1
wektor v, = Av; = A?v,:
n n
v, = Av; = Z a; S;Ax; = Z a; s?x;, (8.26)
i=1 i=1
a wektor v, = Av,,_; = A™vy:
n
Uy = AVpp_q = Z a; s x;. (8.27)
i=1
Jezeli wyciagniemy przed nawias s7°, to otrzymamy
n Sm
Uy = S <a1x1 + Z a; mei). (8.28)
=
Kazda z liczb j—l i =2,..,n (by¢ moze zespolonych) ma modut mniejszy od 1
1

Si

m
(bo s; jest dominujaca warto$cia witasng), czyli kazda z liczb (S ) i=2,..,n

1

dazy do zera dla rosnacego m. Tak wigc, sktadnik Y1, a; ‘:’—m x; w (8.28) zanika,
1
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a wektor v, odtwarza coraz dokladniej kierunek wektora wlasnego x;. Jezeli
w formule (8.13) zastgpimy wektor wlasny przez przyblizajacy go wektor vy,
to otrzymamy

T m T T
.y AATy, . V' VUmi1 Y Umi
5; = lim ————= ~

- ~ . 8.29
moo yTAMy,  moo ylv,  yTuy (829

Wektor yT moze sktadaé sie z zer poza jedynka w miejscu odpowiadajacym ele-
mentowi v, o najwickszym module.

Szybkos¢ zbieznosci metody potegowej zalezy od tego, jak szybko zbiegaja do
Am

zera liczby (j—l) . Jezeli modut warto$ci wtasnej s, jest wielokrotnie wigkszy od
1

moduldéw pozostatych warto$ci wlasnych, zbiezno$¢ jest szybka, jesli niewiele
wigkszy — wolniejsza.

By ustrzec si¢ operowania coraz wigkszymi (lub mniejszymi) liczbami, warto nor-
malizowa¢ wektory v,,,, stosujac w kazdym kroku dodatkowe podstawienie

Sa—— (8.30)

vmlloo®

tak jak to bylo w przyktadzie 8.6. Nie zmienia to niczego w odtwarzaniu wektora
wlasnego, bo przeciez liczy sig¢ tylko jego kierunek.

Jesli juz zostanie wyznaczona dominujgca warto$¢ wlasna s; i odpowiadajacy jej
wektor wlasny x;, i planujemy wyznaczenie kolejnej wartosci wiasnej, to ko-
nieczne jest wyeliminowanie znalezionej warto$ci wlasnej i zastgpienie jej taka,
ktéra na pewno nie stanie si¢ dominujgca. Jednym ze sposobow takiej ,,redukcji”
jest wprowadzenie macierzy

AL =A—sxz", zTx; =1, (8.31)

ktéra ma wartosci wlasne macierzy A, poza wartoscig s;, w miejscu ktorej
jest zero. Jezeli macierz A; spetnia zatozenia metody (ma dominujgca, pojedyn-
cza warto$¢ wlasng), to mozna rozpoczaé¢ poszukiwanie kolejnej wartosci wiasnej.

Zastosowanie metody potggowej jest dos¢ skutecznie ograniczone zatozeniem
o pojedynczej, dominujacej wartosci wlasne;.

Metody potegowej mozna uzywaé do poprawiania doktadnosci przyblizenia war-
tosci wlasnej otrzymanego inng metodg. Ten algorytm nosi tez nazwe¢ odwrotnej
metody potegowej. Przypusémy, ze dysponujemy ,,dobrym” przyblizeniem o
warto$ci wlasnej s;, to jest takim ze:

Vi#i |lo—s; < |c—sj|. (8.32)
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Wtedy (0 —s;)”! jest dominujaca warto$cia wiasng macierzy (o — A)71,
stosujemy wiec metode potggowa do niej:

V= (ol — A) 1= (0] — A) vy = Vg (8.33)

W kazdej iteracji musimy rozwigza¢ uktad rownan liniowych (8.33), ale macierz
wspotczynnikdéw jest zawsze ta sama i rdwna ol - A, wystarczy wiec tylko raz
przeprowadzi¢ jej rozktad trojkatny.

8.5. Metoda QR wyznaczania warto$ci wlasnych

Istnieje cata grupa metod iteracyjnych wykorzystujacych przeksztalcenie przez
podobienstwo do wyznaczenia numerycznych przyblizen wartosci wiasnych.
Zgodnie z (8.6) iteracje w takiej metodzie przebiegajg wedtug schematu

Ay =A4A, Ajyq =P71A;P;, detP; # 0. (8.34)

Ich celem jest sprowadzenie macierzy A; do postaci, w ktérej wartosci wlasne sa
widoczne na gtdownej przekatnej, na przyktad do postaci trojkatnej. Jezeli macierz
przeksztatcenia przez podobienstwo jest ortogonalna, czyli P, = Q;, Q;'* = QF,
to nie tylko unikamy ktopotliwego wyznaczania macierzy odwrotnej, ale zacho-
wujemy w kolejnych iteracjach uwarunkowanie wartosci wlasnych macierzy.
Wiele z metod wykorzystujacych iteracyjne przeksztatcenie przez podobienstwo
jest dedykowanych macierzom symetrycznym, dla ktérych problem wyznaczania
warto$ci wlasnych jest fatwiejszy 1 zawsze dobrze uwarunkowany. Uniwersalnym
sposobem jest tak zwana metoda QR.

Dla macierzy rzeczywistej A istnieje ortogonalna macierz Q i trojkatna gorna R,
takie ze A = QR.

Algorytm wyznaczania tych macierzy, lub inaczej rozktadu QR albo faktoryzacji
QR, wymaga skonczonej liczby operacji, podobnie jak eliminacja Gaussa. Algo-
rytm wyznaczania rozktadu QR pokazano w ramce R8.1.
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Ramka R8.1 Algorytm wyznaczania rozkladu QR:
Dla danej macierzy A (n X n) uzyskuje si¢ rozktad na dwie macierze: orto-
gonalng macierz @ oraz trojkatng gorng R:

A = QR.
Kolejne kolumny macierzy A sg oznaczone przez A; i prowadzi sig obliczenia
rekurencyjne wyznaczajac elementy 7;; na diagonali macierzy R i kolumny
q; macierzy Q:

yl = Ala
"i= ly11l2,

Y

ql - T11’

Yo =A; — CI1CI1TA2a

122 = lly2ll2,
q ~ 2
S
idalejdlaj =3, .., n
Yj = Aj — Q41 Aj — 2034 — = qj-1qj-14),
= il
Y
qj =
Tjj
nastgpnie oblicza si¢ pozostale elementy macierzy R, dla i =3, ..., n,
j=ii+1,..,n
1 = qi 4.

Iteracje przy wyznaczaniu warto$ci wlasnych metoda QR przebiegaja w nastepu-
jacy sposob:

Krok 1: Ay = A.
Krok 2: wyznaczamy rozktad QR macierzy A4;:

A; = QiR;. (8.35)

Krok 3: wyznaczamy macierz 4;, dla kolejnej iteracji:

Aiy1 = RiQ;. (8.36)
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Jesli tak postapimy, to A;.1 = R;Q; = Q7 Q;R;Q; = QT A;Q;, a wicc w kazdej ite-
racji dokonujemy przeksztalcenia przez podobienstwo z ortogonalng macierza
przeksztatcenia Q;.

Z jednej strony mamy

A1 = Q] . QI07AQ10; .. Q;, (8.37)

z drugiej

Riy1 = QiT+1Ai+1 = QiT+1QiT ---QzTQ1TAQ1Qz - Qy, (8.38)

jest macierzg trojkatng gorna, ktorej wartosci wlasne sg ulokowane na przekatne;.
Z poréwnania wzordw (8.37) i (8.38) widac, ze jezeli iteracje metody QR sa
zbiezne, to musi by¢
lim A; = lim R, (8.39)
L—00 L—>00
wigc macierz A; dazy do macierzy trojkatnej gornej z warto$ciami wlasnymi ma-
cierzy A na przekatnej. Pelne wyjasnienie zbiezno$ci metody QR i jej wlasciwosci
jest dos¢ skomplikowane i na potrzeby tego skryptu trzeba zadowoli¢ si¢ tym, dos¢
heurystycznym, argumentem.

W implementacjach metody QR stosuje si¢ dodatkowe elementy, ktore zmniej-
szaja naklad obliczen lub przyspieszaja zbieznos¢.

Macierz A mozna wstepnie przeksztatci¢ do postaci prawie trojkatnej gornej,
w ktorej elementy niezerowe wystepuja na gtéwnej przekatnej, nad nig i bezpo-
srednio pod nig. Posta¢ taka jest nazywana tez postaciag Hessenberga, a algorytm,
ktoéry do niej prowadzi ma skonczona liczbe operacji i oczywiscie zachowuje war-
tosci wlasne. Pokazano go w ramce R8.2.

209



Zwiezly kurs analizy numerycznej

Ramka R8.2 Algorytm sprowadzania do postaci Hessenberga

Dla rzeczywistej macierzy kwadratowej A (n X n) przyjmujemy, ze: Ay = A.

Nastepnie, rekurencyjniedlai =1, ...,n — 2:

e wyznaczamy wektory:

x; — utworzony przez n — i dolnych elementéw z i-tej kolumny macierzy
A1,

w; = [|lx|l5,0, ...,0]7- wektor (n — i) x 1,

U =wi — X,

e wyznaczamy tzw. odbicie Householdera U; przeksztalcajacy x; w w;
(czyli U;x = w):

ZVL'U;F
Ui =] — W,
e konstruujemy macierz H;:
lix; 0
Hi = [ 0 Ui]’

e obliczamy:

Ai = HiAi—lHlT'
Macierz A przeksztatcong do postaci Hessenberga uzyskujemy, stosujac prze-
ksztalcenie przez podobienstwo:

H = PAPT,
gdzie: P = H,_, * ... Hy oraz PT = HT - .- HT_,.

Metoda QR zachowuje posta¢ Hessenberga w kazdej iteracji, nie ma wigc potrzeby
obliczania elementow, ktore beda zerami.

Przyspieszenie zbieznosci mozna uzyskac¢, modyfikujac iteracje do postaci:
Krok 1: 4, = A.
Krok 2: wyznaczamy rozktad QR macierzy A; — y;1:
A — il = QR;. (8.40)
Krok 3: Ai+1 = RiQi + ,Llll

Istnieje kilka sposobow doboru przesunig¢cia p;, wedlug ogdlnej zasady, ze
Y; powinno by¢ jak najblizej wyznaczanej najmniejszej wartoSci wlasnej. Na
przyktad u; jest elementem z prawego, dolnego naroznika macierzy A;
(przesunigcie Rayleigha).
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Metoda QR, cho¢ powstata w latach 60. XX wieku, jest nadal najpowszechniej
1 najskuteczniej stosowana metoda wyznaczania warto$ci wlasnych macierzy
niesymetrycznych. Jest zaimplementowana w procedurze e ig Matlaba i w wielu
innych pakietach obliczeniowych.

Przyklad 8.7

Obliczamy warto$ci wlasne macierzy A, ktorej wielomianem charakterystycznym
jest wielomian P(x) = (x — 1)(x —2) ...(x —14)(x — 15) rozwazany juz
w przyktadzie 6.6, gdzie stwierdziliSmy zte uwarunkowanie jego pierwiastkow.
Macierz takg utworzono, obliczajac A = PTSP, gdzie P jest macierza symetryczng

2 . 2ijm
Vanit o 2n+1
gallery('orthog',n,2)Matlaba), a S macierza diagonalng z liczbami
1,2, ..., 15 na przekatnej. Polecenie eig (A), czyli metoda QR oblicza wszystkie
warto$ci wlasne z bledem nie przekraczajagcym 1071% wynikajacym przede
wszystkim z bledu zaokraglen przy mnozeniu A = PTSP. Przejécie przez wielo-
mian charakterystyczny, czyli polecenie roots (charpoly (A))powoduje
wzrost btedu obliczonych wartosci whasnych do okoto 1075, Zaburzenie elementu
A(15,1) skladnikiem 108 powoduje zmiane wynikow eig (A) rzedu 1072,
podczas gdy zmiana wyrazu przy 14 potedze w obliczonym wielomianie charak-
terystycznym o 1078 daje zmiane wyniku procedury roots, (obliczanie pier-
wiastkow wielomianu przez wyznaczenie wartosci wlasnych macierzy stowarzy-
szonej) rzedu 1072,

i ortogonalna, ktorej elementami sg P(i,j) = , n =15 (polecenie

8.6. Wartosci szczegolne macierzy

Dla kazdej macierzy prostokatnej A o m wierszach i n kolumnach, rzedu
r < min(m,n), istnieja macierze ortogonalne’ U € R™™ i V € R™™ oraz
(pseudo)diagonalna macierz £ € R™ ™, takie ze

D 0
0 0

przy czym liczby 04 = 0, = ... = g, > 0 sg okreslone jednoznacznie i nazywane
sa warto$ciami szczeg6lnymi macierzy A. Przedstawienie macierzy w postaci
(8.41) jest nazywane rozkladem (faktoryzacja) szczegoélnym (wedlug wartosci
szczegodlnych, rozktadem SVD) macierzy A.

a=uvzv?, 2= (| D=diagloy,0...0.}, (8.41)

Kolumny v;, i =1,..,n macierzy V sa nazywane prawymi wektorami szcze-
gblnymi, a kolumny u;,i = 1,.., m macierzy U — lewymi wektorami szczegol-
nymi.

7 Unitarne jesli A jest macierza zespolong.
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Wymiary zerowych blokow w macierzy ¥ zaleza od relacji miedzy liczbami
r,m,n.Jesli A jest kwadratowa macierza pelnego rzedu (r = n = m), to wszystkie
te bloki znikaja.

Rozktad szczegdlny mozna tez zapisaé w postaci:
T
A=UsVT = z o u;v! . (8.42)
i=1
Wzér (8.42) przedstawia macierz A w postaci sumy r macierzy pierwszego rzgdu.
Kazda z nich mozna zapisa¢ w postaci dwoch wektoréw i jednej liczby. Jezeli nie-
ktore warto$ci szczegolne sa znacznie mniejsze od pozostatych, to mozna pomingé
odpowiednie sktadniki sumy (8.42) i zredukowa¢ informacj¢ konieczng do repre-
zentacji danych zawartych w A, godzac si¢ na ich przyblizona reprezentacje.
Sktadniki sumy (8.42) nosza nazwe skladowych gléwnych. Jezeli wybierzemy q
z nich — odpowiadajacych najwigkszym warto§ciom szczegdlnym, to macierz
q
Ag = ) ojuv] (8.43)
i=1

jest najlepsza aproksymacja rzedu g macierzy A wedlug normy euklidesowe;j,
a norma bledu tej aproksymacji jest rowna kolejnej warto$ci szczegdlnej:
||A — 4y || = 0441. Te fakty sa podstawg metody analizy danych nazywanej ana-
liza skladowych gléwnych (ang. principal component analysis — PCA).
Z uwagi na to, ze

ATA=vzUTUzvT =vz2vT s vT(ATA)V =32, (8.44)
to kwadraty wartosci szczegdlnych sg wartoSciami whasnymi macierzy ATA,
a prawe wektory szczegdlne s3 wektorami wlasnymi macierzy AT A.

Jezeli macierz kwadratowa A jest nicosobliwa (r = n), to wszystkie jej wartosci
szczegodlne A sa dodatnie. Dla wyznacznika niecosobliwej macierzy kwadratowe;j
zachodzi:

|det(A)| = 0,05 ...0p. (8.45)

Rozktad szczegdlny pozwala na tatwe odwrocenie nieosobliwej macierzy kwadra-
towej:

A=UVT= A"t =y 1T, (8.46)
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Rozktad szczegélny jest takze forma diagonalizacji macierzy. Podobnie jak
dla warto$ci wilasnych macierzy kwadratowej obowigzywato réwnanie (8.9)
AX = XA, to dla warto$ci szczeg6lnych mamy

AV = Uz, ATU = V3. (8.47)
Oba te rownania ,,diagonalizuja” macierz A4, ale

e rozklad szczegélny istnieje dla kazdej macierzy, nie tylko kwadratowe;j i1 dia-
gonalizowalnej,

e rozklad szczegbélny stosuje inne wektory przeksztatcenia z prawej i lewej
strony macierzy A (inne wektory bazy dla dziedziny i obrazu przeksztatcenia
liniowego reprezentowanego przez macierz A) i obie te bazy sg zawsze
ortogonalne (nie tylko w przypadku macierzy symetrycznych).

Poniewaz przeksztalcenia do rozktadu szczegolnego wykorzystujg macierze orto-
gonalne, uwarunkowanie zalezno$ci miedzy elementami macierzy A a warto$ciami
szczegbdlnymi bedzie zawsze poprawne. Rozklad szczegodlny istnieje zawsze 1 jest
dobrze uwarunkowany, ale jego wyznaczenie jest bardziej kosztowne oblicze-
niowo niz wyznaczenie wartosci wlasnych.

Wykorzystanie zaleznosci (8.44) do wyznaczenia wartosci szczegdlnych nie jest
korzystne z uwagi na zte uwarunkowanie matych warto$ci wlasnych macierzy
AT A. Wskaznik uwarunkowania macierzy AT A moze by¢ nawet wiekszy od kwa-
dratu wskaznika uwarunkowania macierzy A. Zamiast tego wyznacza si¢ wartosci
wlasne macierzy blokowej

T
H=[2 o | & Remxtm), (8.48)

Jest to symetryczna macierz, ktéra ma tyle dodatnich warto$ci whasnych ile wynosi
rzad macierzy A. Pozostatymi warto$ciami wtasnymi macierzy H sg liczby prze-

. . . w : .
ciwne i zera. Jezeli x = [v] € R™™ jest wektorem wlasnym macierzy H odpo-

wiadajgcym jej wartosci wlasnej s, to

T
2 ‘% ] [vvv] =5 LZ] = ATw = sv, Av = sw (8.49)

oraz
ATAv = sATw = s?vp, (8.50)

czyli s? jest wartosciag wlasng macierzy AT A, a v odpowiadajacym jej wektorem
wlasnym. Nalezy wyznaczy¢ dodatnie warto$ci wlasne macierzy H, a z pierwszych
n sktadowych odpowiadajacych im wektorow wiasnych utworzy¢ prawe wektory
szczegblne. Tak wigc wyznaczenie wartosci szczegolnych macierzy A odbywa si¢
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poprzez wyznaczenie wartosci wlasnych macierzy H. Inne zastosowania warto$ci
wlasnych i szczegdlnych zostang przedstawione w podrozdziale 8.7.

8.7. Zastosowania wartosci wlasnych i szczegolnych

Wyznaczenie wartosci wlasnych pomaga rozwiazaé¢ liczne problemy matema-
tyczne i inzynierskie. W rozdziale 9 pokazano, ze wyznaczenie wartosci i wekto-
row wlasnych pozwala na pelne okreslenie rozwigzania liniowego uktadu réwnan
rozniczkowych zwyczajnych pierwszego stopnia. Jest to podstawowy model
zachowania w funkcji czasu liniowych uktadéow dynamicznych, bardzo szeroko
wykorzystywany w automatyce, elektrotechnice, ekonomii, farmakologii itd.

Ponizej mozemy zasygnalizowa¢ jedynie niektore zastosowania wartosci wia-
snych w problemach zwigzanych z przetwarzaniem informacji.

Wyznaczanie wskaznika Google PageRank® dla rankingu istotnoéci stron www

Dla kazdego zapytania do wyszukiwarki zwracana jest lista stron, ktore:

— pasuja do zapytania (dopasowanie dotyczy nie tylko stow kluczowych uzytych
na stronie, ale rowniez np. preferencji i profilu uzytkownika),

— posortowane sa wedlug malejacej wartosci wskaznika PageRank, ktory ma by¢
wskaznikiem istotnosci stron i jest obliczany co kilkanascie tygodni dla
wszystkich indeksowanych stron internetowych.

Wartos¢ PageRank jest uzalezniona od struktury potaczen miedzy wszystkimi
zaindeksowanymi stronami (ilo$¢ stron to 3 - 1013 w 2014 roku’, prawdopodobnie
ok. 5+ 10 w 2017 roku). Polaczenia miedzy stronami mozna zapisa¢ w postaci
rzadkiej macierzy G, w ktorej g;; = 1 oznacza, ze do strony i-tej jest link
ze strony j-tej.

Suma r; = ¥ gi;, to iloé¢ linkéw przychodzacych dla i-tej strony, a ¢; = ¥; g;j —
wychodzacych z j-tej strony. Do kazdej strony mozna przypisa¢ pewng liczbe P;
oznaczajgcg istotnos¢ strony, rowng wazonej sumie istotnosci stron P; prowadzg-
cych do strony i-tej, przy czym waga jest odwrotnoscig liczby linkow wychodza-

cych z j-tej strony
Pj
P = Z P (8.51)

jigi=0

8 http://www.sirgroane.net/google-page-rank/,
https://www.mathworks.com/content/dam/mathworks/mathworks-dot-com/moler/exm/chapters/
pagerank.pdf

9 http://www.statisticbrain.com/total-number-of-pages-indexed-by-google/
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Roéwnania (8.51) mozna zapisac tacznie jako:

P =HP, (8.52)
gdzie:

};i] . (8.53)

0, Cj =
Wektor wazno$ci stron P jest zatem wektorem wlasnym macierzy H zwigzanym

z wartoscig wlasng réwna 1.

Kilka dodatkowych zalozen przyjetych w algorytmie PageRank prowadzi do mo-
dyfikacji rbwnania (8.52).

Po pierwsze: przyjeto, ze jesli dana strona nie ma linkéw wychodzacych, to jej
istotno$¢ zostanie rozdzielona rowno, migdzy wszystkie strony, stad: h;; =%
jezelic; = 0:

&, Cj =0
hyj =49 (8.54)
l] - 1 . .
-, Cj =0
n

Po drugie: dodatkowo uwzgledniono model zachowania uzytkownika, ktory moze
nie skorzysta¢ z linku, a wej$¢ na strong bezposrednio (np. wpisujac adres). W tym
celu tworzona jest macierz A

1
A=pH+ (1= p)~Luxn: (8.55)

Jezeli uzytkownik otwiera strong internetowa, to moze zrobi¢ to przez uzycie linku
z innej strony lub bezposrednio (wpisujac adres). Przyjmuje si¢, ze p = 0,85 to
prawdopodobienstwo kliknigcia linku, a (1 — p) to prawdopodobienstwo bezpo-
sredniego otworzenia strony. Tak wigc, w macierzy A wystepuja dwa sktadniki:
pierwszy — wedlug ktorego uzytkownik z prawdopodobienstwem p porusza si¢
zgodnie z macierzg H i drugi — wedtug ktorego uzytkownik przechodzi do losowej
strony sposrod n dostgpnych.

Po uwzglednieniu tych wszystkich modyfikacji modelu do wyznaczenia wektora
istotno$ci stron trzeba rozwigza¢ roOwnanie

P = AP, (8.56)
zamiast rownania (8.52).
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Macierz A ma elementy z zakresu [0,1), a sumy elementow w kolumnach rowne
sg 1. Z teorii macierzy o dodatnich elementach!® wynika istnienie niezerowego
rozwigzania x roOwnania x = Ax, ktorego skltadowe s3a dodatnie. W PageRank
przyjeto, ze wektor P wyznaczony z rownania (8.56) jest dodatkowo normalizo-
wany, tak by: }'; P; = 1. Elementy tak uzyskanego wektora sg oszacowaniem istot-
no$ci poszczegodlnych stron. Rozwigzanie rownania (8.56), czyli obliczenie wek-
tora wlasnego mozna uzyskac na kilka sposobow. Na przyktad:

Metoda 1. Wektor P jest rozwigzaniem jednorodnego réwnania: (I — A)P = 0,
czyli wektorem wtasnym macierzy A, zwigzanym z warto$cig wlasna réwna 1.

Dla niewielkiej ilosci stron wektor P mozna obliczy¢ za pomoca metody potggo-
wej, zaczynajac np. od przyblizonego rozwigzania: P; = 1/n.

W praktyce takie rozwigzanie nie mogloby by¢ stosowane z uwagi na wielkos¢
macierzy A.

Metoda 2. Poniewaz macierz G jest macierza rzadka, wigc korzystne jest takie
rozwigzanie, w ktorym ta wlasciwo$¢ zostanie wykorzystana. Macierz A moze zo-
sta¢ zapisana jako:

A =pGD + ez, (8.57)
gdzie:
e D —macierz diagonalna o elementach: d;; = §€J ,
0, Cj =0
e ¢ —wektor o n elementach rownych 1,
1-p
-, Cj *0
e z-— wektor o elementach: z; = " .
;, Cj =0

Czeé¢ ez" odpowiada sktadowej zwigzanej z przej$ciem na strong bez uzycia linku.
Rownanie P = AP mozna zapisac¢ jako:
(I — pGD)P = ez"P, (8.58)

gdzie zTP jest nieznang liczbg. Dla p € (0,1) macierz I — pGD bedzie nieoso-
bliwa i mozna znalezé rozwigzanie wzgledem P, np. przyjmujac, ze z' P = 1.
Znaleziony wektor P nalezy znormalizowac.

19Henryk Minc, Nonnegative matrices, John Wiley&Sons, New York, 1988, ISBN 0-471-83966-3
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Przyklad 8.8

Schemat potaczen miedzy stronami www pokazano na rysunku 8.1. Strona 1
zawiera link do stron 2, 3, 4, a strona 5 nie ma zadnych linkéw wychodzacych.

Y

Strona 1 Strona 2 Strona 3
A
g14=1 ga1=1 gs2=1
Y y
Strona 4 Strona 5

Rys. 8.1. Schemat potaczen migdzy stronami www

Temu schematowi odpowiada macierz potaczen:

01010
[10100]
6=11 0 0 0 0
[10000J
0100 0

1 macierz A:

0,03 04550 0,03 088 0,20
[0,3133 0,03 0,88 0,03 0,20]
A=103133 0,03 0,03 0,03 0,20},
0,3133 0,03 0,03 0,03 0,20
0,03 04550 0,03 0,03 0,20

ktorej elementy obliczane sg zgodnie z rownaniem (8.55), np.
1 1
912 = 1, Cy = 2,h12 = E,alz = 0,85 * h12 + 0,15 * g = 0,455
1 1
Ygos = 0, Cs = O,hzs = g,a25 = 0,85 * h25 + 0,15 *E = 0,2

W metodzie 2 po przeksztalceniach uzyskuje si¢ uktad réwnan odpowiadajacy
(8.58):
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ro1 ~0425 0 —085 0] o
|—0,2833 1 -08 0 0 1
—0,2833 0 1 0 p=]1]
|—02833 0 0 1 ol 1
| o —0,425 0 0o 1l 1

skad po rozwigzaniu i znormalizowaniu:

0,2890
[0,2603]
P =10,1407|.

l0,1407]
10,1694

Strony beda prezentowane wg malejacej wartosci z wektora P, zatem kolejno
strona 1, 2, 5, 3, 4. Wyniki wyszukiwania dla konkretnej frazy bedg zawieralty
pasujace strony w tej kolejnosci.

Ukryte indeksowanie semantyczne (Latent Semantic Indexing — LSI)

Ukryte indeksowanie semantyczne to technika poszukiwania informacji ,,stow”
w ,,dokumentach”, w ktorej buduje si¢ tzw. macierz wektoréw dokumentow (ma-
cierz taczaca stowa z dokumentami, w ktorych wystepuja). Macierz taka jest ma-
cierzg rzadka i o bardzo duzych wymiarach. Korzystajac z rozktadu szczegolnego,
obniza si¢ wymiarowos$¢ macierzy — uwzgledniane sg sktadowe gtowne odpowia-
dajace najwickszym warto§ciom szczeg6lnym, co prowadzi do odkrycia zalezno-
$ci migdzy stowami o podobnym znaczeniu i utworzenie nowych ,,pseudo stow”
bedacych ich kombinacjg. Nowe stowa lepiej oddajg semantyczng zawarto$¢ do-
kumentéw. Nowy opis pozwala m.in. na wyszukiwanie dokumentéw dla danego
stowa — znajdowane beda roéwniez dokumenty, ktére tego stowa nie zawieraja, ale
ich tematyka jest zblizona, a jednoczes$nie ilo§¢ przeszukiwanych danych zostaje
zmniejszona.

Na przyktad wezmy ponizsze zdania — bgdzie to zbior dokumentow:

1) catkowanie numeryczne korzysta z kwadratur,

2) skrypt dotyczacy metod numerycznych,

3) skrypt shell moze utatwia¢ prace programisty,

4) numeryczne rozwigzywanie rownan réozniczkowych,
5) metody numeryczne w pracy inzyniera,

6) rownania rézniczkowe w automatyce.

Wyrazy wystepujace w dokumencie zostaly zmienione tak, by w macierzy wekto-
row nie wystepowaty wielokrotnie w roznych odmianach, np. ,,rownania” zamiast
,,JoOwnan”.
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1) catkowanie numeryczne korzysta¢ z kwadratura,

2) skrypt dotyczacy metody numeryczne,

3) skrypt shell moze utatwiaé praca programista,

4) numeryczne rozwiazywanie rownanie rozniczkowe,
5) metody numeryczne w praca inzynier,

6) rownania rézniczkowe w automatyka.

Wiersze macierzy wektorow dokumentéw A odpowiadaja stowom, kolumny
dokumentom, a jej elementy (w najprostszym przypadku) beda jedynkami lub
zerami, w zalezno$ci od tego czy dane stowo wystepuje lub nie w danym doku-
mencie. Definiujemy wektor g, bedacy wektorem o dlugos$ci rownej ilosci wszyst-
kich stéw i majacy jedynki w miejscach odpowiadajacych wyszukiwanym
stowom. Przyktad struktury A i q odpowiadajacy poszukiwaniu dokumentéow
zwigzanych z terminem ,,catkowanie” (¢ = [0,1,0,0,...,0]7) to:

[ automatyka T 0 0 0 0 0 1 0
catkowanie 10 0 0 0 O 1
dotyczqcy 0100 00 0
inzynier 0 00 0 10 0
korzystaé 1 0 0 0 0O 0
kwadratura 1 0 0 0 0 O 0
metoda 01 0 010 0

moze 0O 01 0 0O 0

numeryczne 110 1 1 0 0

stowa = praca , A=10 0 1 0 1 0, g=|0

programista 0 01 0 0 O 0
réownania 0 001 0 1 0
rozniczkowe 0 001 0 1 0

rozwiqzywanie 0 001 00 0

shell 001000 0

skrypt 011000 0

utatwiac 0 01000 0

w 000011 0

5 1 00 000 0
dokumenty

Mamy wigc n = 6 dokumentdéw i m = 19 stow, wymiar macierzy A jest m X n.
Kolumna [ai j]izl,...,m macierzy A jest nazywana wektorem j-tego dokumentu —
zawiera informacje o tym, ktore slowa sa zawarte w dokumencie. Jezeli wynik
operacji qT[ai f]i=1,...,m jest niezerowy, czyli wektory zapytan i dokumentu nie sg
prostopadte, to w j-tym dokumencie znajdujg si¢ stowa z zapytania. Im ten wynik

jest wigkszy, czyli im bardziej wektor zapytan zbliza si¢ do wektora dokumentu,
tym wigcej stéw z zapytania jest zawartych w dokumencie. Wynik dziatania g7 A
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ujawnia wszystkie dokumenty, w ktorych wystepuja stowa z zapytania — w tym
przyktadzie catkowanie. Dla pytajacego istotne jest zredukowanie liczby doku-
mentoéw 1 wybranie najbardziej istotnych dla zapytania. Z drugiej strony stowo
catkowanie wystgpito razem ze stowami kwadratura i numeryczne, naleza-
loby odkry¢ ten zwigzek i dotaczy¢ odpowiednie dokumenty. Temu wszystkiemu
stuzy rozktad szczeg6lny i analiza sktadowych gtéwnych.

Po zbudowaniu macierzy A wyznaczany jest jej rozklad szczegolny UZVT.
Wybierane jest k < n najwigkszych wartosci szczegolnych i — przy zatozeniu, ze
w obliczonym rozkladzie wartosci szczeg6lne sa utozone od najwigkszej do naj-
mniejszej — wyznaczane macierze U’ € R™¥ (z k pierwszych kolumn macierzy
U) oraz odpowiednio X' € R**¥ (podmacierz k x k z lewego gornego rogu macie-
rzy £) i V'T € R®*" (k pierwszych wierszy macierzy V7). Kolumny macierzy V'’
sg (podrozdziat 8.6) prawymi wektorami szczegdlnymi macierzy A zwigzanymi
z k najwiekszymi warto§ciami szczegdlnymi A. k-elementowe kolumny V'T (albo
wiersze macierzy V') sktadajg sie ze wspotrzednych wektoréw dokumentow w zre-
dukowanej, k-wymiarowej przestrzeni. Z kolei zredukowany, k-elementowy
wektor zapytania obliczany jest jako ¢’ = qTU'(Z')". Analize koficzy spraw-
dzenie ,,bliskosci” wektora q' i kolejnych wierszy V', i = 1,...,n macierzy V'
poprzez obliczenie (dla kazdego dokumentu) tzw. wspotczynnika podobienstwa
(cosine similarity), czyli:

viq
TIHTAR

Dokumenty, dla ktérych warto$¢ podobienstwa jest najwicksza, zawierajg infor-
macje dotyczace poszukiwanego hasta.

cos £(q, V{) =

W naszym przyktadzie (dla k = 3) wynik dla stowa ,,calkowanie” to:

cos 4(q",V;) zdanie=dokument

0,98 catkowanie numeryczne korzysta z kwadratur

0,59 skrypt dotyczacy metody numeryczne

0,3 metody numeryczne w praca inzynier

-0,1 numeryczne rozwigzywanie rownania rozniczkowe

-0,37 skrypt shell moze utatwia¢ praca programista

-0,52 roOwnania rézniczkowe w automatyka

Jak tatwo zauwazy¢, na szczycie listy wynikow jest jedyne zdanie, w ktorym po-
jawilo si¢ stowo ,,catkowanie”, dalej wyniki zwigzane z metodami numerycznymi
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i na koncu zdania majace (w $wietle dostarczonych informacji) mniejszy zwigzek
z poszukiwanym hastem.

W rzeczywistych zastosowaniach do elementéw macierzy A stosowane sg wagi
uwzgledniajgce m.in. ilo$¢ wszystkich wystapien danego stowa we wszystkich do-
kumentach i w danym dokumencie.

Kompresja obrazu

Rozktad szczegdlny mozna wykorzysta¢ do kompresji obrazu. Dla uproszczenia
przyjmiemy obraz w odcieniach szarosci (dla obrazu kolorowego nalezatoby
powtorzy¢ operacje dla kazdego z trzech koloréw) zapisany w formie macierzy M
o wymiarze (m X n), gdzie poszczegdlne warto$ci odpowiadaja znormalizowa-
nym jasno$ciom pikseli.

W najprostszym przypadku algorytm bedzie nastepujacy:

1) dla macierzy M nalezy obliczy¢ rozktad szczegdlny: M = UZVT, gdzie
wymiary macierzy to U — m Xm, £ — mXn, V — n Xn; w macierzy X,
podobnie jak w przypadku LSI, warto$ci szczego6lne powinny by¢ ulozone
od najwiekszej do najmniejszej,

2) wybra¢ warto$¢ r < min{m, n} — ilos¢ uwzglednianych sktadowych gtownych,
od ktorej bedzie zaleze¢ jakos¢ wynikowego obrazu oraz stopien kompres;ji,

3) wyznaczy¢ macierze U'— m Xr, ¥'— r Xr, V'— n X r, biorgc pierwsze r
kolumn (i pierwsze r wierszy w przypadku X') z odpowiednich macierzy,

4) obliczy¢ M’ = UTV'T.

Do obliczenia macierzy M', ktora tak jak M ma n wierszy i m kolumn potrzebne

jest r(m + n + 1) liczb (elementéw macierzy U’, X', V'), w pordwnaniu do m - n
dla oryginalnej macierzy M.

Skompresowany obraz (macierz M’) uwzglednia r pierwszych sktadnikow sumy
ze wzoru (8.42) — jest najlepszym przyblizeniem rzedu r macierzy M wedhug
normy euklidesowej, a norma btedu tej aproksymacji jest rowna kolejnej wartosci
szczegblnej: ||M -M, || = 0,,1. Pomijane s3 te sktadniki sumy, ktorych wplyw
na elementy macierzy jest najmniejszy.

Przyklad 8.9

Zdjecie pokazane na rysunku 8.2a o wymiarach 1085x1200 skompresowano, przyj-
mujac v = 100 (rys. 8.2b), r = 25 (rys. 8.2¢), r = 10 (rys. 8.2d), zmniejszajac
ilos¢ liczb opisujacych zdjecie o odpowiednio: 82%, 96% 1 98%. (np. w pierwszym
przypadku zamiast 1302000 liczb, zapamigtywane jest: 100(1085+1200+1) =
228600).
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Rys. 8.2. Kompresja obrazu z wykorzystaniem rozktadu SVD

Z drugiej strony, blad kolejnych aproksymacji rosnie i wynosi 0491 = 6,67,
0.6 = 13,03, 041 = 23,34, co jest widoczne na rysunkach 8.2b-d. Najwigksze
wartosci szczegolne macierzy M pokazano na rysunku 8.3.
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100
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50 100
i

Rys. 8.3. 200 najwickszych wartosci szczegolnych macierzy M

150

Z rysunku 8.3 wynika, ze dobrym kompromisem mi¢dzy jakoscig obrazu a kom-
presja danych bytaby aproksymacja z zachowaniem 40 < r < 80 wartoS$ci szcze-

golnych.
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Q. Réwnania rézniczkowe Zwyczajne

9.1. Zagadnienie poczatkowe
Najbardziej ogolng postacig rownania rézniczkowego zwyczajnego rzedu
n jest wyrazenie:
ary dy _
F(_ 2 y,x) =0, ©.1)

dxm’
w ktorym wystepuje nieznana funkcja y(x) zmiennej niezaleznej x i jej pochodne.
W wielu zastosowaniach zmienng niezalezna jest czas (x = t). W takim przypadku

2
pochodne przyjeto oznacza¢ kropkami y = %, y = ZTZ itd.

Rozwigzaniem og6élnym rownania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n nazy-
wamy rodzing wszystkich funkcji y(x), klasy co najmniej C", speiajacych
rownanie (9.1). Rozwigzanie ogdlne mozna sparametryzowac, stosujac n statych
parametrow.

Jesli w rozwigzaniu ogdlnym, wszystkie te parametry zostang ustalone otrzymamy
rozwigzanie szczegélne. Najczgsciej odbywa si¢ to przez podanie warunkow
na wartosci funkcji i pochodnych dla wybranej warto$ci zmiennej niezaleznej x
(w wybranym punkcie).

Roéwnanie rzedu n mozna sprowadzi¢ (pod pewnymi warunkami) do uktadu n
réwnan stopnia pierwszego, wtedy rozwigzaniem jest funkcja y: R - R™. Nume-
rycznie mozna poszukiwac tylko szczegolnych (nie ogdlnych) rozwiazan rownan
rozniczkowych. Rozwigzanie rownania rzgdu n lub tez, co rownowazne, uktadu
n réwnan rzedu pierwszego, zalezy od n statych wyznaczanych z warunkow, jakie
spelnia¢ ma poszukiwana funkcja. Jesli wszystkie te warunki zadane sg w jednym
punkcie, czyli dla jednej wartosci zmiennej niezaleznej, mowimy, ze dany jest pro-
blem poczatkowy, zwany inaczej zagadnieniem poczatkowym albo problemem
Cauchy’ego:

Szukamy rozniczkowalnej funkcji y(x) spelniajacej warunki:

L= fo@x).  y(x) = Yo 92)

dla zadanych x4 1 y,.
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O 1 1
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X
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Rys. 9.1. Rozwigzania szczegdlne rOwnania Z—i =y dlaréznych warunkow poczatkowych

Nie w kazdym przypadku zagadnienie poczatkowe ma rozwigzanie. Zeby zapew-
ni¢ istnienie rozwigzania trzeba dokonac¢ pewnych zatozen dotyczacych funkcji f
wystepujgcej w rOwnaniu rozniczkowym.

T Definicja 9.1

Funkcja f: R™ — R"™ spetnia w zbiorze S € R™ lokalnie warunek Lipschitza
(jest lokalnie lipschitz’owska), jesli dla kazdego punktu y € S istnieje otocze-
nie S, C S, w ktérym

Vzes, If ) = F@Il < Klly — | 9.3)

dla pewnej statej K nazywanej stalg Lipschitza. Funkcja f: R™ — R™ spetnia na
zbiorze S © R™ warunek Lipschitza jesli warunek (9.3) jest spelniony dla kaz-
dych y,z € S z ta sama statg K. Jezeli S = R™, to funkcja f spetnia warunek
Lipschitza globalnie.
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Funkcja f: R — R spelniajaca warunek Lipschitza na przedziale [ jest ciagla i r6z-
niczkowalna prawie wszgdzie na I, a modut jej pochodnej jest ograniczony przez
stata Lipschitza, jest wiec takze jednostajnie ciagtla.

Jezeli f: R™ — R™ jest w wypuklym zbiorze S € R™ r6zniczkowalna i istnieje stata
K, taka ze ||Z—£|| < K, to funkcja f spelnia na zbiorze S warunek Lipschitza

ze stalg K.

O istnieniu rozwigzania zagadnienia poczatkowego rozstrzygaja nastgpujace
twierdzenia. Zwykle sg one formutowane przy zatozeniu ciaglosci wzgledem x,
mozna je jednak uogolni¢ na przypadek odcinkowej ciaglo$ci, tak jak to sformu-
lowano w twierdzeniach 9.1, 9.2. Takie sformutowanie jest przydatne np. w ana-
lizie uktadow sterowania.

Twierdzenie 9.1 (o lokalnym istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzania rGwnania
rozniczkowego — Khalil, 2002)

Jezeli funkcja f(y,x) jest odcinkowo ciagla wzgledem x i spelnia warunek
Lipschitza lokalnie w punkcie y,, jednostajnie wzgledem x € [xg, X)), to
znaczy:

Vayesy, Vxelxoxo If %) = f(z 0|l < Klly -zl 94

to istnieje € > 0, takie ze rownanie (9.2) ma jedyne rozwigzanie na przedziale
[x0, xo + €].

Do istnienia przynajmniej jednego rozwigzania zagadnienia poczatkowego (9.2)
wystarcza ciggto$¢ funkcji f(y,x), natomiast przyktadem na to, ze cigglo$¢

. . . , . . . , . d
nie jest wystarczajaca dla jednoznacznosci rozwigzania jest rOwnanie d—i: =3y

3

z warunkiem y(0) = 0, ktérego rozwigzaniami sg y(x) = 01 y(x) = G x)E.

Twierdzenie 9.1 gwarantuje istnienie rozwigzania na ,,matym” przedziale zmien-
nej niezaleznej — przedziat [x,, X, + €] moze by¢ znacznie mniejszy od przedziatu
[x0, X ). Do uzyskania ,,przedluzalno$ci” rozwigzania — to jest zapewnienia jego
istnienia na zadanym, (niekoniecznie matym) przedziale zmiennej niezaleznej,
trzeba wzmocni¢ warunek Lipschitza, tak byt spetniony globalnie. Opisuje to
kolejne twierdzenie.
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Twierdzenie 9.2 (o przedtuzalnos$ci rozwigzania — Khalil, 2002)

Jezeli funkcja f(y,x) jest odcinkowo ciggla wzgledem x, i spelnia warunek
Lipschitza globalnie, jednostajnie wzgledem x € [x,, X)), to znaczy:

vy,zeR" vxe[xo,xk] ”f(y' x) - f(Z: x)” < K”y - Z||, (9-5)

oraz || f (¥o, x)|| < k < oo, to zagadnienie poczatkowe (9.2) ma jedyne rozwigza-
nie na przedziale [xg, x;].

Przyktadem réwnania, ktérego rozwigzanie nie jest dowolnie przedtuzalne
jest %z —y? zwarunkiem y(0) = —1, ktérego rozwigzaniem jest funkcja

y(x) = x%l dazaca do nieskonczonosci gdy x dazy do 1 z lewej strony.

Rozwigzania numeryczne sg konstruowane na ograniczonym przedziale [xg, x|
dla takich rownan, dla ktorych istnieje rozwigzanie na przedziale [xg, x ], zgodnie
z powyzszymi twierdzeniami.

Przyklad 9.1 (Sprowadzenie rownania wyzszego rzedu do uktadu réwnan rzedu
pierwszego).

Nalezy rozwigza¢ zagadnienie poczatkowe

y—9x =y2y+y, y(0) =y, y(0) =y, 7(0) = y,.

Poniewaz zdecydowana wigkszo$¢ standardowych procedur rozwigzywania nu-
merycznego rownan roézniczkowych dotyczy wektorowych réwnan rzgdu pierw-
szego (poza tym istnieje pewna ilo$¢ procedur dla rownan wektorowych drugiego
rzgdu, ktoére maja zastosowanie w mechanice i astronomii, a procedury rozwiazu-
jace bezposrednio rownanie n-tego rzedu sa rzadkoscia), wiec rbwnanie to trzeba
przeksztatci¢ do standardowej postaci.

Typowym podejéciem (aczkolwiek nie jedynym mozliwym) jest postuzenie si¢
tzw. wspoOhrzednymi fazowymi. Oznaczmy z; =y, z, = y,z3 = J. Zachodza
wiec rownosci

Zl = y = Z3,

22 = y = Z3,

23 =V =222, + 2, + x23

oraz z,(0) =¥y, z2(0) = ¥4, z3(0) = y,. OtrzymaliSmy wiec uktad réownan,
ktory mozna zapisa¢ w postaci wektorowej

22 Yo
z=f(x,2), f(x,z)=[ 23 , o z(0) = )
727, + 2, + x23 V2
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Wyprowadzony uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, ma te wiasci-
wos¢, ze pierwsza wspotrzedna jego rozwigzania jest rozwigzaniem wyjsciowego
roOwnania trzeciego rzedu i odwrotnie: rozwigzanie wyjsciowego réwnania po
uwzglednieniu definicji z; 1 z, jest rozwigzaniem otrzymanego uktadu rownan.

Taki uktad réwnan moze by¢ bezposrednio rozwigzywany przez standardowe
procedury numeryczne.

9.2. Numeryczne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego

Numeryczne rozwigzanie zagadnienia poczatkowego polega na wyznaczaniu
kolejnych wartosci y;, i = 0,1,2, ...., ktore w wybranych punktach zmiennej nie-
zaleznej x;, i = 0,1,2,... majg przybliza¢ wartosci doktadnego rozwigzania
y(x;),i =0,1,2, ..... Ta czgs¢ algorytmu rozwigzujacego zagadnienie poczatkowe,
ktéra odpowiada za generowanie kolejnych wartosci y;, i = 0,1, 2, ... jest nazy-
wana schematem réznicowym. Przej$cie do kolejnej wartosci x;, y; to krok
schematu réznicowego, a odleglos¢ miedzy kolejnymi dwiema warto$ciami x;
to dlugo$¢ kroku schematu réznicowego, najczgsciej oznaczana przez h > 0.

W praktyce, rozwigzania numerycznego poszukujemy zawsze na ograniczonym
przedziale [xg, x; ] 1 trzeba je uzyska¢ po skonczonej liczbie operacji arytmetycz-
nych, wigc liczba krokéw i otrzymanych wartosci przyblizonych y; musi by¢ skon-
czona.

Schematy réznicowe dzieli si¢ na grupy postugujac si¢ roznymi kryteriami:

Ze wzgledu na przyrost zmiennej niezaleznej stosowany na poszczegélnych
etapach obliczen:

e schemat réznicowy stalokrokowy, w ktérym przyrost zmiennej niezaleznej
jest taki sam w kazdym kroku,

e schemat r6znicowy zmiennokrokowy, w ktorym stosujemy sterowanie dtu-
goscig kroku (przyrostem zmiennej niezaleznej), dostosowujac ja w kazdym
kroku do wymagan dotyczacych doktadnosci otrzymanego rozwigzania.

Ze wzgledu na ilo$¢ informacji wykorzystywanej do wykonania jednego kroku

e schemat réznicowy jednokrokowy — do obliczenia y;,; wykorzystuje infor-
macjt; 0Yi,

e schemat r6znicowy k-krokowy (wielokrokowy) — do obliczenia y;,; wyko-
rzystuje informacje o V;, ¥i_1, «--» Yi—k+1-
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Ze wzgledu na posta¢ rownan wykorzystywanych na pojedynczym etapie obliczen:

e schemat rdznicowy jawny (otwarty) podaje jawna zaleznos¢, z ktdrej mozna
obliczy¢ y;41,

e schemat r6znicowy niejawny (zamkniety) podaje rownanie (algebraiczne,
nieliniowe), ktore trzeba rozwigzaé, zeby obliczy¢ y; ., 1.

Po zastosowaniu schematu réznicowego otrzymujemy dyskretny cigg wartosci, ktore
przyblizaja rozwigzanie dokladne w wybranych punktach. Warto$¢ przyblizona
migdzy punktami x; obliczamy najczgsciej korzystajac z interpolacji odcinkowo-linio-
wej, niekiedy wielomianowej (np. metody BDF opisane w podrozdziale 9.8).

Oprocz zastosowania schematu réznicowego, to jest obliczenia przyblizonych
warto$ci rozwigzania, konieczna jest analiza btgdu otrzymywanego rozwiazania.
W metodach zmiennokrokowych taka analiza jest dokonywana automatycznie,
w kazdym kroku i jej wnioski stuza do akceptacji lub odrzucenia otrzymanego
rozwigzania i do pojgcia decyzji o dlugosci nastgpnego kroku.

Kazde réwnanie rozniczkowe (9.2) mozna zapisa¢ w rOwnowaznej postaci rowna-
nia catkowego, a schematy roznicowe majg wiele wspdlnego z metodami catko-
wania numerycznego. Z tego powodu metody numeryczne rozwigzywania rownan
rozniczkowych nazywa si¢ takze metodami catkowania rownan rézniczkowych.

Rozwazmy schemat jednokrokowy, z krokiem /4, na przedziale [xg, Xy + Nh].
Niech x,, = x, + nh, a y, niech bedzie rozwigzaniem przyblizonym odpowiada-
jacym doktadnemu rozwigzaniu y(x,,). Na catkowity btad, jakim jest obarczone
rozwiazanie przyblizone sktadaja sig, jak w kazdej metodzie numerycznej, btad
zaokraglen i blad metody. Blad zaokraglen zalezy przede wszystkim od arytmetyki
zmiennopozycyjnej, w ktorej prowadzone sg obliczenia, a btad metody scharakte-
ryzujemy w tym rozdziale. W przypadku numerycznego rozwiagzywania rOwnania
rozniczkowego mozna mowic o kilku rodzajach btedu metody. Precyzuja to po-
nizsze definicje, odnoszac si¢ takze do zaleznosci bledow schematu roznicowego
od dtugosci kroku.

Definicja 9.2 (btedow metody rozwigzywania zagadnienia poczatkowego):

Bledem schematu réznicowego nazwiemy ciagg

en(x) = y(xp) =y, n=12,..,N. (9.6)
Bledem globalnym liczbe:
en =max |lyCen) = ynll. (9.7)

Blad globalny jest zbiezny jesli ’llir% & = 0, azbiezny z rzedem p jesli dodatkowo

&p < ChP (98)

dla pewnej statej C.
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Jezeli oznaczymy ¥, 1 rozwiazanie otrzymane po wykonaniu kroku o dtugosci |
h z punktu poczatkowego (y(xy,), X, ), to bledem lokalnym nazwiemy

Tn+1(h) = y(Xn41) — Yns1- 9.9
Jezeli btad lokalny metody mozna przedstawi¢ w postaci rozwinigcia w szereg
Tne1(h) = @y (xn), Xp)RPH + O (RPH2), (9.10)

to mowimy, ze metoda jest rzedu p.
Jezeli blad lokalny mozna przedstawi¢ w postaci

Tn+1(h) = htpyq (),
to T,,+1 (h) jest nazywany lokalnym bledem odciecia.

Jezeli na poczatku kroku znalezliSmy si¢ w punkcie ¥, .1, r6znym od dokladnej
warto$ci rozwigzania y(x,41), to w nastgpnym kroku, jesli nie jest obcigzony zad-
nymi btedami, bedziemy porusza¢ si¢ wzdtuz rozwigzania lokalnego wybranego
przez warunek poczatkowy y (X, +1) = Vn+1, @ nie wzdtuz rozwigzania wyr6znio-
nego przez warunek y(x,) = y,. Btad lokalny obrazuje zachowanie schematu r6z-
nicowego w tym jednym kroku. Im wyzszy rzad metody tym metoda jest doktad-
niejsza, a btad popetiany w jednym kroku mniejszy (dtugos¢ kroku h jest znacz-
nie mniejsza od 1). Rzad metody mozna definiowac takze przez lokalny btad
odciecia. Dla metody rzedu p 7,41 (h) = O(hP) dlah — 0.

Jezeli t,.4(h) = 0 dla h — 0, to méwimy, ze schemat réznicowy jest zgodny
z zadaniem poczatkowym, ktore rozwigzuje. Jawny jednokrokowy schemat
roznicowy mozna zapisaC wzwartej formie Ypyq = Y + Pr(Vn, Xn, AR

(P jest nazywana funkcja przyrostowa lub inkrementalng). Zgodnie

z (99) Y(xn+1) = Y(xn) + q)f (Y(xn); xn; h)h + th+1(h)’ WIQC —y(xn+131_y(xn) =

D (¥ (xn), Xn, h) + Tyyq (h). Jezeli schemat réznicowy jest zgodny, to

f(xp), x,) = 3_3} — lim Y(Xni1) = y(xn)

Xlx=x, 10 h

= lim & (¥ (), %, h).

Mozna wigc powiedzie¢, ze zgodny schemat réznicowy odtwarza dla h — 0 réw-
nanie rozniczkowe, ktére rozwigzuje numerycznie. Rozwigzanie numeryczne
odbywa si¢ ze skonczona, niezerowa dtugoscig kroku, wiec cho¢ uzyskane metoda
zgodna, bedzie roznito si¢ od rozwigzania doktadnego. Schemat ro6znicowy pierw-
szego rzedu (wedtug definicji 9.2) jest zgodny.

Btad schematu réznicowego i maksimum jego normy, czyli btad globalny odnosza
si¢ do rozbiezno$ci migdzy rozwigzaniem numerycznym, a rozwigzaniem doktad-
nym z warunkiem poczatkowym y(x,) = y,, ktorego szukamy. Wielko$¢ btedu
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globalnego jest wynikiem kumulowania si¢ bledéw lokalnych, ale wptyw na biad
globalny ma takze charakter zmiennosci rodziny rozwiazahn rdwnania rézniczko-
wego dla réznych warunkow poczatkowych, to znaczy to czy rozwigzania te
zblizajg si¢ czy oddalajg od siebie ze wzrostem zmiennej niezalezne;j.

Na rysunku 9.2 pokazano btad schematu roznicowego, bledy lokalne i biad
globalny.

A

— r0zWigzanie doktadne

—O— rozwigzanie numeryczne
btad lokalny w n-tym kroku

e blad globalny po n krokach

yn+3_

1 1 1 1

Y

X X X X
n n+1 n+2 n+3

X
Rys. 9.2. Blad lokalny i globalny schematu réznicowego na przyktadzie jawnej metody
Eulera (rozwigzanie roOwnania Z—z =y,y(0) =1 z krokiem h = 1)

Przy rozwigzywaniu rownania rézniczkowego szacowany jest btad lokalny. Zwia-
zek miedzy btedem lokalnym a globalnym i uzasadnienie tego, ze ograniczajac
btad lokalny panujemy jednocze$nie nad bledem globalnym daje ponizsze twier-
dzenie.
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Twierdzenie 9.3 (o zbieznosci rozwigzania numerycznego — Krupowicz, 1986)

Jezeli doktadne rozwigzanie zagadnienia poczatkowego jest gladkie, schemat roz-
nicowy jest zgodny i jest rzedu p = 1 (to znaczy btad lokalny spelnia warunek
(9.10), to btad globalny jest zbiezny z rzedem p (to znaczy btad globalny spelnia
warunek (9.8)).

Definicja 9.3

Schemat r6znicowy z krokiem h bedzie nazywany stabilnym jezeli z ograni-
czono$ci rozwigzania doktadnego wynika ograniczono$¢ rozwigzania przybli-
zonego, przy liczbie krokéw n — oo.

Aby schemat réznicowy byl stabilny zgodnie z definicjg 9.3, to blad metody
nie moze narasta¢ w kolejnych krokach. Zaté6zmy, ze w kolejnych krokach
otrzymujemy y(xo) = Yo, ¥(x1) =y1 +&1, y(xz) =y, + €, ..., gdzie y(xy)
jest rozwigzaniem doktadnym, y,, — przyblizeniem, a &, blgdem po n-tym kroku.
Jezeli potrafimy przedstawic¢ btad w postaci

Enp1 = Gy, n=12, .., (9.11)

to macierz G (nazywana macierzg wzmocnienia bledu), ktora jest zalezna od dtu-
gosci kroku h, decyduje o stabilnoéci metody. Zeby btad nie narastat musi ona
mie¢ wszystkie wartosci wlasne o module mniejszym od 1. Jest to znany warunek
stabilnosci liniowego rownania réznicowego (9.11).

Stabilnos¢ schematu réznicowego jest wymaganiem elementarnym. Schemat
niestabilny bedzie po prostu generowat co raz wigksze wartosci z rosnacg liczba
wykonanych krokow.

W teorii metod numerycznych sformutowano wiele definicji stabilno$ci schema-
tow roznicowych. Rdznig si¢ one kontekstami i szczegotami definicji, mogg by¢
inne dla schematow jednokrokowych i wielokrokowych. W przypadku schematow
jednokrokowych szczegolnie popularne jest pojecie stabilnosci absolutnej (Iub
bezwzglednej), odwotujace si¢ do rownania liniowego pierwszego rzedu, jako do
problemu testowego.

Definicja 9.4

Jezeli y(x) jest rozwigzaniem doktadnym rownania % y=2, y(0)=1,
gdzie 1 moze by¢ liczba zespolona, to schemat r6znicowy z krokiem h generu-
jacy rozwiazanie przyblizone y;, jest absolutnie stabilny, jezeli warto$ci przy-
blizone y,, pozostaja ograniczone dla n — oo,
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Rozwiazanie przyblizone y,, zalezy od parametru réwnania A i dtugosci kroku h.
Obszarem stabilnosci absolutnej schematu réznicowego nazywamy podzbior
plaszczyzny zespolonej z = Ah, w ktorym jest spetniony warunek z definicji 9.4.
Jezeli obszar ten zawiera lewa potplaszczyzne zmiennej zespolonej, to mowimy,
ze schemat r6znicowy jest A-stabilny, jezeli sektor katowy lewej potptaszczyzny
to A(a)-stabilny Jezeli schemat jest A-stabilny, to ograniczone rozwigzanie
numeryczne uzyskamy przy dowolnie dhugim kroku. Jes§li obszar stabilno$ci
jest ograniczony, to zakres dtugosci kroku generujacych ograniczone rozwigzania
numeryczne jest tez ograniczony. Doktadniejszy opis konsekwencji ograniczono-
$ci obszaru stabilnosci absolutnej przedstawimy w podrozdziale 9.4.

9.3. Liniowe rownania rozniczkowe

Roéwnania rézniczkowe postaci

da

gdzie A jest stalg macierzag wspotczynnikéw o wymiarze n X n, nazywamy linio-
wym, stacjonarnym rownaniem roézniczkowym (uktadem liniowych réwnan
rozniczkowych). To, ze wspotczynniki rownania nie zaleza od zmiennej x,
pozwala bez utraty ogdélnosci rozumowania rozwigzywac¢ rOwnanie z warunkiem
poczatkowym okreslonym dla x = 0.

Roéwnan liniowych nie trzeba rozwiazywaé numerycznie — mozna otrzymac anali-
tyczng posta¢ rozwigzania. Wyprowadzimy rozwigzanie réwnania (9.12) przy
zatozeniu, ze macierz A ma roézne warto$ci wlasne A;,i = 1, ..., n. Z rozdziatu 8

A, 0 - 0
) . 1 . 0 A, - 0 . .
wiadomo, ze wtedy V™AV = A, gdzie A = |, . .. |,V jest macierza,
0 -« 0 Ay

ktorej kolumnami sg (liniowo niezalezne) wektory wlasne odpowiadajace warto-
sciom wlasnym A;. Jezeli wprowadzimy w rownaniu (9.12) zamian¢ zmiennych

Vz(x) = y(x), (9.13)

to otrzymamy jego nowg postac:
~2(x) = VAVZ(x), 2(0) =V7ly(0) =Vlyy =z,  (9.14)

Macierz V1AV = A jest diagonalna, wigc uktad réwnan (9.14) mozna zapisaé
w postaci rownan skalarnych
d

dle-(x) =Nzi(x), z;(0) =z, (=12..,n (9.15)
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Dla takich rownan znamy rozwigzanie:

zi(x) = ehixzio, i=12,...,n, (9.16)
albo w postaci macierzowej
e}\lx 0 vee 0
Aax L.
20 =0 € 0 a0, (9.17)
0 0 eMx
Wracajac do oryginalnego roéwnania dostajemy:
e}\lx 0 e 0
Aax L.
y@) =vzeo=v[? T 0 vy @)
0 oo 0 e)“nx
[wi
T

W3

L

Jezeli wiersze macierzy V™1 oznaczymy przez V~1:= , to (9.18) mozna

zapisac jako
n

y(x) = z e vw!y(0). (9.19)
i=1

Rozwigzanie stacjonarnego réwnania liniowego zostato przedstawione w postaci
sumy n sktadnikoéw. Kazdy z nich jest nazywany modem. Kazdy mod jest zwia-
zany z jedna warto$cia wlasna: jest wektorem o kierunku wektora wlasnego v;
(bo w]y(0) jest skalarem), zmieniajacym sie zgodnie z funkcja ehi* . Jezeli A;
jest liczba rzeczywista przebieg e** jest aperiodyczny (nie wystepuja w nim oscy-
lacje), rosnacy do nieskonczonosci jesli A; > 0, dazacy do zera jesli A; < 0 1 staty
dla A; = 0. Jesli A; jest liczbg zespolona, to istnieje sprzgzona do niej wartos$é
wlasna, powiedzmy A;,;. Suma dwoch modéw zwigzanych z tymi warto$ciami
wlasnymi jest rzeczywista (co mozna wyprowadzi¢ ze wzoru Eulera), ale zawiera
oscylacje o pulsacji zwiazanej z czgsécig urojong Im{4;}. Amplituda tych oscylacji
ro$nie do nieskonczonos$ci gdy Re{4;} > 0, maleje do zera gdy Re{A;} < 0, a jest
stata gdy Re{4;} = 0. Im dalej na lewo od osi urojonych na ptaszczyznie Gaussa
lezy warto$¢ wlasna A;, tym szybciej zanika mod zwigzany z tg wartos$cig wtasna.

Liniowe rownania rozniczkowe sg uzywane jako test dla metod numerycznych,
i w takim kontekscie bedziemy si¢ do nich odwotywac. Doktadniejszg analize roz-
wigzania liniowego rownania rézniczkowego, takze w przypadku wielokrotnych
warto$ci wlasnych macierzy wspotczynnikow, mozna znalez¢ w wielu podreczni-
kach.
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9.4. Schematy réznicowe jednokrokowe niskiego rzedu
i ich najwazniejsze cechy

Jawna metoda Fulera — przyklad metody o ograniczonym obszarze stabilno$ci

Jezeli w rownaniu rozniczkowym (9.2) zastapimy pochodng ilorazem réznicowym
W nastepujacy sposob:

d —
Zofon > RIS i) (9:20)
dx h
to otrzymamy schemat réznicowy
Yn+1 = Yn T f O xn)h (9.21)

nazywany jawng metodg Eulera. Na przyklad, w przypadku uktadu linio-
wych rownan rézniczkowych jawna metoda Eulera jest opisana réwnaniem

Yn+1 = Yn + hAy, = (I + hA)yy.

Zgodnie z definicja, jezeli blad lokalny metody mozna przedstawi¢ w postaci
rozwinigcia w szereg Tnyq(h) = @(¥(xp), x)RPTL + O(hP*?), to metoda ma
rzad zbiezno$ci p. W jawnej metodzie Eulera blad lokalny jest rowny:

Tn+1(h) = Y(Xn41) = Yne1 = Y(Xni1) = ¥ (xn) — hf (v (xn), xn) = (9.22)

— b [2Gnt)=y0Om) _ dy(x)
h dx

] = h (5" Gen)+...) = O(h2),

czyli rzad zbiezno$ci metody Eulera jest rowny 1.

dy
dx

Jawna metoda Eulera jest zgodna, dlah — 0 y—’”;l_y LN
x=

x = f(y(xn), xn)-

Macierz wzmocnienia btedu mozna wyprowadzi¢ w metodzie Eulera w nastepuja-
cym ciagu przeksztatcen wynikajacym z rozwinigcia rdéznicy progresywnej w sze-
reg Taylora:

Y(xn+1) - y(xn)

N h N (9.23)
+ zy(xn)+---=f(y(xn)r Xp)+ zy(xn) + -

_ )
ax lx=x,

czyli po uwzglednieniu, ze Yp41 + €nt1 = Y(Xn41), Yn + & = ¥(xn), mamy
h2
Yne1 T Ens1 = Yn —&n = Hf O + &, xp) + ?y"(xn) +e (924)
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Po podstawieniu  y, 11 = ¥, + f (¥, xp)h dostajemy

hz "
Yn t+ hf(yn»xn) T &1~ Yn—En = hf()’n + &p, xn) + Ey (xn) T+ (925)

skad mozna wyliczy¢
2
En+1 = Ep t+ h[f(yn + €n Xn) — f(Yn'xn)] + ?y"(xn) +. (9:20)

Ponowne wykorzystanie szeregu Taylora daje
Ens1 = (1 +h )sn +0(e2) + 0(h?), (9.27)
I lx=sn,y=yn
czyli macierz wzmocnienia bledu w jawne] metodzie Eulera jest rowna
G=1+nZ
oy

X=Xpn"*
Y=Yn

»lestowym” réwnaniem dla ktérego okreslamy stabilno$¢ metody jest uktad
liniowych réwnan rézniczkowych stopnia pierwszego:

—v=A
ax” Y (9.28)

or

1wtedyG=I+hay

= I + hA. Jesli liczby (migdzy ktérymi moga by¢
X=Xn,Y=Yn
zespolone) A; sg warto§ciami wlasnymi macierzy A, to warto§ciami wlasnymi
macierzy G sg liczby y; = 1 + h4;. Modut tych wartosci wtasnych jest mniejszy
od 1 (Jy;l <1) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby zespolone hA; znajduja si¢
wewnatrz okregu o promieniu 1 i $rodku —1 + jO na plaszczyZznie zespolone;.
Jest to jednoczes$nie obszar stabilnosci absolutnej tej metody (zdefiniowany
w definicji 9.4). Faktycznie, rozwigzaniem numerycznym réwnania z definicji 9.4
jest ciag Vp41 = ¥n + hdy, = (1 + hd)y,, ktory bedzie ograniczony, jesli
1+ hA| < 1.

Obszar stabilno$ci okre$la z jakg maksymalng dtugoscig kroku mozna prowadzic¢
obliczenia przy danym rozktadzie warto$ci wlasnych macierzy A. Im dalej na lewo
od osi urojonych lezy wartos¢ wlasna, to jest im szybciej zanika sktadowa rozwig-
zania rdbwnania (9.28), tym mniejsza dlugo$¢ kroku jest konieczna dla zapewnienia
stabilno$ci metody. Ta mata dtugos¢ kroku musi by¢ utrzymana przez caty prze-
dzial, na ktorym rozwigzujemy réwnanie, nawet wtedy gdy ,,szybki” sktadnik
przestat juz by¢ praktycznie widoczny w rozwigzaniu.
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Roéwnania, w rozwigzaniu ktorych wystepuje szybko zmieniajacy si¢ sktadnik,
obok sktadnikéw zmieniajacych si¢ znacznie wolniej, nazywamy sztywnymi.
Pomimo, ze pierwszy raz pojgcie to pojawito si¢ w literaturze na poczatku lat
pigcdziesigtych XX wieku, przez ponad 60 lat nie udato si¢ sformutowac $cislej
1 powszechnie akceptowanej definicji sztywno$ci zagadnienia poczatkowego.
Wciaz przytacza si¢ —jako ,,najbardziej pragmatyczng »definicje«” sformutowanie
Curtissa i Hirschfeldera z 1952 roku: ,,sztywne réwnania (r6zniczkowe) to takie
dla ktorych pewne metody niejawne, w szczegélnosci BDF (opisane w pod-
rozdziale 9.8) dziataja lepiej, zwykle nieporoéwnanie lepiej niz jakiekolwiek
metody jawne”. Aby przewidzie¢ i wybra¢ odpowiednia metodg, potrzebna
jest jednak ,,miara sztywnos$ci”, ktorg mozna wyznaczy¢ na podstawie rownania
roézniczkowego bez eksperymentowania z wieloma metodami. Tego rodzaju miara
,.sztywno$ci” problemu (aczkolwiek niedoskonatg'') w przypadku rdéwnania
Re{Ay}
Re{d,Y
A lezaca najdalej od osi urojonych w lewej polptaszczyznie, a A, — najblize;j.
W przypadku réwnania nieliniowego odnosi si¢ to do wartosci wlasnych macierzy
Jacobiego.

liniowego (9.28) moze by¢ S = gdzie A, oznacza warto$¢ wlasng macierzy

W kazdej metodzie o ograniczonym obszarze stabilno$ci dtugos$¢ kroku musi by¢
dobrana do najszybciej zmieniajgcego si¢ sktadnika rozwigzania i krok nie moze
by¢ wydtuzony w catym przedziale, w ktorym wyznaczamy rozwiazanie przybli-
zone. W przypadku rownan sztywnych bedzie to szczeg6lnie uciazliwe, bo dtugosé
kroku stosowna dla najszybszego sktadnika moze by¢ wielokrotnie mniejsza od
dtugosci kroku akceptowanej przy wolniejszych sktadnikach.

Duza zaleta schematu rdéznicowego bylby otwarty na lewa potplaszczyzne,
nieograniczony obszar stabilnosci absolutnej. Pozwolitoby to na dobér dowolnej
dtugosci kroku bez utraty stabilno$ci — nie byloby zagrozenia przerwania obliczen
z powodu osiggnigcia ograniczen stosowanej arytmetyki zmiennopozycyjne;j.

' Odwotywanie sie tylko do czesci rzeczywistej wartosci wlasnych jakobianu jest dyskusyjne, bo
nie wyklucza bardzo duzych czesci urojonych przy matej ujemnej czesci rzeczywistej, ktore wiaza
si¢ z szybko oscylujaca, ale wolno zanikajaca sktadowa rozwiazania, ktoéra bedzie wymagata matego
kroku od wszystkich metod.
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Im z

Rys. 9.3. Lewa potptaszczyzna plaszczyzny Gaussa, to pozadany obszar stabilnosci
metody (A-stabilno$¢). Jak wida¢ w takim przypadku kwestia stabilnosci rozwigzania
nie naktada ograniczen na dtugos¢ kroku

Rys. 9.4. Obszar stabilnos$ci absolutnej jawnej metody Eulera. Obszar jest ograniczony,

co zmusza do ograniczania dtugosci kroku
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Przyklad 9.2
Zastosowanie jawnej metody Eulera do rownania
y = -6y, y(0) = 10.

Przy dtugosci kroku h=1/50,h=1/10,h=1/6,h=1/5, h = 1/3, na przedziale
[0, 1] uzyskano wyniki przedstawione na rysunku 9.5.

10%

0
g
-~
-5
-10
—B— h=1/5
——— h=1/3
1077
-15 1 1 1 1 .
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
b
Rys. 9.5. Rozwiazania réwnania % = —6y, y(0) = 10 jawna metoda Eulera z r6znymi

dtugo$ciami kroku na tle rozwigzania doktadnego y = 10e~5*

Jak wida¢ pozostawanie iloczynu —6h w obszarze stabilnosci gwarantuje ograni-
czonos$¢ rozwigzania (dla h = 1/3 oscyluje ono migdzy 10 i -10), ale juz dla
h = 1/6 rozwigzanie nie tylko jest niedoktadne, ale przestaje oddawac charakter
rozwigzania doktadnego.
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Przyklad 9.3

Obszar stabilnosci absolutnej jawnej metody Eulera ma jedyny punkt wspdlny
z osig liczb urojonych w zerze, co oznacza, ze metoda ta nie da si¢ uzyskac ogra-
niczonych rozwigzan rdwnania oscylatora niettumionego, czyli uktadu opisanego
rOwnaniami:

Yi=DY2
2 no=1 nO=o0,
Warto$ciami wlasnymi macierzy wspolczynnikow sg liczby urojone +j i dla zad-
nej wartosci h +jh nie znajdzie si¢ w obszarze stabilnosci. Na rysunku 9.6 zapre-
zentowano pierwsza wspolrzedng rozwigzania numerycznego uzyskanego jawna
metodg Eulera w przedziale [0,4m] z krokiem h =m/10 i h = /20 na tle
rozwigzania dokladnego y;(x) = cosx. Jak wida¢ amplituda oscylacji narasta
w odréznieniu od rozwigzania doktadnego.

A

&8 r | —O— h=n/10
——— h=7n/20
cos x

0 2 4 6 8 10 12 14

Rys. 9.6. Rozwiazania rownan oscylatora niettumionego uzyskane jawna metoda
Eulera (sktadowa y, (x))
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A
[3
2
Yuss [ ~
]
~~
=
N
=
Yne2 [ Z 0
Vsl [ J
Y, e
1 1 1 1 =
xn xn+1 xn+2 xn+3

X

Rys. 9.7. Interpretacja geometryczna jawnej metody Eulera. Rozwigzanie doktadne —
linia pogrubiona, rozwigzania przyblizone (kotka) uzyskane w kolejnych krokach
w kierunku stycznej (linie kropkowane) do rozwigzania lokalnego

Niejawna metoda Eulera

Jezeli w roéwnaniu roézniczkowym (9.2) zastapimy pochodng ilorazem réznico-
wym, stosujac réznice wsteczng z punktu (X,41, Vn41):

dy _ Yn =~ Ynt1

2 SO0 = T & f(ne1 Xnva) (9:29)
to otrzymamy schemat réznicowy
Yn+1 = Yn T Af Vnt1, Xnt1) (9.30)

nazywany niejawna metoda Eulera.

Metoda niejawna wymaga (w ogdlnym przypadku) wyznaczenia y,,; przez
rozwigzanie nieliniowego rownania algebraicznego (9.30), w kazdym kroku sche-
matu roznicowego. W przypadku liniowego uktadu réwnan rézniczkowych jest to
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rownanie V1 = ¥n + hAy,41, czyli (I — hA)Yp41 = Yp, czyli ukiad liniowych
rownan algebraicznych.

Podobnie jak jawna metoda Eulera, metoda niejawna jest zgodna i jest metoda
pierwszego rzedu. Stosujac metodg niejawna, nie poprawiamy wigc doktadnosci
metody, ale uzyskujemy znaczne korzysci w zakresie stabilnosci schematu r6zni-
cowego 1 mozliwosci doboru dtugosci kroku. Macierz wzmocnienia btgdu mozna
wyznaczy¢ w nastepujacym ciggu przeksztatcen, wykorzystujac, jak poprzednio,
rozwini¢cie w szereg Taylora. Z zaleznos$ci

—y(xn41) +y(xn)  dy(x)
—h  dx

h
4oy ) +
X=Xp41 ) (9.31)

h
= fOGnr1), Xnaa) + 57" (naa) + -

mozna wyznaczy¢

h2 mn
~Vn+1 — Ent1 T Yn + &n = —Nf (Vns1 + Ens1, Xnp1) — Ey (Xp41) — s (9.32)

a po podstawieniu  ¥p41 = Yn + f(Vn+1, Xns1)h

—Yn — hf(yn+1'xn+1) — &n+1 + Yn + €n
o (9.33)
= —hf(Yns1 + €nt1, Xng1) — Ey (ng1) — .

Stad mozna obliczy¢

€n+1 = €n + h[f()’n+1 + En+1'xn+1) - f(yn+1'xn+1)] + O(hz)a (9-34)

a po ponownym skorzystaniu z szeregu Taylora

of
<1 - h@ = = >€n+1 = &p + 0(g541) + O(h?),
X=Xn+1,Y=Yn+1 1 (9.35)
En+1 = (1 s ) gn + 0(gh41) + O(hP).
9y X=Xn+1,Y=Yn+1

Ostatecznie macierz wzmocnienia btedu to

-1
G = (1 N ) . (9.36)

9y X=Xn+1,Y=Yn+1
Jezeli rozwazymy, jak poprzednio ,,testowy” uktad liniowych réwnan rézniczko-
d
wych =y = Ay, to

-1
G = <1 N ) = [I — hA]™L. (9.37)

oy X=Xn+1,Y=Vn+1
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Jesli A; s wartosciami wlasnymi macierzy 4, to warto$ciami wtasnymi macierzy
1
:l—h,)L,:j
i tylko wtedy, gdy h4; znajdzie si¢ na zewnatrz okregu o promieniu 1 i §rodku 1+j0
na plaszczyznie zespolonej. Obszar na zewnatrz okrggu pokazanego na rysunku

9.8 jest jednoczesnie obszarem stabilnosci absolutnej niejawnej metody Eulera.

A

G sa liczby y; = ktorych modut bedzie mniejszy od 1 (|y;| < 1) wtedy

Im z

Re z

\J

Rys. 9.8. Obszar stabilno$ci absolutnej niejawnej metody Eulera

Jezeli wszystkie warto$ci wlasne A; maja ujemne czgsci rzeczywiste, to niejawna
metoda Eulera jest stabilna dla dowolnego h. Nie oznacza to oczywiscie, ze wynik
bedzie doktadny dla dowolnej dtugosci kroku.

Przyklad 9.4
Dla niejawnej metody Eulera powtorzono obliczenia wykonane poprzednio jawng
metodg Eulera dla rdwnania y = —6 y z warunkiem poczatkowym y(0) = 10.

Uzyskano wyniki przedstawione na rysunku 9.9.
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Rozwiazania r-nia liniowego niejawna metoda Eulera

10 h=1/50

—*— h=1/10
9 h=1/6
—8— h=1/5
o h=1/3
10

=
= st
4 -
3 -
2 -
1 -
0 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
Rys. 9.9. Rozwigzania rbwnania y = —6y niejawng metoda Eulera z roznymi

—6x

dhugosciami kroku na tle rozwigzania doktadnego y(x) = 10e

Jak wida¢, nawet dla duzych dtugosci kroku charakter rozwigzania jest odtwarzany
prawidtowo, chociaz doktadnos¢ zdecydowanie si¢ pogarsza. Nie nalezy oczeki-
waé, ze podobna sytuacja ma miejsce dla dowolnego réwnania. Podobnie,
jak w przypadku metody jawnej rozwigzania numeryczne rownania liniowego
oscylatora niettumionego nie odtwarzajg charakteru przebiegéw doktadnych,
ale w tym przypadku uzyskujemy zawsze rozwigzanie zanikajace do zera. Nawet
w przypadku niektorych uktadéw niestabilnych, przy wybranych dlugosciach
kroku uzyskuje si¢ rozwigzania zanikajace do zera.

Modyfikacje metody Eulera — metoda punktu §rodkowego i metoda Heuna

Zrédtem bledu metody Eulera jest to, ze przyjmuje ona stala warto$¢ pochodne;
rozwigzania (w metodzie jawnej w punkcie poczatkowym kroku) i wykonuje krok
w kierunku wyznaczonym przez t¢ pochodng (rys. 9.7). W rzeczywistosci po-

chodna %y zmienia si¢ tak, jak zmienia si¢ funkcja f(y(x),x) w trakcie kroku.

Aktualizacja warto$ci pochodnej w innych punktach przedziatu [x,,, x,41] 1 przy-
jecie usrednionej wartosci do ostatecznego kroku databy zapewne doktadniejsza
metode. Pomyst ten jest zrealizowany w wielu réznych metodach jednokroko-
wych. Jedng z nich jest zmodyfikowana jawna metoda Eulera (metoda punktu
srodkowego). W metodzie tej:
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1) wyznaczamy pochodna rozwigzania w poczatkowym punkcie przedziatu,

2) wykonujemy p6t kroku w kierunku okreslonym przez te pochodna,

3) okreslamy warto$¢ pochodnej w §rodku przedziatu,

4) wykonujemy pelny krok o dtugosci h z punktu x,,, y, w kierunku wyznaczo-
nym przez zmodyfikowana, poprawiona pochodng.

Matematycznie mozna opisac te kroki wzorami:
D fo=fnxa)

h

2) yn+% =Yn +fn§

h (9.38)
3) fn% = f(yn%,xn +2)
4) Yny1=Ynt fn+% h,
a interpretacje graficzna podano na rysunku 9.10.
A
¢ Rozwigzanie
doktadne
L < Krok ostateczny

yn+l
Yo [ ~ -B<

] Krok do

Y wyznaczenia

przyblizenia
pochodne;j

1 1 1

\j

xn x n+1/2 n+l

X
Rys. 9.10. Schemat dziatania jawnej metody punktu srodkowego. Linia pogrubiona —

krok w kierunku stycznej do rozwigzania lokalnego w punkcie (yn e +3)
2 2

Zmodyfikowana metoda Eulera jest metoda rzgdu drugiego, jest wigc doktadnie;j-
sza od metody Eulera. Jej obszar stabilnosci absolutnej pokazano na rys. 9.12
dlar = 2. Metoda ma wersj¢ niejawna.
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Podobna modyfikacja metody Eulera jest metoda Heuna (jawna metoda trape-
z6w). Postepowanie w metodzie Heuna jest nastepujace:

1) obliczamy pochodna rozwigzania w lewym krancu przedziatu,

2) wykonujemy krok metody Eulera do prawego kranca przedziatu,

3) obliczamy pochodna w osiagnietym punkcie na prawym krancu przedziatu,

4) wykonujemy jeszcze raz krok metody Eulera do prawego kranca przedziatu
w kierunku wyznaczonym przez $rednig z obu obliczonych pochodnych.

Pokazano to na rysunku 9.11, a matematyczny opis metody Heuna tworza wzory:

1) kl = f(ynl xn):

2) ky=f(n +hky,xp41), (9.39)
ki+k,

—

Podobnie jak metoda punktu $rodkowego metoda Heuna jest drugiego rzedu
1 mozna zastosowac jg w wersji niejawnej.

3) Yne1=Ynth

Rozwigzanie

/ doktadne

A

7 Styczne

Krok ostateczny

Krok do
wyznaczenia
przyblizenia
pochodnej

o

2 B +
‘Cn n+l Yn+1 h

Rys. 9.11. Schemat dziatania metody Heuna. Linia pogrubiona — krok w kierunku ,,usred-
nionym” ze stycznych do rozwiazan lokalnych w punktach (y,,, x,) 1 (0, + hky, X541 )

9.5. Metody Rungego-Kutty

Jezeli usrednienie obliczen pochodnej z dwoch roznych punktow przynosi po-
prawe doktadnosci metody, to czemu by nie usredniac¢ wigkszej liczby obliczonych
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pochodnych rozwigzania? Na tym pomysle opieraja si¢ najbardziej popularne metody
jednokrokowe rozwiazywania rownan rdézniczkowych — metody Rungego-Kutty.

Ogolng forme jawnego schematu jednokrokowego mozna zapisa¢ rownaniem

Yn+1 = Yn + Py (Vs X, R) R, (9.40)
a w postaci niejawnej rOwnaniem
Yn+1 =Yn t ch(Yn+1r Y Xn, KR, (9.41)

przy czym @ (funkcja przyrostowa lub inkrementalna) reprezentuje wlasnie

te usredniong pochodng. Jezeli usrednienie jest wykonywane z r wartosci, to
méwimy o schemacie r-etapowym.

W przypadku r-etapowej metody Rungego-Kutty ogdlne wzory przyjmuja

postac:
T

ch (Yn' Xn, h) = Z ¢ K; (Yn' Xn, h),
i=1

r (9.42)
Ki(Wn, X, h) = f(y + R Zbij Kj,x, + oh), i=12,...,7,
j=1

gdzie c;, bij,a; s3 wspllczynnikami schematu, przy czym }i_jc; =1
jest warunkiem zgodno$ci metody. Jesli schemat jest jawny (otwarty), to
i-1
Ki=f.x), K@.xh)=f{y+ hz byj Kj, x + hay |, (9.43)
j=1
i=2,...,r.

Metoda Eulera moze by¢ uwazana za jednoetapowg metode Rungego-Kutty,
metoda punktu srodkowego i1 metoda Heuna za metode dwuetapows.

W przypadku czteroetapowego, jawnego schematu Rungego-Kutty wzory opisu-
jace tok obliczen wygladajg tak:

Kl = f(ynrxn)a
1 1
K; = f(yn +EK11xn +Eh),

1 1
K3 = f(yn + 5Kz, xn +5h), (9.44)
Ky = f(yn + K3, + h),

1
VYn+1 = Yn + gh(Kl + 2K2 + 2K3 + K4,).
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Wspotczynniki w metodach jednokrokowych nie sg przypadkowe, ale dobiera si¢
je tak by zapewni¢ odpowiedni rzad metody. Rzad jawnej metody Rungego-Kutty
nigdy nie jest wiekszy od liczby etapow: p < 1 (tabela 9.1).

Tabela 9.1. Rzad metody Rungo-Kutty w funkcji liczby etapow

Rzad metody RK 1 {2314 |5]6]|7]8
Minimalna liczba etapow 1 (213146 ]7]9]|11

Poczatkowo, zwigkszenie liczby etapéw o 1 podnosi o 1 rzad metody, zeby jednak
uzyska¢ metode piatego rzedu potrzeba przynajmniej 6 etapow. Z ta kwestig wigza
si¢ twierdzenia, zwane barierami Butchera, stwierdzajace, ze dla p > 7 nie istnieja
metody rzedu p o p + 1 etapach, a dla p > 8 nie istniejg metody rzedup op + 2
etapach. Uzasadnia to szczegdlng popularnos¢ jawnych metod czteroetapowych —
aby uzyska¢ metode rzedu wyzszego niz czwarty, trzeba wyliczy¢ wiecej punktow
posrednich niz wynosi rzad metody. Z drugiej strony do bardzo specyficznych
zastosowan opracowano 17-etapowa metode rzgdu 10.

Obszary stabilnosci absolutnej jawnych metod Rungego-Kutty pokazano na
rysunku 9.12.

Rys. 9.12. Obszary stabilno$ci absolutnej jawnych metod Rungego-Kutty
rzgduod 1 do 4
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Jawne metody RK majg ograniczony obszar stabilnosci absolutnej — tylko metody
niejawne moga mie¢ nieograniczony obszar stabilnosci.

Mozna udowodnié, ze wszystkie jawne r-etapowe metody rzedu p wymagaja ta-
kiej samej liczby obliczen prawej strony rownania (wartosci funkcji f(y, x)), maja
taki sam rzad i dla tych samych r i p takie same obszary stabilnosci. Jednak uzy-
skiwane wyniki numeryczne sg rézne dla réznych metod. W ocenie uzytkownika
jedna z metod moze by¢ wygodniejsza w zastosowaniach od innych.

Niejawne metody jednokrokowe sa bardziej kosztowne obliczeniowo. Wymagaja
rozwigzywania nieliniowego uktadu réwnan algebraicznych (9.41) w kazdym
kroku schematu roznicowego. Rozwigzanie doktadne tego réwnania algebraicz-
nego nie jest zwykle dostgpne. Mozna zastapi¢ je, tak zwanym rozwigzaniem
samouzgodnionym (self-consistent), w nastgpujacy sposob:
Jezeli mamy metodg jawng rzgdu p opisang wzorem Y, 1 = Y + @ (Y, Xp, KR
i analogiczng metodg niejawng: ypn 41 = Yn + Wr (Vn+1, Yns Xn, R, to obliczamy:
d
Yars = Yn + (2, WA,

d
YR = Y+ P Oas Y X I

Pierwszy ze wzoroéw (9.45) to tzw. predyktor, drugi — korektor.

(9.45)

Numeryczne rozwiazanie (9.45) nie jest tym samym, co doktadne rozwigzanie
rownania (9.41), mozna je jednak poprawia¢ metodg iteracyjna — z uwagi na struk-
ture tego rownania moze to by¢ metoda iteracji proste;j:

g = Y B O Y X, W (9.46)
Jezeli punkt startowy do tych iteracji byt doktadny, to znaczy predyktor byt metoda
tego samego rzedu co korektor, to wystarcza kilka iteracji korektora, zeby uzyskaé
dobre przyblizenie rozwigzania rOwnania (9.41). Mozna w ten sposob konstruowaé
grupe metod, znanych jako metody predyktor-korektor. Dla skuteczno$ci me-
tody iteracji prostej do rozwigzania rownania konieczne jest jednak utrzymywanie
matego kroku obliczen. Jesli ograniczamy liczbe iteracji korektora do 2-3, zamiast
iteracji do zbieznosci, to nie sg to metody niejawne i nie majg z reguty tak duzych
obszaroéw stabilnosci jak metody bazujace na doktadnym rozwigzaniu réwnania
(9.41) metoda Newtona czy uproszczong metoda Newtona.

9.6. Sterowanie dlugos$cig kroku w metodach jednokrokowych

Kazda metoda rozwigzywania rOwnania rézniczkowego powinna wykonac jak naj-
mniej obliczen przy spetnieniu nalozonych wymagan co do doktadno$ci rozwigza-
nia. Zwykle uzytkownik chciatby ograniczy¢ do zadanej wielkos$ci btad globalny,
rozwigzania numerycznego. Twierdzenie 9.4 uzasadnia przekonanie, ze mozna
wplywaé na blad globalny kontrolujac btad lokalny. Nie jest to zreszta jedyne
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twierdzenie dotyczace tej kwestii. Do schematoéw jednokrokowych odnosi si¢ jego
wersja:

Twierdzenie 9.4 (o zbiezno$ci schematu jednokrokowego — Plato, 2003):

Jezeli metoda jednokrokowa jest rzgdu p = 1 i funkcja przyrostowa spetnia
warunek Lipschitza |CI>f(y, x,h) — ®¢(9,x, R)| < Loly —§| dla kazdego x
w zwartym przedziale, w ktorym wyznaczane jest rozwigzanie numeryczne,
to blad globalny mozna oszacowaé przez l=r(’)r}f.x“’n|yl —y(x)| < ChE .,

hmax = | max l(xlﬂ — x;), czyli zgodnie z (9.8) blad globalny jest zbiezny
=01, m—

zrzedem p.

W kazdym kroku schematu roznicowego mozna oszacowac btad lokalny i porow-
na¢ go znarzuconymi wymaganiami. Jezeli oszacowany blad jest maty, to
mozna podja¢ decyzje o wydhuzeniu kolejnego kroku, jezeli jest duzy, to trzeba
odrzuci¢ otrzymane przyblizenie i skroci¢ krok.

Metoda potowienia kroku

Prosta metoda oszacowania btedu jest tak zwana metoda polowienia kroku. Za-
16zmy, ze mamy do czynienia ze schematem réznicowym rzedu p. Jesli wykonamy
krok o dtugosci h z punktu (x,,, y(x,)) i otrzymamy punkt (x,, + h, ¥,,4+1), to blad
lokalny mozna zapisa¢ w postaci:

y(xn + h) — Yo = @hPT1+. {wyrazy wyiszego rzedu}, 9.47)

gdzie ¢ jest wspotczynnikiem rozwinigcia zaleznym od punktu x,,y(x,).
Jezeli z tego samego punktu wykonamy dwa kroki o dlugosci h/2 kazdy:

X, V(25) 2 7 Ypyll tootrzymamy inng warto$¢ przyblizona, oznaczong
2 2

2 2
przezy, 1.1, ablad tego przyblizenia mozna zapisac jako:
2 2

p+1
y(x, +h) — Vpaded = 20 (g) +...{wyrazy wyzszego rzedu}. (9.48)

Roéwnania (9.47) 1 (9.48) pozwalajg wyrugowac nieznang warto$¢ doktadng i osza-
cowac btad lokalny:

2P
Eoszacowany = (Php+1 ~ P—1 (yn+l+l = Yn+1)- (9.49)
272

Ta metoda szacowania blgdu jest dos¢ kosztowna — wykonanie dwu krokow
»testujacych” wymaga dodatkowych obliczen wartosci funkcji f(y(x), x).
Na przyktad dla czteroetapowej metody Rungego-Kutty bytoby to 7 dodatkowych
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obliczen prawej strony rownania (4 na jeden krok, w tym jedno wspoélne dla obu
krokow).

Zagniezdzone metody Rungego-Kutty

Wezmy dwa schematy roznicowe: pierwszy, po wykonaniu kroku, oblicza przy-
blizenie z, . 1 jest rzedu p, drugi — przyblizenie w, 4 i jest rzedu g > p. Bledy

lokalne obu schematow to:
y(xn + h) —Zp+1 = (Php+1 + -
y(xp + h) —wpyq = yhITL L (9.30)

Po odjeciu od siebie tych rownosci i przyjeciu ¢ = y mozna wyliczy¢ oszacowany
btad lokalny

Wni1 = Zn+1 Wni1 = Zn+1
Eoszacowany = @hP*! ~ (WP — pa+Dp—p-1~ | _pa-p (9.51)

Mozna wybra¢ dwa schematy Rungego-Kutty, tak skonstruowane, ze r6znig si¢
jedynie wagami (wspotezynniki b;; we wzorze (9.43)), maja takie same punkty
posrednie (wspolczynniki K; we wzorze (9.43)) a ich rzedy roznia si¢ o jeden
q=p+1.

Wtedy

— +1  Wn+1"Zn+1
Eoszacowany - (Php ~ 1-h ~ Wnt1 — Zn+1- (9-52)

Na przyktad metoda Rungego-Kutty-Fehlberga stosuje dwa schematy
Rungego-Kutty m +1 i m-etapowy z odpowiednio dobranymi wspotczynnikami.
Schemat m-etapowy jest rzedu p = m, a schemat m + 1 etapowy jest rzedu p + 1.
Na przyktad algorytm RKF4/5 jest opisany wzorami:
K1 = f(Vn xn),
1 1
Ky =f(ym + ZKllxn + Zh):

3 9 3
K3 = f(m +_K2 +_K2'xn +‘h)'

1932 7200 7296 12
Ko =fOn+ 305750 = 2197K2+2197K3’ It h) 0.53
439 3680 .
Ks = £On +5gKe 0K+ 5300 - 2 KXy + ), ©-33)
3544 1859 h
Ke=f(m— K1 + 2K, + 2565 K3 — 2102 — Ky, xp 4_0K5 + 5):
1408 2197 1
Znsr =Yn T h (216K1 t 5es K3 T a0a o — _K5)

6656 28561 9 2
Wy = h( 2Kk +2K )
n+1 = Yot 35 Ky + 12825 3 + 56430 4 50 5 t 556

Szes¢ obliczen wartosci prawej strony rownania wystarcza do oszacowania btedu.
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Podobnie dzialaja metody Shampine’a-Bogackiego — schemat 3- i 2-etapowy
3(2), Casha-Karpa — 5(4), Dormanda-Prince’a — 5(4).

Po oszacowaniu btgdu nalezy podja¢ decyzje co do dlugosci kroku. Oszacowano
btad dla kroku o dtugosci h i wiadomo, Ze blad jest proporcjonalny do hP+1 (9.52).
Jezeli zostanie narzucona warto§¢ maksymalnego bledu E,,,,, to chcieliby$Smy,
zeby w nastgpnym kroku o dtugo$ci hy,,, taki wiasnie biad uzyskac. Z tej pro-
porcjonalnos$ci wynika

p+1
< h > _ |Eoszacowany|:> p+1 Emax

h. (9.54)

hnowy = I3 .
| oszacowany |

hnowy Emax

Na przyktad dla algorytmu RKF4/5 we wzorze (9.54) bedziemy mieli pierwiastek
piatego stopnia. Jezeli btad oszacowany jest wigkszy od E, 4y, to z (9.54) wynika,
ze krok trzeba skrdcic i powtorzy¢ obliczenia. Jesli btad oszacowany jest mniejszy
od E;, a4, t0 2 (9.54) wynika, ze nastepny krok bedzie dtuzszy. Czasem wprowadza
si¢ pewne ,,wspoOtczynniki bezpieczenstwa”, na przyktad przyjmuje sig, ze wspot-
czynnik zmiany dtugosci kroku bedzie rowny:

a=min(09 " |—tmex 3] (9.55)
|Eoszacowany|

czyli skrocimy krok 10% bardziej niz to wynika ze wzoru (9.54), a wydluzymy co
najwyzej trzykrotnie.

Wartos$¢ E,,q Wystepujaca w tych relacjach w wigkszo$ci algorytmow ustala uzyt-
kownik przez podanie dwdch parametrow &,,45 1 Ayt

Emax = Yoan€max + Amax (9.56)

gdzie y, 4, moze by¢ najwiekszym modutem dotychczas obliczonego rozwigzania
numerycznego, lub np. srednig z modutéw dwodch ostatnich wartosci.

9.7. Metody wielokrokowe

Jawna metoda Eulera jest metoda jednokrokowa, wymagajaca tylko jednego obli-
czenia prawej strony roOwnania w jednym kroku. Wzor opisujacy jawng metode
Eulera (9.21) jest liniowy wzgledem argumentow y,, i f, = f (¥, x,). Ale metoda
Eulera jest metoda pierwszego rzedu, wigc niedoktadng. Droga do uzyskania
metody o wiekszej doktadnosci jest wykorzystanie informacji pochodzacej nie
z jednego (jak w metodzie Eulera) a z kilku punktéw rozwigzania.

Metody Rungego-Kutty zachowuja prostg strukture metody jednokrokowej i wy-
korzystujg informacje z kilku punktéw do lepszego przyblizenia pochodnej
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rozwigzania przez funkcj¢ przyrostows (inkrementalng) ®. Traca przy tym linio-
wos$¢ metody Eulera i wymagaja wickszej liczby obliczen wartosci funkcji f
w jednym kroku.

Metody wielokrokowe, podobnie jak metoda Eulera, wymagaja jednego obliczenia
wartoéci funkcji f w jednym kroku, zachowujg liniowo$¢ wzgledem f,, v,
a poprawe dokladnosci uzyskuja przez to, ze do obliczenia przyblizenia y, 4
wykorzystuja wartosci z kilku poprzednich krokow.

Przyklad 9.5a

Przyktadem jawnej metody wielokrokowej jest schemat réznicowy uzyskany
przez zastapienie pochodnej w rownaniu (9.2) przez roznice centralng (patrz
rozdziat 4, wzor (4.9)). Otrzymujemy wtedy

y(xn+1) - y(xn—l)
2h

= f(y(xn), Xn) = Yn41 (9.57)
= Yn-1 + 2hf (n, xp).

Schemat ten jest zdefiniowany dla n = 1 i wymaga dwoch wartosci yo 1 y; do
rozpoczecia dziatania. Warunek poczatkowy w (9.2) daje tylko y,, wiec dziatanie
metody wielokrokowej (dwukrokowej w tym przypadku) trzeba poprzedzi¢ kro-
kiem metody jednokrokowe;.

W ogolnej postaci metode (k + 1)-krokowa mozna zapisa¢ przy pomocy roOwnania
K

Yn+1 = z AjYn-j t
J=0 (9.58)

k
B by OnepXns) + Bb_f G X
j=0

j
ktore mozna stosowac¢ dlan =k, k + 1, .... W przypadku metody jawnej b_, = 0,

azawsze a, # 01 by # 0.

Btad lokalny metody jest zdefiniowany jako

k
Fusa (1) = YCtnan) = ) @y(n))
) =0 (9.59)
+h Z bif Yn—j» Xn-j),
j=—1

i tak jak w definicji 9.2, jezeli btad lokalny metody mozna przedstawi¢ w postaci
rozwiniecia w szereg Ty41(h) = @(y(x,), x,)RPT1 + 0(hP*?), to méwimy,
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Tnt+1(R)
h

ze metoda jest rzedu p. Jezeli 7,4 (h) = - 0 dla h - 0, to méwimy,

ze metoda jest zgodna z zadaniem poczatkowym, ktoére rozwiazuje.

Zbieznos¢ 1 zgodnos¢ metod wielokrokowych mozna bada¢ korzystajac z rozwi-
nigcia w szereg Taylora rozwigzania y i funkcji f, co daje:

Y(xn-j) = y(xn) = jhf (y(x3), %) + O(h?),
f(y'(xn—j)'xn—j) = f(y(xp), xp) + O(h).

Podstawienie tych wyrazen do (9.59) pozwala udowodni¢ twierdzenie 9.5.

(9.60)

Twierdzenie 9.5 (0 zgodnosci schematu wielokrokowego — Quarteroni, 2000)
Metoda wielokrokowa (9.58) jest zgodna wtedy i tylko wtedy, gdy

k k k
D=1 Z b= ) jay=1 (9.61)

j=o = j=o

Wykorzystanie wyrazow wyzszego rzgdu w rozwinieciach w szereg Taylora (9.60)
pozwala przeprowadzi¢ dowod twierdzenia o zbiezno$ci metody wielokrokowe;.

Twierdzenie 9.6 (o zbieznosci schematu wielokrokowego — Quarteroni, 2000)

Jezeli rozwigzanie zagadnienia poczatkowego y(x) ma ciagte pochodne do rzedu
p + 1 wlacznie, metoda wielokrokowa spetnia warunek (9.61), to jest rzedu p
wtedy i tylko Wtedy, gdy

Z(—])‘a] + i Z (=)D 'bj=1dlai=2,..,p. 9.62)

j=—1

Przyklad 9.5b

Dla metody (9.57) mamy k =1, a, =0,a; =1,b_y = 0,by = 2,b; = 0. Waru-
nek (9.61) (0+1=1i104+24+0—(0+ 1) = 1) jest spelniony, tak jak i waru-
nek (9.62) dla i =2 ((0+ (—1)?-1) + 2(0 + 01 - 2 + 0) = 1). Metoda (9.57)
jest wiec metoda drugiego rzedu.

Rownanie (9.58), ktorego rozwigzaniem jest ciag y,, n =k, k + 1, ..., mozna
traktowac jak rownanie roznicowe rzedu k + 1. Rozwigzanie takiego roéwnania
mozna wyznacza¢ krok po kroku lub szuka¢ postaci ogdlnej rozwigzania. Stuza
do tego rdzne sposoby, na przyklad transformata Z, ktora tak jak transformata
Laplace’a zamienia rownanie rozniczkowe w rownanie algebraiczne, sprowadza
roOwnanie réznicowe do rownania algebraicznego. Do zbadania zachowania roz-
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wigzania rownania (9.58) mozna zastosowac teori¢ stabilno$ci rownan réznico-
wych. Wiadomo, ze o wlasciwosciach rozwigzania rownania (9.58) decyduje
w znacznym stopniu tak zwana sktadowa swobodna, ktora jest rozwigzaniem row-
nania réznicowego
k
Yns1 = ) @y =0. (9.63)
j=0

Roéwnanie (9.63) mozna interpretowaé jako opis dziatania schematu roznicowego
(9.58) rozwiazujacego roéwnanie rdézniczkowe

dy _
—=0, y(0)=1 (9.64)

Réwnanie (9.63) jest liniowym réwnaniem réznicowym (z tego powodu méwimy
o liniowych metodach wielokrokowych). Z teorii liniowych réwnan réznico-
wych (np. z zastosowania transformaty Z do rozwigzania réwnania (9.63)) wia-
domo, Ze rozwigzanie rownania (9.63) zalezy od pierwiastkow jego wielomianu
charakterystycznego

Py(z) = 21 —ayzk — - — ay_1z — ay,. (9.65)

Wiemy, ze pierwiastkow tych jest (z uwzglednieniem ich krotnosci) k + 1, ze
mogg by¢ rzeczywiste lub zespolone parami sprzgzone. Warunkiem na ograniczo-
no$¢ rozwigzania rownania (9.63), wiec i na ograniczono$¢ numerycznego rozwia-
zania roéwnania (9.64) metodg (9.58), jest, by wszystkie pierwiastki wielomianu
Py(z) lezaly w kole jednostkowym na ptaszczyznie zespolonej, a pierwiastki
lezace na okregu byty pojedyncze. Warunek ten jest nazywany warunkiem poto-
Zenia pierwiastkéw, a wielokrokowy schemat roznicowy ktéry go spetnia zero-
stabilnym (albo D-stabilnym). Warunek polozenia pierwiastkow nie zalezy od
dtugosci kroku, a zero-stabilno$¢ opisuje poprawne (stabilne) zachowanie sche-
matu réznicowego przy zaburzeniach warto$ci poczatkowych i prawej strony
rownania (9.58).

Przyklad 9.5¢
Metoda (9.57), wktorej k =1, a9 = 0,a; = 1,b_; = 0,by = 2,b; = 0, ma wie-
lomian charakterystyczny Py(z) = z% — agz — a; = z? — 1. Jego pierwiastkami

sa liczby +1, metoda jest wigc zero-stabilna. Jezeli stosujemy jg do rozwigzania
réownania (9.64) z warunkiem y, = y; = 1, to otrzymamy (zgodnie z algorytmem

Yn+1 = Yn-1):

n=1 n=2 n=3 n=4

Yo=Y =1 Y3=Y1 = Yo=Y, = Ys =Yz =
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Jesli jednak zaburzymy warunek poczatkowy, na przyktad y, =1, y; =1+ ¢,
to dostajemy:

n=1 n=2 n=3 n=4

Yo=Y =1 ys=y1=1+¢ Ya=Yy, =1 Ys=y3s=1+¢

Blad nie jest wzmacniany i rozwigzanie pozostaje ograniczone, ale takze btad nie
jest korygowany.

Jezeli zastosujemy metode (9.58) do rozwigzania réwnania testowego

d — f—

gdzie 1 moze by¢ liczbg zespolona, to otrzymujemy rownanie
k

k
Yn+1 = Z ajyn—j + ha bjyn-j, (9.67)
7=0 =1

a wiec takze liniowe, jednorodne réwnanie réznicowe
k

(1 = RAb_{) ey — z(aj + hab;)yp_; = 0. (9.68)
j=0

Jego wielomianem charakterystycznym jest

Pl(Z) = (1 - h/lb_l)Zk-Fl - (ao + hlbo)zk —_
- (ak_1 + hlbk_l)z - (ak + hlbk)

Wspotczynniki wielomianu P; (z) zaleza od u = hA, wigc i jego pierwiastki zaleza
od u. Podobnie jak poprzednio, rozwigzanie rownania (9.67) jest ograniczone,
wigc i ograniczone jest numeryczne rozwigzanie rownania (9.66) metoda (9.58),
jesli wszystkie pierwiastki wielomianu P;(z) lezaly w kole jednostkowym na
ptaszczyznie zespolonej, a pierwiastki lezace na okregu byly pojedyncze. Zbior S
tych u = hA na plaszczyznie zespolonej, dla ktorych warunek potozenia pierwiast-
kow wielomianu P; (z) jest spelniony nazywamy obszarem stabilnosci absolut-
nej wiclokrokowej metody (9.58). Jezeli lewa potptaszczyzna zmiennej zespolonej
jest zawarta w zbiorze S, to metode nazywamy A-stabilna, a jesli sektor katowy
lewej potplaszczyzny, to A(a)-stabilna.

(9.69)

Jezeli A = 0, to rdwnanie (9.67) przechodzi w (9.63), a wiclomian P; (z) w Py (2),
wiec zero-stabilno$¢ jest rOwnowazna temu, ze 0 € S.
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Przyklad 9.5d

W przypadku metody (9.57), w ktorej k=1, ap=0,a; =1,b_;, =0,by =
2,b; = 0, wielomian P;(z) = (1 — hAb_;)z% — (ay + hAby)z — (a; + hib,) =
z?2 =2 hAz — 1 = z2 =2 uz — 1. Ze wzoréw Vieté’a wynika, Ze iloczyn jego pier-
wiastkow wynosi —1, wigc albo jeden z nich ma modut wigkszy od 1, albo obydwa
sa liczbami zespolonymi o module 1, ktérych iloczyn rowny jest —1 a suma 2, czyli
dla pewnych rzeczywistych a i b, takich Zze a? + b? = 1 zachodzi z; = a + jb,

Zz=a+;b=—a+jb,2,u=zl+22=2jb = u=hi=jb,-1<b <1

Obszar stabilnosci jest wigc odcinkiem na osi urojonych. Obszar stabilno$ci o pu-
stym wnetrzu oznacza, ze dla dowolnie matego h > 0, przy dowolnym A # 0
rozwigzanie numeryczne bedzie niestabilne. Schemat rd6znicowy (9.57) rozwiazu-
jacy rownanie (9.66) ma postac

k
=0

(1 = hAb_)yn41 —
J
Yn+1 = (@ + hAbo)yy + (a1 + hAby)yn-1, Yni+1 = 2hAYn + Yn-1.
Wykonane wedlug niego obliczenia dla h = 0,1, 1 = —1 (pierwiastki P;(z):
-1,1050 1 0,9050), przyjmujac yo = y(0) = 1iy; = y(0,1) = e~ %! (tzn. warto$é
doktadnego rozwigzania po jednym kroku), daja rozwiazanie pokazane na
rysunku 9.13.

08 | 200
100 ¢
0,6
-~ ~ 0
0,4
-100
0.2 -200
0 : : : -300 : : :
0 0,5 1 1,5 0 5 10 15
X X
Rys. 9.13. Pierwszych 15 (po lewej) i 150 krokow (po prawej) schematu (9.57) z krokiem
h =0,1 dla rownania Z—z = —y, y(0) = 1. Jak widaé, poczatkowe kroki odtwarzajg

dobrze rozwigzanie doktadne, ale w dlugim przedziale pojawia si¢ oscylujace, nieograni-
czone rozwigzanie pasozytnicze
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Analiza stabilnosci metod wielokrokowych doprowadzita do udowodnienia twier-
dzen okreslajacych ich mozliwosci zwanych ,,barierami Dahlquista”.

Twierdzenie 9.7 (pierwsza i druga bariera Dahlquista — Quarteroni, 2000)

1. Nie istnieje zero-stabilna liniowa metoda k-krokowa rzedu wyzszego niz
k + 1, jesli k jest nieparzyste, a k + 2 jesli k jest parzyste.

2. Liniowa, jawna metoda wielokrokowa nie moze by¢ ani A-stabilna, ani
A(a)-stabilna.

3. Nie istnieje A-stabilna liniowa metoda wielokrokowa rzgdu wyzszego niz 2.

9.8. Metody Adamsa

Kazde zagadnienie poczatkowe mozna przedstawi¢ w postaci réwnowaznego
roOwnania catkowego. Jezeli punktem poczatkowym jest x,,y(x,), to catkujac

rOwnanie Z—z = f(y(x), x) na przedziale [x,, x,,1], otrzymuje si¢

Xn+1

yC,,) =G + | Feo,0dx, (9.70)
Xn
co datoby schemat réznicowy
Xn+1
Yusr =t | FOG,Dx ©.71)
Xn

Funkcje f (y(x), x) mozna przyblizy¢ wielomianem interpolacyjnym (ktory potra-
fimy scatkowac), umieszczajac wezty w punktach rozwigzania numerycz-
nego rownania rézniczkowego. Tak skonstruowane schematy rdéznicowe nosza
nazwe metod Adamsa. Jezeli wykorzystamy wezel x,,, 1, Vp4q Otrzymamy me-
tode niejawng (Adamsa-Moultona), jesli tylko wezly poprzednie — metode
jawng (Adamsa-Bashfortha), ale poniewaz wykorzystuje si¢ wtedy wielomian
interpolacyjny do ekstrapolacji, wigc nie nalezy oczekiwa¢ nadzwyczajnych
wlasciwosci metod jawnych. Konstrukcje metod Adamsa zobrazowano na
rysunku 9.14.
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1,5 1 1,51

R e ) / — )

W) It
1t 1t N
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-

0,5 0,5}

0 . - L - 0 | | | .

Tn—4 Tp-3 Tpn-2 Tp-1 Tn Tn41 Tp-3 Tp-2 Tp-1 Tp Tp41

Rys. 9.14. Konstrukcja wielomianu w metodach Adamsa-Bashforta (po lewej) i Adamsa-
Moultona (po prawej)

Calka z wielomianu interpolacyjnego zalezy tylko od wartosci funkcji f(y,x)
w wezlach, czyli punktach rozwigzania numerycznego. Wzory opisujace metody
Adamsa wykorzystujgce wielomian interpolacyjny stopnia k — 1, mozna zapisac
W postaci:

k
Yn+1 =In t+ hz bjf(}’n—j+1'xn—j+1), 9.72)
=1
dla metody jawnej oraz
k-1
Yuer =Y+ 1 ) Bif O jiers ¥nojin) ©6.73)
=0

dla metody niejawnej. Wspotczynniki w tych wzorach zalezg tylko od stopnia wie-
lomianu, mozna je obliczy¢ i stablicowa¢. W przypadku metod jawnych wykorzy-
stujacych k weztow (a wige wielomian interpolacyjny stopnia k — 1) uzyskuje si¢
metode k-krokowg. Odmienna sytuacja wystepuje dla metod niejawnych, gdzie
dlak = 11k = 2 uzyskuje si¢ odpowiednio niejawny wzor Eulera i niejawny wzor
trapezow, a wigc metody jednokrokowe. Dla pozostatych k, metoda Adamsa-Mo-
ultona wykorzystujaca k weztdw (a wigc wielomian interpolacyjny stopnia k — 1)
jest (k — 1)-krokowa.
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Na przyktad dla metody jawnej dla k = 3 weztami sg punkty x,,, X,,_1, Xn—2, kazdy
odlegly o h od sasiedniego. Wielomianem interpolacyjnym jest (przy oznaczeniu

fa = fn x0)):
P(x) = fa

(x = xn—1)(x = Xn—)

(xn - xn—l)(xn - xn—Z)
t o (x —xp) (X — Xp_3)

(xn—l - xn)(xn—l - xn—Z)
(x—x)(x—xp_1) (9.74)

(xn—z - xn)(xn—z - xn—l) B

+fn—2
= fagz (8 = Xn + W) = %X + 20) = foy 75 O = %) (x =
Xn +2h) + fn_Z#(x —x,)(x —x, + h).

Po scatkowaniu tego wielomianu i poréwnaniu z (9.72), otrzymujemy

Xn+h

hb, = ! f ( + h)( +2h)dx = ! 23h3—23h’
17 %pz ) W T T T N Tt T12
Xn
Xnth
1 14 4, O
hb2=—ﬁf (x—xn)(x—xn+2h)dx:—ﬁ§h =—§h
Xn
Xpth
hb—lf( )( +h)d—15h3—5h’
3T gpz | KT AT *Tomze" T 12
Xn

. 23 4 5
Czyh Yn+1 = In +h [Ef(yn' xn) - § f(yn—lrxn—l) + Ef(Yn—ern—z)]-

Metody Adamsa sg zgodne. Rzad k-krokowej metody Adamsa (jawnej lub niejaw-
nej) jest rOwny k.

Obszary stabilno$ci absolutnej metod Adamsa pokazano na rysunkach 9.15
i9.16.
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Rys. 9.15. Obszary stabilno$ci absolutnej metod Adamsa-Bashforta (jawnych).
Obszarem stabilnosci jest wngtrze konturu

k=3

Rys. 9.16. Obszary stabilnosci absolutnej metod Adamsa-Moultona (niejawnych). Obsza-
rem stabilno$ci jest wnetrze konturu, poza przypadkiem metody Adamsa-Moultona
dla k = 2, ktéra jest identyczna z niecjawnym wzorem trapezoéw, wigc jest A-stabilna
(jej obszar stabilnosci jest cata lewa potptaszczyzna). Rysunek nie uwzglednia metody
Adamsa-Moultona dla k = 1, ktora jest tozsama z niejawnym wzorem Eulera, ktorego
obszar stabilnosci absolutnej jest przedstawiony na rysunku 9.8
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Tabela 9.2. Lewy skrajny punkt obszarow stabilno$ci metod Adamsa

Liczba weztow k 1|2 3 4 5 6 7 8
qi Adamsa-Bashfortha | -2 | -1 | — R Ay L —
11 10 551 57 40633 38716
qr Adamsa-Moultona | -0 [ -00| -6 -3 L - _ 1% -
49 38 2459 71

Obszar stabilnosci absolutnej metod jawnych jest wyraznie mniejszy niz niejaw-
nych, a ze wzrostem rzedu metody dos¢ szybko maleje. W konsekwencji metody
Adamsa-Bashfortha (tzn. jawne) wykorzystywane sa gtownie pomocniczo do ob-
liczania punktu startowego dla wariantu niejawnego (Adamsa-Moultona). Przed-
stawione obszary stabilnosci metod niejawnych sa obliczone przy zatozeniu
doktadnego rozwiazania rdwnania nieliniowego w kazdym kroku. W praktyce,
podobnie jak to pokazano przy metodach jednokrokowych, metody Adamsa moga
by¢ stosowane w schemacie predyktor-korektor. Predyktorem jest metoda jawna,
a korektorem metoda niejawna o tym samym rzedzie. Wykonuje si¢ kilka
(co najwyzej 3-4) iteracji poprawiajacych przyblizenie otrzymane z metody jaw-
nej. Metody takie nie sg metodami niejawnymi — nie wykorzystujg doktadnego
rozwigzania nieliniowego roOwnania algebraicznego, ktore pojawia si¢ w metodzie
niejawnej, a zadowalajg si¢ rozwigzaniem przyblizonym. Obszar stabilnosci abso-
lutnej metody predyktor-korektor jest posredniego rozmiaru migdzy obszarami
sktadajacych si¢ na takg metode metody jawnej i niejawnej, przy czym szczegdly
zaleza od liczby krokow korekcji. Pomimo, ze dwie metody Adamsa-Moultona sa
A-stabilne realizacja w formie metod predyktor-korektor z rozwigzywaniem row-
nania nieliniowego metoda iteracji prostej nie prowadzi do metod o nieograniczo-
nym obszarze stabilnosci absolutne;.

Wspotezynniki metod Adamsa sa, jak w (9.75), wyprowadzone przy zalozeniu, ze
dtugosci krokow sa jednakowe. Sterowanie dtugoscig kroku w metodach Adamsa
wymaga wyprowadzenia oddzielnych wzorow, uwzgledniajacych zalezno$¢
wspotczynnikow od dtugosci wszystkich wykorzystanych krokéw i oszacowania
btedu w ostatnim kroku. Jest to mozliwe, ale znacznie bardziej skomplikowane niz
w przypadku metod jednokrokowych. Ponadto dla stabilnosci potrzeba, aby dhu-
gos¢ kroku nie zmieniala si¢ zbyt czesto.
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9.9. Metody wstecznego rézniczkowania

W metodach wstecznego rézniczkowania (BDF — backward differentiation
formula) przyblizamy rozwigzanie y(x) réwnania rézniczkowego wielomianem
interpolacyjnym (stopnia k) W(x) zbudowanym na wezltach x,_;, y,_i, gdzie
i=-10,1,..,k—1. Mamy tu dla i = —1 wezet (X,,41,Yn+1) Z poszukiwang
wartos$cig y,, .1 oraz k weztdw, w ktorych wartosci ¥y, Yn_1, --» Vn—k+1 S8 Znane.
Nastepnie obliczana jest pochodna tego wielomianu w wezle x,, dla metod jaw-
nych, a w wezle x,, ., dla niejawnych.

W przypadku metody jawnej wykorzystanie rownos$ci
V' () = f O, x) = W'(xp) (9.76)
pozwala na jawne wyliczenie y,,, 1 i prowadzi do wzoroéw postaci
k-1

Yn+1 = Z aj Yn—j T hBOf(Yn'xn)- 9.77)
j=0

Dla k = 1 uzyskuje sie jawny wzor Eulera. Dla k = 2 wielomianem interpolacyj-
nym zbudowanym na weztach (Xn41, ¥n+1), (¥n, ), (¥n—-1, Yn-1) jest

X —X X — Xp—
W(x)=yn n+1 n-—1

n ~ Xn+1Xn — Xp-1
+ X — Xn X — Xn_l
Yn+1
Xn+1 — XnXn+1 — Xn-1 (9.78)
X = Xn X — Xnt1

+ Yn-1
Xn—1— XpXp—1 — Xn+1

co po uwzglednieniu, ze X, 41 — X, = h = X, — Xp_1, Xn41 — Xn_1 = 2h, daje

W) = =35 (¢ = X)X = Xn1)

+ % (x = xp)(x —x5_1) (9.79)
2 (= 20) (6 = ).
Pochodng tego wielomianu jest
W'(x) = =75 (2% = Xpy1 = Xn1) + 75t (2 = X = Xng) +

2h? (9.80)
%(Zx —Xp — xn+1)a

skad, po wykorzystaniu warunku (9.76) i uwzglednieniu, ze sgsiednie wezly sa
odlegte o h od siebie, otrzymujemy
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Yn+1  Yn-1 _

Jest to rownanie kroku od x,,_; do x,,,1 jawnej metody punktu Srodkowego, przy
czym punktem $rodkowym jest x,, (porownaj z (9.38), (9.57)):

Yn+1 = Yn-1t th(Yn'xn)- (9.82)

Dla k = 3 po analogicznym wyprowadzeniu otrzymuje si¢ metode opisang row-
naniem

W' (xn) =

1 1 1
gyn+1 + Eyn —Yn-1t EYn—Z = hf()’nvxn),

ktora jest niestabilna. Takze pozostate (k > 3) metody jawne sg niestabilne, wigc
bezuzyteczne. Warto§ciowymi metodami wstecznego rézniczkowania sa metody
niejawne. W przypadku metody niejawnej zastosowanie warunku

V' Cni1) = f e Xng1) = Wi(xng1) (9.83)
daje wzor postaci
k-1
Yner = DG Yny + hBsf G, 1) 9.84)
j=0

czyli nieliniowe rownanie algebraiczne wzgledem y,,, 1.

Na przyktad, jezeli wybierzemy do interpolacji dwa punkty odlegte o h (k = 1),
to wielomianem interpolacyjnym jest

X —X
W(x) = yp——— g ———
() I Xn ~ Xn+1 Y1 Xn+1 — Xn (9.85)

Po obliczeniu jego pochodnej i wykorzystaniu warunku (9.70), dostajemy

! n n 1
W = 2 g R = S (g1 — ), (9.86)
czyli
1
E ns1 — W) = f()’n+1:xn+1) = Vn+1 = Yn T hf()’n+1vxn+1)- (9.87)

Dwupunktowa metoda wstecznego rozniczkowania jest wigc tozsama z niejawna
metoda Eulera. W podobny sposdob mozna wyprowadzi¢ kolejne wzory. Dla
metody 3-punktowej (k = 2) otrzymujemy to samo, co w przypadku jawnym,
wyrazenie na wielomian W (x) (9.79) i jego pochodng W’(x) (9.80), ale odmienny
warunek W’ (x,41) = f(Vns1, Xne1), prowadzi do
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l Y Yn+1

w (x)lx:xn+1 = <_h_121(2x —Xn+1 — xn—l) + Zn}:z (Zx —Xn — xn—l)

Yn-1

+ 271? (2x —xp — xn+1)) (9.88)
X=Xn+1
n 3Yn 1yn—
= _2% + E% + E% = fVn+1 Xns1)

czyli

3 1

Eyn+1 — 2y + Eyn—l = hf Vn+1 Xns1)- (9.89)
Ostatecznie dostaje si¢:

4 1 2
Yn+1 = §yn - gyn—l + §hf(Yn+1'xn+1)- (9.90)

Niejawna metoda wstecznego rézniczkowania wykorzystujaca k + 1 weztow jest
metodg rzedu k. Obszary stabilnosci absolutnej pokazano na rysunku 9.17. Dla
k > 6 niejawne metody wstecznego rozniczkowania sg niestabilne.

Rys. 9.17. Obszary stabilno$ci absolutnej nicjawnych metod wstecznego ré6zniczkowania.
Obszarem stabilno$ci jest zewnetrze wykreslonego dla danego k konturu
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Tabela 9.3. Parametry obszaréw stabilnosci niejawnej metod wstecznego
rézniczkowania

Parametry obszaréw stabilnosci niejawne;j
metod wstecznego
rézniczkowania

1 2 3 4 5 6
a 0 0 [-0,1]-0,7]-2,4]-6,1

al°]]| 90 90 | 88 | 73 | 51 | 18

Jak widac¢ z tabeli 9.3 A-stabilne sg tylko metody niskiego rzgdu, a kat & metody
rzgdu 6 jest bardzo maty.

Stosowanie metod wstecznego rézniczkowania ze zmienng dtugoscia kroku jest
klopotliwe — wymaga ponownego wyprowadzenia wzoréw uwzgledniajgcych
rozne dtugosci poszczegdlnych krokow.

Koncepcje z metod wstecznego rozniczkowania wykorzystuja metody numerycz-
nego rozniczkowania (NDF — numerical differentiation formula). Jesli ozna-
czymy réznicg wsteczng

Vyn = Yn — Yn-1, szn =Vy, —Vyn_q, 9.91)

to zamiast rdwnania (9.83) mozna zapisa¢:

k
1
> Vi1 =B O Xns) 9.92)
m=1

Sktadnik %Zﬁqzlivmynﬂ odpowiada pochodnej W'(x,,,) wielomianu inter-
polacyjnego. Faktycznie, np. dla k =2 otrzymujemy anzlivmynﬂ =
1 1 3 1

EVZYn+1 + Vyni1 = 3 (Vynte1 = Vyn) + Vypyq = 3 n+1 — Yn) — 3 O —
Yn-1) = %ynﬂ -2y, + %yn_l, doktadnie jak w rownaniu (9.89).
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Rownanie (9.92) rozwigzuje si¢ iteracyjnie uproszczong metoda Newtona
(pochodna jest obliczana tylko w pierwszej iteracji), wychodzac od warunku
poczatkowego

k
¥ = Z rmy. (9.93)
m=1

Poniewaz we wzorze (9.93) wykorzystuje si¢ i tak o 1 wiecej warto$ci rozwigzania
numerycznego w poprzedzajacych krokach niz we wzorze (9.92), to w latach sie-
demdziesiatych ubieglego wieku zaproponowano modyfikacje wzoru (9.92) tak,
aby zmniejszy¢ stata btedu tych metod BDF, ktore sg A-stabilne, albo powigkszy¢
obszar stabilno$ci pozostatych. Modyfikacja rownania (9.92) do postaci
k
1 m (0) 4
EV Yn+1 =hf Une1 Xne1) + KV Uns1 — Vi)’ 9.94)
m=1

gdzie vy, = Z?:ﬁ pozwala zwickszy¢ efektywnos$¢ o okoto jedng czwarta.
Parametr k¥ bywal dobierany eksperymentalnie. W programie Matlab metody
numerycznego rézniczkowania sg realizowane przez procedure odelSs. Zastoso-

wano tam dobrane w eksperymentach numerycznych wartosci statej x podane
w tabeli 9.4.

Tabela 9.4. Porownanie metod wstecznego rozniczkowania i numerycznego
rozniczkowania

Rzad k Wsp. k Przyrost BDF — NDF - | Zmiana
efektywnosci kat o kat
1 —0,1850 26% 90° 90° 0%
2 -1/9 26% 90° 90° 0%
3 —0,0823 26% 86° 80° -71%
4 —0,0415 12% 73° 66° -10%
5 0 0% 51° 51° 0%

9.10. Jak dopasowa¢ metode numerycznego rozwiazania zagadnienia
poczatkowego do specyfiki zadania?

Przedstawili$my reprezentatywny wybor stosowanych wspolczesnie metod nume-
rycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych. Metody te sa caty
czas rozwijane iwcigz pojawiajg si¢c nowe lub udoskonalone warianty. Nie
wspomnielisSmy o metodach wykorzystujacych ekstrapolacj¢ Richardsona jak
w metodzie calkowania Romberga (algorytm Bulirscha-Stoera), ani o specjalnych
metodach dedykowanych rownaniom drugiego rzgedu. Nie omawialiSmy silnie
rozwijajacych si¢ metod rozwigzywania rownan, w ktorych warunki brzegowe
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podane sa w kilku r6znych punktach, a nie tylko na poczatku przedziatu ani o ukta-
dach réwnan rézniczkowo-algebraicznych. I tak pojawito sie tu dos¢ duzo metod,
by zada¢ pytanie: ktéra z nich wybra¢ do rozwigzania konkretnego problemu?
Oczywiscie, gdyby istniata metoda najlepsza w kazdej sytuacji dla kazdego row-
nania, to tylko ona bylaby uzywana. Tak nie jest — kazda z przedstawionych metod
moze by¢ doskonata dla jednych réwnan i przecietna lub niedopuszczalna dla
innych. Wybierajac metode, musimy uwzgledni¢ szereg okolicznosci zwigzanych
z posiadanym sprzetem, czasem przeznaczonym na obliczenia, doktadnos$cia
danych wejsciowych, mozliwosciami oprogramowania i stosowanej arytmetyki,
ale przede wszystkim musimy wiedzie¢, do czego beda uzyte otrzymane rozwia-
zania numeryczne 1 jakie, w zwigzku z tym, powinny spelnia¢ wymagania.

Najczesciej stosujemy pakiety oprogramowania zawierajace gotowe algorytmy
rozwigzywania rOwnan rézniczkowych zwyczajnych. Wtedy zadaniem uzytkow-
nika jest wybor metody (schematu roznicowego i algorytmu sterowania dtugoscia
kroku) i wprowadzenie parametréw decydujacych o dokladnosci rozwigzania.
Ponizsze zasady i przyktady maja utatwi¢ ten wybor, sprawié, ze bedzie dokony-
wany $wiadomie.

1. Metody statokrokowe sg uzywane wytacznie jesli wymaga tego specyfika sto-
sowanej maszyny cyfrowej. Na przyklad, rownania rézniczkowe bedace cze-
$cig algorytmu sterowania implementowanego w sterowniku ze statym czasem
probkowania (w tym przypadku zmienng niezalezng jest czas i dtugos¢ kroku
jest rowna okresowi probkowania) beda rozwigzywane metoda statokrokowa.
Czas taktowania procesora i ztozono$¢ algorytmu moga tez wymuszac zasto-
sowanie prostych schematow réznicowych. W czasie testow symulacyjnych
takiego ukladu trzeba upewnié sig¢, ze rozwigzanie otrzymywane metodg
stalokrokowa jest wystarczajgco doktadne.

2. Jezeli zadanie nie jest sztywne, mozna stosowac jawne metody jednokrokowe
z odpowiednim algorytmem sterowania dlugoscia kroku. Wazne jest odpo-
wiednie dobranie rzedu metody do oczekiwanej doktadnosci wyniku. Jezeli
oczekujemy rozwigzania numerycznego z matym btedem, to wybor metody
niskiego rzedu bedzie niecelowy, bo wiele wartosci przyblizonych bedzie
odrzucane, zostanie wymuszona mata dtugos¢ kroku i taczny naktad obliczen
bedzie wickszy niz w przypadku metody wyzszego rzgdu, mimo ze liczba
operacji wykonywanych w pojedynczym kroku bedzie mniejsza.

3. Jezeli rozwigzujemy réwnanie sztywne nalezy stosowa¢ metody niejawne,
0 nicograniczonym obszarze stabilnoSci absolutnej, najlepiej A-stabilne,
pozwalajace na znaczne wydtuzanie kroku po zaniknigciu szybkiej sktadowe;j
rozwigzania.
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Przyklad 9.6

Obliczono, metodami zmiennokrokowymi dostepnymi w pakiecie Matlab, rozwia-
zanie zagadnienia poczatkowego:
dy

= = A(- = 0.
I (=y+cosx), y(0)=0

A sin x+A2 cos x—AZ2e A%

A2+1
jest rozwigzaniem tego zagadnienia poczatkowego dla dowolnej wartosci para-
metru 4.

Mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze y(x) =

Znajomos$¢ rozwigzania doktadnego umozliwia poréwnanie bltedow globalnych
obliczonych rozwigzan przyblizonych. Eksperymenty numeryczne przeprowa-
dzono dla dwoch wartoséci parametru A. Dla kazdej z nich powtorzono wielokrot-

. . . . . . . . . s , . .
nie obliczenia dla przedziatu zmiennej niezaleznej x € [0,5] z réznymi warto-

$ciami parametru tol, shuzagcego do wyboru doktadnosci (maksymalnej wartosci

btedu wzglednego w mechanizmie sterowania dlugoscia kroku), wybieranego

w zakresie od 10719 do 1072, Wykreslono max{ |y, — y(x,)|} (co odpowiada
n

btedowi globalnemu rozwiazania) w funkcji zatozonej doktadnosci fol, oraz naktad
obliczen mierzony liczbg wywotan funkcji obliczajacej prawa strone rownania roz-
niczkowego w funkcji uzyskanego btedu globalnego.

W tescie uzyto metod:

e 0de23 —jawna, zagniezdzona metoda typu Rungego-Kutty opracowana przez

Shampine’a-Bogackiego,

ode23t — niejawna metoda trapezow,

ode23tb — niejawna, zagniezdzona metoda Rungego-Kutty,

ode23s — metoda Rungego-Kutty-Rosenbrock’a,

ode45 — opracowana przez Dormand’a-Prince’a jawna, zagniezdzona metoda

Rungego-Kutty,

e o0dell3 — oparta o metody Adamsa-Bashforta i Adamsa-Moultona metoda
predyktor-korektor,

e o0delS5s — oparta 0 metody numerycznego rézniczkowania (z mozliwoscig
zmiany na metode wstecznego rézniczkowania).

Liczby w nazwach funkcji informuja o rzedzie metody: np. ode23 to para metod
zagniezdzonych drugiego i trzeciego rzedu, a ode113 moze automatycznie zmie-
nia¢ rzad od 1 do 13; podobnie ode15s moze zmienia¢ rzad od 1 do 5 (mozna takze
ograniczy¢ zakres zmian, wykluczajac metody wyzszych rzedow).
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A=1

1074
$ 6
\U?o 10
Ry —O—o0de23 | ]
10 —+——ode45
odell3
—%——odel5s
10710 F P —B—o0de23s | 5
/A ode23t
_{/" —A— o0de23tb
1012 ' ' '
10710 108 107 104 1072

tol

Rys. 9.18. Wyniki eksperymentu numerycznego dla uktaduz A = 1.
Pokazano rzeczywiscie uzyskany biad globalny €gjopa) W funkcji parametru tol

Jak wida¢ na rysunku 9.18, w przyblizeniu zachowana jest proporcjonalno$¢ btedu
do parametru tol dla metod wyzszych rzedow (chociaz z roznymi wspodtczynni-
kami proporcjonalnosci), ale metody niskiego rzedu osiagaja tylko nieco lepsza

2
doktadno$¢ niz tols. Te wyniki sa reprezentatywne dla rozwazanego zagadnienia
poczatkowego przy réznych wartosciach parametru A.

Na rysunku 9.19 przedstawiono wykresy naktadu obliczen w funkcji osiagnigtej
doktadnos$ci. Naktad obliczen mierzony byt liczba wywotan procedury obliczajg-
cej prawa strong rownania rozniczkowego. Wykresy te w istocie sg parametryczne
— parametrem byta wielkos¢ tol.
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A=1
10° T T T
—O— o0de23
—+—— ode45
10° odel13
—k— odel5s
—F— o0de23s
104 | ode23t
—A— o0de23th
E
: i
=% 10
102 _ % ok
10"k
10° :
10712 10 107 107 10°

€global

Rys. 9.19. Naktad obliczen N,,,; (mierzony iloscig obliczen prawej strony rOwnania
rézniczkowego) w funkcji bledu obliczen dla A = 1

Jesli zadamy duzej doktadnosci, to naktad obliczen jest zdecydowanie najmniejszy
przy metodach, ktore majg (ode45), wzglednie mogg osiagac¢'? (odel13, odel5s)
wysoki rzad. Tylko przy tol > 10™* pozostate metody zblizaja sie do efektywno-
$ci wymienionych wyzej, a w wyjatkowych przypadkach ja przewyzszaja. Na wy-
kresie wida¢ wyraznie r6zne nachylenia linii odpowiadajacych metodom réznych
rzgdow: w przyblizeniu naktad obliczen jest odwrotnie proporcjonalny do bledu
w potedze 1/p, gdzie p oznacza rzad metody (maksymalny je§li zmiana rzedu
odbywa si¢ automatycznie jak w metodach ode113 i odel5s). Jakkolwiek mozna
odnie$¢ wrazenie, ze dla matej doktadnosci metoda odel5s jest efektywniejsza
od odel13, rdéznica jest niewielka i w praktyce rzeczywista efektywnos¢ moze
zaleze¢ od nieuwzglednionych w tym zestawieniu narzutéw obliczeniowych
zwigzanych z realizacja metody, a nie obliczaniem prawej strony rownania roz-
niczkowego.

12 Niektore metody — w pakiecie Matlab sa to odel113 i odel5s — moga zmienia¢ automatycznie nie
tylko dtugos¢ kroku, ale takze rzad.
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. A=10000
10 r : :
10° F 3
10* 3
Ee
2 L J
> 10
) —O— 0de23
10° F | ——— ode45 3
odell3
—k— odel5s
101 L | —B— ode23s 4
ode23t
—A— 0de23tb
10° . . .
10712 107 107 1073 10°

églobal

Rys. 9.20. Wyniki eksperymentu numerycznego dla uktadu o znacznej sztywnosci
(A=10000)

Zwigkszenie parametru (do A = 10000, wyniki zaprezentowano na rysunku 9.20)
powoduje, ze naktad obliczen procedury odel13 opartej o metody Adamsa, po-
dobnie jak ode23, ode45 realizujgcej jawne metody Rungego-Kutty praktycznie
przestaje zaleze¢ od tolerancji i ustala si¢ na poziomie wyraznie wyzszym niz dla
jakiejkolwiek metody przy A = 1. Bardzo nieznacznie wzrasta naklad obliczen
wymagany przez metody numerycznego rozniczkowania (odelSs) i A-stabilng
niejawng metodg trapezéw (ode23t). Takze charakter zaleznosci naktadu obliczen
od osiagnigtego bledu dla pozostatych metod niejawnych nie ulega zmianie,
chociaz sam naktad ro$nie prawie o rzad wielkosci. Metody jawne: ode23, ode45
oraz posiadajgca ograniczony obszar stabilno$ci metoda odell3 wymagaja
praktycznie takiego samego naktadu obliczen niezaleznie od zalozonej tolerancji
i rzeczywiscie osiagnigtego btedu: wskazuje to na ograniczenie dlugosci kroku
przez wymog stabilnosci, a nie odtworzenia wolnozmiennego rozwigzania, a takze
zapewne znaczny odsetek krokow odrzuconych przez mechanizm automatycznego
doboru.
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Nalezy podkresli¢, ze we wszystkich przypadkach, niezaleznie od warto$ci para-
metru A bylo obliczane to samo wolnozmienne rozwigzanie, a zmiana parametru
modyfikowata rodzing rozwigzan w poblizu obliczanej trajektorii, ale powodo-
wato to wyrazng zmian¢ w funkcjonowaniu poszczeg6lnych metod.

Z zaprezentowanych wynikow eksperymentow wynikajg nastgpujace wnioski:

e parametr tolerancji stuzacy do sterowania pracg mechanizmu automatycznej
zmiany dhugosci kroku tylko w bardzo grubym przyblizeniu odpowiada war-
tosci rzeczywiscie osiggnigtego btedu,

e w przypadku zagadnien poczatkowych ktdre nie sg sztywne, ma sens uzycie
metod wysokiego rzedu, zwlaszcza gdy wymagamy duzej doktadnosci obli-
czonego rozwigzania,

e w przypadku zagadnien sztywnych nalezy sigga¢ po metody o nieograniczo-
nym obszarze stabilnosci absolutnej, co eliminuje wszystkie metody jawne
i metody Adamsa.

Nalezy pamigtaé, ze cala teoria lezaca u podstawy oszacowan wielkosci btedu
1 opartego na niej automatycznego doboru dtugosci kroku (i rzgdu w niektorych
przypadkach), zaktada istnienie ciggtych pochodnych czastkowych prawej strony
roOwnania rézniczkowego przynajmniej do rzedu odpowiadajacego rzedowi
metody. Jesli chcemy stosowaé metody zmiennokrokowe do rownan, ktore nie
spetniajg tego warunku, musimy odrzuci¢ metody wielokrokowe, ktore pracuja
wtedy nieefektywnie, niekiedy z minimalnym dostgpnym rzedem. W opisanych
okolicznosciach moze by¢ konieczne zastosowanie specjalnych srodkow jak
wykrywanie sytuacji specjalnych (ang. ,,event handling”) do ,przekraczania”
powierzchni nieciggtosci. Podobnie, metody wielokrokowe nie sg godne polecenia
przy rozwigzywaniu réwnan o prawych stronach nieciagltych wzgledem zmiennej
niezaleznej, z czym mamy na przyktad do czynienia przy symulacji uktadéw
sterowania z regulatorami cyfrowymi.
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Cialo

Cialem nazywamy struktur¢ (K, +,7,1,0), w ktorej zbior K zawiera co najmniej

dwa elementy oznaczane symbolami 1,0, (nazywane elementem jednostkowym
1 zerowym), a dziatania (+), (*) spetniaja warunki:
Varek at+b=Db+a,

Vapcexk a+ (b +c)=(a+b)+c,

Vaexk a+0=a,
vaeK abeK a + b = 0,

(D1.1)

Vabexk a*b=Db-a,
Vapcek a- (b-c)=(a"b) c,
Veex a-1=a, (D1.2)
Vaek a#0=3pep a-b =1,
Vapeex a(b+c)=(a-b)+(a-c).

Ciatem jest na przyktad zbior liczb rzeczywistych z dziataniami dodawania i mno-
zenia.
Cialo liczb zespolonych

Oznaczmy przez C = R X R iloczyn kartezjanski zbioru liczb rzeczywistych. Ele-
mentami zbioru C sg uporzadkowane pary liczb rzeczywistych.

Liczba zespolona z to para liczb rzeczywistych z = (a4, a,). Pierwszy element
pary nazywamy cze$cig rzeczywistg liczby z i oznaczmy a; = Re z, natomiast
drugi element pary nazywamy cze$cia urojong liczby z i oznaczmy a, = Im z.

Réwno$¢ par rozumiemy w naturalny sposob

(ay,az) = (by,b;) © a; = by A a; = by,. (D1.3)

Zdefiniujemy dodawanie i mnozenie par nastepujgco:

(a1; az) + (b1; bz) = ((11 + by, a, + bz), (D1.4)

(ay,a3) + (by,by) = (a1by — azb,, a1b, + ayby). (DL5)

Mozna sprawdzi¢, ze (C,+,") jest cialem. Elementem neutralnym dodawania
(czyli zerem) jest element (para) (0,0). Elementem przeciwnym do (a4, a,) jest
element (—aq, —a,).
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Elementem neutralnym mnozenia (jedynka) jest para (1,0). Natomiast elementem
odwrotnym do elementu (a4, a,) # (0,0) jest

(ar,a,)7t =< 4 2 > (D1.6)

2 2’ 2 2
ai +a; ay +a;

co tatwo sprawdzi¢ z (D1.5).
Wida¢, ze
(a,0) +(b,0) = (a+1b,0), (a,0)-(b,0) = (ab,0), (D1.7)

czyli liczby zespolone postaci (a, 0) mozna utozsamiaé z liczbami rzeczywistymi.
Przyjmujac zasade utozsamiania struktur izomorficznych, mozemy powiedziec,
ze cialo liczb rzeczywistych (R, +,-) jest podcialem ciala liczb zespolonych
(C,+,).

Liczbe zespolong (0,1) nazywamy jednostka urojona i oznaczamy ja przez
j=1(0,1) Iubi = (0,1). Oznaczenie j jest uzywane przez elektrotechnikdéw, zeby
nie mylito si¢ z popularnym oznaczeniem wartosci chwilowej pradu.

Zauwazmy, ze j2 = (0,1)-(0,1) = (—1,0), czyli j = (0,1) jest pierwiastkiem
kwadratowym z liczby - 1 (spetnia rownanie z2 + 1 = 0).

Podobnie liczba —j = (0, —1) jest pierwiastkiem algebraicznym z liczby - 1.

Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej. Kazda liczbe zespolona z mozna jedno-
znacznie przedstawi¢ w postaci

z=a+jb; ab€R. (D1.8)

Takg posta¢ nazywamy postacia dwumienna. Dziatania na liczbach zespolonych
zapisanych w postaci dwumiennej wykonujemy tak jak na dwumianach, pamieta-
jac tylko, ze j2 = —1 i nie musimy pamieta¢ wzoru definiujagcego mnozenie oraz
dzielenie (mnozenie przez element odwrotny), na przyktad: (1 +2j) (3—j) =
3—j+6j—2j2=5+5j.

Plaszczyzna liczb zespolonych

Liczbg zespolong z = (a,b) = a + jb interpretujemy jako wektor na ptaszczyz-
nie. Wektory te potrafimy dodawac i odejmowac tak jak wektory na ptaszczyznie
euklidesowe;j.

Modulem liczby zespolonej z = a + jb nazywamy liczbe rzeczywista |z| =
va? + b?. Jedyna liczba zespolong o module rownym 0 jest liczba (0,0).
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Z wektorowej interpretacji liczb zespolonych z;,z, i z nierownosci trojkata wy-
nika, ze

|2y + 23| < |z1] + |22].
Liczbe zespolong Z = (a,—b) = a — jb nazywamy liczba sprzezona do liczby
z = (a,b) = a+jb.

Prawdziwe sg nastepujace zwiazki

N

:Z’

Zl +22:Z_1+Z_2,

(D1.9)
Z1° 2 = 71" 2,
z-Z =|z|%
Postaé trygonometryczna liczby zespolonej
Kazda liczbe zespolona r6zna od (0,0) mozna zapisa¢ w postaci
, a . b\ _ a . b
z=a+jb =2l (G+i ) = 12l (7o +) 7o) (D1.10)
i '(—a )2+(—b )2—1 t Z ¢ —— = cos
a p;)mewaz T Taz) = L to mozna oznaczyC ——s = o,
T = Sin@i wtedy
, a b .
z=a+jb= |Z|<m +]E) = |z|(cos@ + jsing). (D1.11)

Posta¢ (D1.11) nazywamy postacia trygonometryczng liczby zespolonej
z =(a,b) = a+jb. Kat ¢ nazywamy argumentem liczby zespolonej
i oznaczamy jako ¢ = Arg{z}. Argument jest wyznaczony z doktadnoscia do wie-
lokrotnos$ci kata 2.

Argument ¢ € (—m, | nazywamy argumentem gléwnym i oznaczamy jako
¢ = arg{z}. Argument glowny jest wyznaczony jednoznacznie. Liczbie (0,0) nie
przypisujemy argumentu. Jest ona jednoznacznie wyznaczona przez swoj modut.

Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

Posta¢ wyktadniczg liczby zespolonej otrzymuje si¢ po wykorzystaniu, tzw. wzoru
Eulera

e/? = cos¢ + jsing, (D1.12)
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ktory podaje zwigzek miedzy funkcja wyktadniczg a funkcjami trygonometrycz-
nymi. Kazda z tych funkcji mozna zdefiniowaé w postaci sumy szeregu i wypro-
wadzi¢ wzoér (D1.11), sumujac szeregi. Mozna tez uzasadni¢ go w nastepujacy
Sposob:

Niech F(¢) = e‘jf”(cos<p + j sin ).

Wtedy F(0) = e /%(cos 0 + jsin0) = 1(1 +j0) = 1,

d .

%F((p) =e J¢(—singp +jcosp) —j(cosp +jsingp ) =0,

czyli F(@) = e 7®(cos ¢ + j sin @) = 1. To znaczy, ze e/® = cos ¢ + j sin¢..

Wzér Eulerai (D1.11) pozwalaja napisac

a b .
z=a+jb=|z| <E +jm) = |z|(cos @ + jsinp) = |z|e/?. (DI1.13)

Oczywiscie jest
arg{|z|e’?} = ¢, ||Z|ej‘P| = |z|, le/*| = 1. (D1.14)

Dla liczb zespolonych zapisanych w postaci wyktadniczej fatwo mozna poda¢ mo-
dut i argument. Posta¢ ta w bardzo dobry sposob obrazuje mnozenie, dzielenie
liczb zespolonych. Od razu wida¢, ze w wyniku mnozenia otrzymamy liczbe,
ktérej modul bedzie rowny iloczynowi moduléw czynnikéw, a argument
réwny sumie argumentow czynnikow.

Ze wzoru Eulera wynika tozsamos¢:
e/"+1=0. (D1.15)

Tozsamos¢ Eulera jest czesto nazywana najpigkniejszym wzorem matematycz-
nym. Wykorzystane sa w niej trzy dzialania arytmetyczne: dodawanie, mnozenie
1 potegowanie. Tozsamos¢ taczy pig¢ fundamentalnych stalych matematycznych:
liczbe 0, liczbe 1, liczbe m, liczbe e, liczbe j —jednostke urojona liczb zespolonych.
Kazde z dziatan oraz kazda ze statych uzyte sg doktadnie raz.

Pierwiastki wielomianu jednej zmiennej

Wielomianem stopnia n zmiennej x nazywane jest wyrazenie algebraiczne
P(x) = apx™+ ap_1x" 1+ -+ ayx? + a;x + ay, a, # 0. Jezeli wspotczyn-
niki wielomianu a,, a,_1, ... @, a4, ag sa liczbami rzeczywistymi, wielomian na-
zywamy rzeczywistym, jezeli zespolonymi — zespolonym. Wielomian
moniczny, to wielomian o wspotczynniku przy najwyzszej potedze rownym 1.

278



D1. Liczby i wektory

Pierwiastek wielomianu P(x) to taka liczba p (zespolona lub rzeczywista), dla
ktorej dwumian x — p dzieli bez reszty wielomian P(x). Miejscem zerowym
funkcji wielomianowej y = P(x) nazywa si¢ takg warto§¢ zmiennej, dla ktorej
warto$¢ funkcji wielomianowej wynosi 0, innymi stowy jest to rozwigzanie réw-
nania algebraicznego P(x) = 0.

Twierdzenie Bézouta: Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu P(x) wtedy
i tylko wtedy gdy jest miejscem zerowym funkcji P(x).

Zbidr miejsc zerowych funkcji wielomianowej pokrywa si¢ wigc ze zbiorem pier-
wiastkow odpowiadajacego jej wielomianu.

Krotnoscig pierwiastka wielomianu P (x) nazywa si¢ najwigksza liczbe naturalng
taka, ze wielomian P(x) dzieli si¢ bez reszty przez wielomian (x — p)¥. Jezeli
pierwiastek ma krotno$¢ rowng co najmniej 2, to nazywa si¢ go pierwiastkiem
wielokrotnym (dwu-, trzy-, cztero-, pigciokrotnym itd.), jezeli wynosi ona 1, na-
zywa si¢ go jednokrotnym lub pojedynczym.

Zasadnicze twierdzenie algebry: Kazdy wielomian zespolony stopnia dodat-
niego ma co najmniej jeden pierwiastek w ciele liczb zespolonych.

Z zasadniczego twierdzenia algebry i twierdzenia Bézouta wynika, ze kazdy
wielomian moniczny o rzeczywistych lub zespolonych wspolczynnikach, moze
by¢ przedstawiony w postaci iloczynu zespolonych wielomianow liniowych:

Px)= (@ —p1) . (x=p1) . X =) .. (X — 1), Zk—n (D1.16)

ki razy kyrazy

gdzie / jest liczba réznych pierwiastkow wielomianu, k; — krotnoscia i-tego pier-
wiastka, n — stopniem wielomianu.

Wielomian drugiego stopnia P(x) = x2 + bx + c, o rzeczywistych wspotczynni-
kach, moze mie¢

—-b—Vb?—-4c X = —b+Vb?—-4c

2 s A2 T 2 >

e dwa pierwiastki pojedyncze, rzeczywiste: x; =
jesli b2 > 4c,
e pierwiastek rzeczywisty, podwojny: x; = _Tb jesli b? = 4c,

L . —b—jV=bZ+4c
e  parg pierwiastkow zespolonych sprzgzonych: x; = ————,
, =24 z_b ¢ jesli b? < 4c.
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Wielomian rzeczywisty mozna roztozy¢ na iloczyn wielomianéw rzeczywistych
co najwyzej drugiego stopnia. Czynniki nieliniowe maja wtedy posta¢ x2 + bx + c,
przy czym b? < 4c.

Twierdzenie Abela-Ruffiniego:— pierwiastki rownania algebraicznego P(x) = 0
stopnia wyzszego niz 4 nie daja si¢ wyrazi¢ w postaci zalezno$ci od wspotczynni-
kéw rownania za pomocg skoficzonej liczby operacji polegajacych na wykonaniu
czterech dziatan algebraicznych i pierwiastkowania.

Wektory i przestrzenie liniowe

Pod pojgciem wektora x € R™ jest tutaj rozumiana uporzadkowana kolumna liczb

X1
rzeczywistych x = | i |. Dla zbioru wszystkich wektoréw n-wymiarowych okre-
Xn
slone sg dziatania dodawania:
X1 V1] X1+ Y1
x=1:]|, y=|i|=>x+y= : (D1.17)
Xn Ynl Xn + Yn
1 mnozenia przez liczbe rzeczywistg a:
[AX1
ax =1 ] (D1.18)
_axn

Definicja przestrzeni liniowej (wektorowej) nad cialem K

Niech (K, +,...,1,0) bedzie ciatem (np. ciatem liczb rzeczywistych lub zespolo-
nych), ktorego elementy nazywane sg skalarami, a ono samo — cialem skalarow.
Przestrzenia liniowa badz wektorowa nad cialem K nazywa si¢ zbior V, ktorego
elementy nazywane sg wektorami z dwoma dzialaniami dwuargumentowymi:
dodawaniem wektorow: V XV — V oznaczanym (v,w) — v+ w i mnoze-
niem przez skalar K X V. — V oznaczanym (a, w) — av, ktore spelniajg poniz-
sze aksjomaty.

1) Dodawanie wektorow jest taczne: dla dowolnych u,v,w € V zachodzi
u+w+w)=@+v)+w.

2) Dodawanie wektorow jest przemienne: dla dowolnych v,w € V jest
v+tw=w+v.

3) Dodawanie wektorow ma element neutralny (zerowy): istnieje taki element
nazywany wektorem zerowym, ze v + 0 = v dla dowolnego v € V.

4) Dodawanie wektoréw ma elementy przeciwne: dla kazdego v € V istnieje
element w € V nazywany wektorem przeciwnym do v, taki ze v +w = 0
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5) Mnozenie przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania wektorow: dla
kazdego a € K orazv,w € V zachodzi a(v +w) = av + aw.

6) Mnozenie przez wektor jest rozdzielne wzgledem dodawania skalaréw: dla
kazdych a,b € K oraz v € V zachodzi (a + b)v = av + bv

7) Mnozenie przez skalar jest zgodne z mnozeniem skalarow: dla dowolnych
a,b € Korazv €V jest a(bv) = (a - b)v.

8) Mnozenie przez skalar ma element neutralny: dla dowolnego v €V
jest 1v = v, gdzie oznacza 1 element neutralny mnozenia w ciele K

Jezeli zbior V wektorow zostanie zdefiniowany jako podzbiér w R™, a dziatania
dodawania i mnozenia przez skalar jak w (D1.17,18), jezeli V jest domkniety
ze wzgledu na operacje dodawania wektoréw i mnozenia przez skalar (to znaczy,
ze wynik tych dziatan nalezy do V) to jest przestrzenig liniowa (rzeczywistg lub
nad cialem liczb rzeczywistych). Przestrzenia liniowa jest wiec zbidr wszystkich
wektorow x € R™, a takze na przyklad zbidér wszystkich wektorow postaci
y=ax, a €R.

Wektor postaci:

K
y= ) apx;, a;€ER, x;€ER" (DI1.19)
i=1
nazywany jest kombinacja liniowa wektorow x;.

Jezeli prawdziwa jest implikacja
K
0=Zaixi = ai=0, i=1,...,k, (D120)
i=1

to méwimy, ze wektory x;, i = 1,..., k sa liniowo niezalezne (zadnego wektora
ze zbioru wektoréw liniowo niezaleznych nie mozna przedstawi¢ w postaci linio-
wej kombinacji pozostatych).
Zbior S wszystkich kombinacji liniowych k wektorow x; € R™, i = 1,...,k jest
przestrzenig liniowa. Nazywamy jg przestrzenia rozpieta na wektorach x; € R",
i=1,...,k, co zapisujemy

S = span{xy, ..., x; }. (D1.21)

Ze zbioru {x4, ..., X} } rozpinajacego przestrzen liniowa S mozna wyjaé¢ podzbidr
B c {x4, ..., xx}, taki Ze: zbior B jest zbiorem wektorow liniowo niezaleznych
1rozpina przestrzen S. Zbidr ten nazywamy baza przestrzeni S. Kazda przestrzen
liniowa ma baze¢, wszystkie bazy tej samej przestrzeni liniowej sg rownoliczne.
Jesli baza sktada si¢ zn < oo elementow, to n nazywamy wymiarem przestrzeni

281



Zwiezly kurs analizy numerycznej

S 1 mowimy, ze przestrzen jest n-wymiarowa, jesli zbior elementow bazy jest nie-
skonczony to moéwimy o przestrzeni nieskonczenie wymiarowej. Wymiar prze-
strzeni wektorowej zalezy od ciata, nad ktérym przestrzen ta jest rozwazana.

Przestrzen wszystkich wektorow x € R™ jest przestrzenig n-wymiarows, a jej baza
jest zbior wektorow

1 0 0
e, = H e, = H . e, = H (D1.22)
0 0 1

Oczywiscie nie jest to jedyna baza przestrzeni R™, ale kazda z baz sktada si¢ z n
niezaleznych liniowo wektorow.

Przestrzen wszystkich wektorow postaci y = ax, a € R, gdzie x jest wektorem
niezerowym, jest jednowymiarowa, a jej baza jest wektor x. Nie jest to jedyna baza
tej przestrzeni, ale kazda z baz sktada si¢ z jednego, niezerowego wektora.

Symbol ||x|| oznacza euklidesowg norme wektora x: |[x|| = VxTx = f noxt.

Iloczynem skalarnym wektorow x,y € R™ nazywamy liczbg
<x,y>=xTy, (D1.23)
czyli

x|l = VxTx = /< x,x > (D1.24)

Przestrzen liniowg R™ z iloczynem skalarnym (D1.23) nazywamy przestrzenia
euklidesowa, a z norma (D1.24) unormowang przestrzenig euklidesow3.

Wszystkie powyzsze definicje, konstrukcje i stwierdzenia mozna uog6lni¢ na
przypadek wektorow zespolonych x € C™, wprowadzajac operacje ich dodawania
1 mnozenia przez liczby zespolone. Wszystko, co powiedziano wyzej o przestrzeni
liniowej rzeczywistej (nad ciatem liczb rzeczywistych) pozostaje prawdziwe dla
przestrzeni liniowej zespolonej (nad ciatem liczb zespolonych). Baza przestrzeni
wszystkich wektoréw x € C™ nad ciatem liczb zespolonych jest zbior wektorow
(D1.22). Zauwazmy, ze bazg przestrzeni C* nad ciatem liczb zespolonych jest np.
wektor 1 = 1 + j0, czyli przestrzen ta jest jednowymiarowa, ale baza przestrzeni
liczb zespolonych nad cialem liczb rzeczywistych sa wektory 11 j, czyli ta prze-
strzen jest dwuwymiarowa.

Iloczyn skalarny w przestrzeni C™ jest zdefiniowany jako
<x,y>=x"y, (D1.25)

czyli
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n
Ixll = <% x> = &Tx = Z|xl-|2. (D1.26)
i=1

Przestrzen unitarna to zespolona przestrzen liniowa, w ktorej zostat okreslony
iloczyn skalarny.

Nieréwno$¢ Cauchy’ego-Schwarza
Dla wektorow x, y w przestrzeni unitarnej zachodzi
<xy>? < <x,x><yy> (D1.27)

przy czym réwno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory x, y sa liniowo
zalezne.

Réwnowazna postacia nierdéwnosci (D1.27) jest

|<x,y>| < |lxll-llyll (D1.28)
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Terminologia

Macierz jest prostokatng tablicg liczb nazywanych elementami macierzy. Poloze-
nie kazdego z elementow w wierszu i kolumnie macierzy jest okre§lone para
wskaznikéw (indekséw). Rozwazamy tu macierze prostokgtne o rzeczywistych
elementach, cho¢ wigkszo$§¢ definicji 1 twierdzen mozna uogdlni¢ na przypadek
macierzy zespolonych.

Element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy A bedzie oznaczany a; ;
lub (A)l,]

Liczba wierszy i kolumn okres$la wymiar macierzy.

Macierz jest nazywana kwadratowq, jesli liczba wierszy jest taka sama jak
kolumn.

Macierzqg transponowang do macierzy A nazywamy macierz AT taka, Ze
A7) = (A)j,-

Macierz A jest nazywana symetryczng, jesli AT = A (oczywiécie macierz syme-
tryczna musi by¢ kwadratowa).

Macierz A jest nazywana diagonalng, jesli (A);; = 0 dla i # j. Diagonalna ma-
cierz kwadratowa o elementach a;; na glownej przekatnej moze by¢ oznaczana
diaga; ;.

Macierz kwadratowa A jest nazywana trdjprzekgtniowq, jesli (A);; = 0 dla
[i —j| > 1 (elementy niezerowe mogg znajdowaé si¢ na gltéwnej przekatnej,
bezposrednio pod nig i bezposrednio nad nia).

Macierz kwadratowa A jest nazywana tréjkgtng gorng, jesli (A);; = 0dlai > j
(elementy niezerowe mogg znajdowac si¢ na gldwnej przekatnej i nad nig).

Macierz kwadratowa A jest nazywana prawie trdjkgtng gorng albo macierzg
Hessenberga, jesli (A);; = 0dlai > j + 1 (elementy niezerowe mogg znajdowa¢
si¢ na gldwnej przekatnej, bezposrednio pod nig i powyzej gldéwnej przekatnej).

Macierz kwadratowa A jest nazywana trdjkqtng dolng, jesli (A);j =0dlai <j
(elementy niezerowe mogg znajdowac si¢ na gtownej przekatnej i pod nig).

Macierz kwadratowa 4 jest nazywana prawie trdjkgtng dolng, jesli (A); j = 0 dla
i <j+ 1 (elementy niezerowe mogg znajdowac si¢ na gtdéwnej przekatnej, bezpo-
srednio nad nig i ponizej gtéwnej przekatne;j).
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Macierz kwadratowa diagonalna, majaca wszystkie elementy na przekatnej
rowne 1 jest nazywana macierzq jednostkowg 1 oznaczana przez I, jesli
jej wymiar jest rowny n.

Jesli A 1 B sa takimi macierzami (niekoniecznie kwadratowymi), ze zachodzi
AB =1, to B jest nazywana prawg odwrotnoscig A, a A jest nazywana lewg
odwrotnoscig B.

Jesli macierz kwadratowa A ma prawa odwrotnos¢ B , to ta odwrotnosc jest jedyna
i BA=AB =1. W tym przypadku B jest nazywana odwrotnoscig A i jest
oznaczana A~1. Macierz kwadratowa A, ktora ma odwrotno$é jest nazywana
nieosobliwg.

Macierz kwadratowa A jest nazywana normalng, jesli ATA = AAT.

Normalna macierz A jest nazywana ortogonalng, jesli ATA = AAT =1 lub
AT = A71. Oczywiscie macierz ortogonalna jest nieosobliwa.

Wyznaczniki

Niech A bedzie macierzg kwadratowg o wymiarze n > 1. Oznaczmy przez A;
macierz otrzymang z A przez usunigcie I-fego wiersza i j-tej kolumny.

Wyznacznikiem macierzy A jest liczba det A zdefiniowana przez ponizsza zalez-
no$¢ rekurencyjng:

o Jesli A = [a] (A jest skalarem (liczba)) to det A = a.
a1 Qi

o JesliA=|[i ™ i [ n>1todetd =YL (-1 "a;, detA;,.

An1 " Qnn
Twierdzenie (rozwinigcie Laplace’a)

Qi1 v Qip
Niech A=| ¢ ™ i | bedzie macierzg o wymiarze nxn, (n>2). Dla

An1  * Qnn
dowolnego 1 < j < n zachodzi

n
detA = Z(—l)j+iaji detAj‘l-
i=1
n N (D2.1)
detA = Z(—l)‘ﬂa” detAi’j

=1
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Wzory te s nazywane rozwinigciem Laplace’a wzgledem j-ego wiersza lub j-¢j
kolumny, odpowiednio.

Wyznacznik det 4;; jest nazywany minorem A, liczba (-1 detA;; jest nazy-
wana dopelnieniem algebraicznym elementu a;j, a transponowana macierz
dopetnien algebraicznych jest nazywana macierza dotaczona i oznaczana adj A:
[ad] A]i,j = (—1)l+] detAj,l-.

Wyznacznik macierzy 4 o wymiarze nxn ma nastepujace wlasciwosci:

o detAT = detA4,

e det(cA) = c™detA,

e przestawienie dwoch wierszy (lub dwoch kolumn) macierzy powoduje zmiang
znaku wyznacznika,

e jedli jeden z wierszy (lub jedna z kolumn) zawiera tylko elementy zerowe, to
wyznacznik jest rowny 0,

e jesli wiersze (kolumny) sg liniowo zalezne, to wyznacznik jest rowny 0,

e dodanie do wiersza (kolumny) liniowej kombinacji pozostalych wierszy
(kolumn) nie zmienia warto$ci wyznacznika.

Twierdzenie Cauchy’ego

Dla dowolnych kwadratowych macierzy 4 i B:

det (AB) = det A - detB. (D2.2)
Macierz odwrotna a wyznacznik

Odwrotno$¢ macierzy mozna obliczy¢ z zaleznosci:

A—l_;

=——adj4, (D2.3)

gdzie adj A oznacza transponowang macierz dopelnien algebraicznych elementow
macierzy A. Stad stwierdzenia “macierz A4 jest nicosobliwa” i “det A # 0” sg rOw-
nowazne.

Odwrotno$¢ macierzy 4 ma nastgpujace wlasciwosci:

1

-1\-1 _ -1 _ -1 4-1 -1\ —
(A =4, (AB)P=B71ATY, det(A) =——.

(D2.4)
Rzad

Rzedem macierzy A jest nazywana liczba liniowo niezaleznych wierszy A. Jest
ona rowna liczbie liniowo niezaleznych kolumn. Moze by¢ tez okreslona jako
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wymiar podprzestrzeni liniowej rozpietej na wierszach (kolumnach) macierzy,
czyli podprzestrzeni liniowej zlozonej ze wszystkich wektorow, ktore sa linio-
wymi kombinacjami wierszy (kolumn) macierzy A. Jest oznaczana przez rank(4).

Wymiar najwigkszego niezerowego minora (podwyznacznika) macierzy jest
rowny jej rzedowi. Dla macierzy kwadratowej A o wymiarze n stwierdzenia
“A jest nicosobliwa”, “detA # 0 oraz “rank(4) = n.” sg rownowazne.

Wartosci i wektory wlasne macierzy

Niezerowy wektor x (rzeczywisty lub zespolony) jest nazywany wektorem
wlasnym macierzy kwadratowej A odpowiadajacym jej wartosci wlasnej s (ktora
moze by¢ liczba rzeczywista lub zespolona), jesli

Ax = sx, (D2.5)
lub rownowaznie
(sI—A)x =0. (D2.6)

Niezerowe rozwigzanie tego rownania jest mozliwe wtedy i tylko wtedy, gdy ma-
cierz sl, — A jest osobliwa (to jest det(sl,, —A)). Z rozwini¢cia Laplace’a
i indukcji zupetnej wynika, ze wyznacznik det(sl,, — A) jest wielomianem stop-
nia n wzgledem s. Wielomian ten (oznaczmy go p(s) = s™ + b,_s™ 1+ -+
b,s? + bys + b, jest nazywany wielomianem charakterystycznym macierzy A.
Warto$ci wlasne mozna rownowaznie zdefiniowaé jako pierwiastki wielomianu
p(s) wyznaczane z rOwnania:

S+ by_ys" 1+ -+ bys?+bys+ by =0, (D2.7)

nazywanego réwnaniem charakterystycznym macierzy A. Wiadomo, ze wielo-
mian stopnia n ma n (rzeczywistych lub zespolonych, parami sprzgzonych) pier-
wiastkow sq, S5, ..., Sy, (gdzie pierwiastki wielokrotne wypisano wielokrotnie,
zgodnie z ich krotno$cig). Tak wigc macierz A ma n (r6znych lub nie) wartosci
wiasnych.

Jesli macierz jest trojkatna (gérna lub dolna), to wartosci wlasne sa elementami
lezacymi na gtownej przekatne;.

Kazdy wektor wlasny x; odpowiadajacy wartos$ci wiasnej s; (o krotnosci ;) spet-
nia rownanie Ax; = s;x;, jest wigc okre$lony z doktadnoscig do czynnika skaluja-

cego, to znaczy, jesli x; jest wektorem wilasnym, to takze ax; jest wektorem
wlasnym dla dowolnego a # 0.

Twierdzenie o liniowej niezalezno$ci wektorow wlasnych

Wektory wlasne x; (i=1,2,..,n) odpowiadajace roéznym warto§ciom
wlasnym s; (i = 1, 2, ..., n) sg liniowo niezalezne.
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Wartosci wlasne macierzy symetrycznych ortogonalnych
Wszystkie warto$ci wlasne macierzy symetrycznej sa rzeczywiste.
Wszystkie warto$ci wlasne macierzy ortogonalnej maja modut rowny 1.
Przeksztalcenie przez podobienstwo

Dwie macierze 4 i B nazywamy podobnymi, jesli istnieje nicosobliwa macierz T
taka, ze B = T AT

Macierze podobne majg ten sam wiclomian charakterystyczny, czyli te same
warto$ci wiasne (o takich samych krotnos$ciach). Jesli x; jest wektorem wlasnym
zwigzanym z warto$cig wlasng s; macierzy A4, to Tx; jest wektorem wlasnym zwia-
zanym z tg sama warto$cia wlasng s; macierzy B. Istotnie:

. . . . ;. — 1 .
z twierdzenia Cauchy’ego i z tozsamosci det(T 1) = Zoc7 Wynika

det(s] — B) = det(sT T —T~1AT) = det[T~1(s] — A)T] =
det(T~1) det(sI — A) detT =det(sI — A).

Twierdzenie Cayley’a-Hamiltona

(D2.8)

Kazda macierz spelnia swoje réwnie charakterystyczne, to znaczy jesli
S"+ bp_1S™ 1+ -+ bys? + bys + by = 0 jest rtownaniem charakterystycznym
macierzy A, to

A‘I’l + bn_lATL—l + -+ b2A2 + blA + bol = O (D29)
Diagonalizacja
[Sl 0 ‘e 0

0 Sz ‘.
Rozwazmy macierz A = | = . | w ktorej elementy niezerowe sa rze-

lo o .. sl
czywiste lub zespolone parami sprz¢zone i macierz A podobng do A. Istnieje wigc
nieosobliwa macierz T taka, ze A = T !AT. Wartosci wlasne macierzy
podobnych s3 jednakowe, to znaczy ze warto§ciami wlasnymi macierzy A sa
liczby s4, ..., Sp. Po przepisaniu zaleznosci AT = TA kolumna po kolumnie
otrzymuje si¢ At; = s;t; gdzie t;, i = 1, ..., n s3 kolumnami macierzy T. Tak wigc
kolumny T musza by¢ wektorami wlasnymi macierzy A. Macierz T jest nie-
osobliwa, wiec wektory wlasne macierzy A musza by¢ liniowo niezalezne, czyli
tworzy¢ bazg przestrzeni C™ nad ciatem liczb zespolonych. Rozumowanie powyz-
sze mozna odwroci¢ i pokazaé, ze: kazda macierz kwadratowa A o wymiarze nxn
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majaca n niezaleznych liniowo wektoréw wlasnych jest podobna do macierzy
diagonalnej.

Macierz ta jest nazywana kanoniczng postacig diagonalng macierzy A.

Kazda macierz kwadratowa A o wymiarze n X n majgca n pojedynczych wartosci
wlasnych ma oczywiscie n niezaleznych liniowo wektorow wilasnych, jest wiec
podobna do macierzy diagonalnej. Macierz podobna do macierzy diagonalnej
nazywamy diagonalizowalna.

Nie kazda macierz kwadratowa jest podobna do macierzy diagonalne;.

Klatkq Jordana zwiazana z liczba s; nazwiemy macierz postaci

[si 1 0 - 0
0 s; 1
Ji=li &+ o~ ) (D2.10)
0 o -1
lo o 0 - s
a blokiem Jordana macierz blokowa postaci
Jao O 0]
0 J, = 0]
= (D2.11)
[0 0 .. Jiyl

gdzie J;; j =1, ..., d; sa klatkami Jordana zwigzanymi z tg sama liczbg s;, a pozo-
state elementy sg zerami. Jak wida¢, kazdy blok Jordana ma tylko jedng warto$¢
wilasng s;.

Twierdzenie o postaci kanonicznej Jordana: Kazda macierz kwadratowa jest
podobna do macierzy blokowej, ktora ma na gtdéwnej przekatnej bloki Jordana,
a poza nig bloki zerowe. Macierz t¢

[]1 0o .. O]

0, ~ 0]

J= . ) (D2.12)
lo o .. J]

nazywamy postaciq kanoniczng Jordana macierzy A.
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D3. Elementy analizy matematycznej

Ponizej zebrano podstawowe definicje i twierdzenia analizy matematycznej, do
ktérych odwotywano sie przy badaniu wtasciwosci metod numerycznych.

Ciaglosé
Funkcja f: R™ — R™ jest ciagla w punkcie x, jezeli dla kazdego ciagu x; zbiez-
nego do x ciag f(x;) zbiega do f(x) lub rownowaznie, jesli

Veso I550Vzerm: IX =zl <6 = |If () — f(Dl < e (D3.1)

Funkcja jest ciggla w zbiorze S € R™ jedli jest ciggta w kazdym punkcie x € S.
Funkcja f: R™ - R™ jest jednostajnie ciagla na zbiorze S © R" jezeli

Veso 3550 Vazest lx —zIl <6 = |If (x) — f(2)ll < e. (D3.2)
Ciaglos¢ jednostajna jest wiasciwoscig definiowang na zbiorze S, a nie w kazdym
punkcie zbioru S, jak ciggtos¢ w sensie definicji (D3.1). Ciaglos¢ jednostajna jest
mocniejszym warunkiem niz ciaglos¢ w kazdym punkcie zbioru S, ale jesli zbior
S jest domkniety i ograniczony, to obie te wtasciwosci sg rownowazne.
Funkcja f: R - R™ jest odcinkowo ciggla w przedziale I C R, je$li jest ciggla
w kazdym punkcie dowolnego ograniczonego podprzedziatu I, € I z wyjatkiem
skonczonego zbioru punktéw niecigglosci x;, w kazdym z punktow nieciggtosci
obie granice jednostronne funkcji f istniejg i s ograniczone.
Wiasno$é Darboux: Jezeli f: [a, b] = R jest funkcja ciagla oraz f(a) < f(b), to
dlakazdego p € (f (a), f(b)) istnieje taki punkt ¢ € [a, b], ze f(c) = p. W szcze-
golnosci: jezeli f: [a, b] = R jest funkcja ciagly oraz f(a)f (b) < 0 to istnieje taki
punkt ¢ € [a, b], ze f(c) = 0.
Rézniczkowalno$¢
Funkcja f: R = R™ jest rozniczkowalna w punkcie x, jesli granica

flx+ h})l —f(x) (D3.3)

f1) = lim
istnieje i jest skonczona. Granica ta jest nazywana pochodna funkcji f w punkcie x.
f1(xq, o, Xp)
Funkcja f:R™ - R™ f(x) = :
fm (X1, oe0s %) ;
gly) w punkcie x, jesli wszystkie pochodne a—}’:i_ (x) istniejg (sa ciaggle). Macierz
j

] jest rézniczkowalna (w sposob cig-
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o on
oF [6x1 CORE 9xp (x)]
I = Pt : : bedzie nazywana macierza Jacobiego. Re-
Um(xy ... %(x)J
0xq 0xp
prezentuje ona odwzorowanie liniowe z przestrzeni R™ do R™. Wyjatkowo, dla
.. . . af of of 1 of
funkcji f: R™ = R przyjeto oznaczenia Vf = T = [6_961 a], P VfT.

Jezeli funkcja f: R = R ma ograniczong pochodng w przedziale I C R, to jest jed-
nostajnie cigglana I.

Warunek Lipschitza

Funkcja f:R™ — R™ spelnia w zbiorze S € R™ lokalnie warunek Lipschitza
(jest lokalnie lipschitz’owska), jesli dla kazdego punktu x € S istnieje otoczenie
Sy © S, wktorym

Vzes, If (%) = f(Dl < K|lx — z]] (D3.4)

dla pewnej statej K nazywanej stata Lipschitza. Funkcja f: R™ — R™ spelnia na
zbiorze S € R™ warunek Lipschitza, jesli warunek (D3.4) jest spetniony dla
kazdych x,z € S z ta samg stalg K. Jezeli S = R™, to funkcja f speinia warunek
Lipschitza globalnie.

Funkcja f: R = R spelniajaca warunek Lipschitza na przedziale [ jest ciggla i r6z-
niczkowalna prawie wszgdzie na I, a modut jej pochodnej jest ograniczony przez
statg Lipschitza, jest wigc takze jednostajnie ciagla.

Jezeli f: R™ — R™ jest w wypuklym zbiorze S € R™ rézniczkowalna i istnieje stata
K, taka ze ||g—£|| < K, to funkcja f spelnia na zbiorze S warunek Lipschitza
ze stalg K.

Funkcja f: R™ X [a, b] = R" spetnia warunek Lipschitza lokalnie w punkcie x,
jednostajnie wzgledem t € [a, b), jesli istnieje otoczenie S i stata K takie, Ze:

Vo yesy, Veelap) If 8 = f(z DIl < K|ly — z]|. (D3.5)
Oznaczenia przestrzeni funkcyjnych

Mowimy, ze funkcja f zmiennej rzeczywistej nalezy do przestrzeni funkcji n-krot-
nie rézniczkowalnych w przedziale [a,b] i oznaczamy f € C"[a, b], jesli jej
n-ta pochodna istnieje i jest ciagta w przedziale [a, b].
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Mowimy, ze funkcja f, ktorej dziedzing jest caly zbior liczb rzeczywistych R
nalezy do przestrzeni funkcji n-krotnie rozniczkowalnych i oznaczamy f €
C™(R), jesli jej n-ta pochodna istnieje i jest ciagta wszgdzie w R.
C°(R) :== C(R) oznacza przestrzen funkcji ciggltych. Dla kolejnych n
zachodzi:

C®°(R) c--c C*"(R) c C*(R) c - c C(R). (D3.6)
Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej

Jezeli funkcja f:[a,b] = R jest ciagla w przedziale [a,b] i rézniczkowalna
w przedziale (a, b), to istnieje punkt ¢ € (a, b), taki ze

o) = % (D3.7)

Szczegblny przypadek twierdzenia Lagrange’a jest znany pod nazwg twierdzenie
Rolle’a.
Twierdzenie Rolle’a

Jezeli funkcja f:[a,b] = R jest ciggla w przedziale [a,b] i rézniczkowalna
w przedziale (a,b) i jezeli f(a) = f(b), to istnieje punkt c € (a,b), taki ze
f'e)=0.

Wzor Taylora

Wzor Taylora pozwala przedstawi¢ zachowanie nieliniowej, gladkiej funkcji
f(x) w otoczeniu Wybranego argumentu c.

Jesli f € C™[a, b] 1]es11
[a, b]

f (x) istnieje w (a, b), to dla dowolnych x,c €

dxnti1

o 1
) = Y = fRO0 = O + By, 038)
k=0

gdzie dla pewnego ¢ (zaleznego od x) lezacego migdzy c a x

(n+1) _ \n+1
B0 = gy /O~ ) (03.9)
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(E,,(x) to reszta wzoru Taylora w postaci Lagrange’a). Jesli c = 0 — to wzor
Taylora jest nazywany wzorem Maclaurina.

Jesli f € C™*1[a,b], to dla dowolnych x,x + h € [a, b]

n
hk
flx+h) = Z Ff(k) () + E,(h), (D3.10)
k=0
gdzie, dla pewnego ¢ lezacego miedzy x a x + h
n+1
— (n+1) D3.11
Ea(h) = 5oy 0 ). (D3.11)

Biorgc n — oo we wzorze Taylora (jesli granica istnieje), otrzymujemy rozwi-
niecie funkcji f(x) w szereg Taylora:

> 1
&) = ) P = o (D3.12)
lub k=0
f(x+h) = me(k)(x). (D3.13)
Symbole Landauw’a =0

Symbole Landau’a pozwalaja krdotko opisac szybkos¢ zbieznosci funkcji.

Jesli }ling fthy=01i }llin?) g(h) =0, g(h) #0, tooznaczamy:

e f(h) =0(g(h)) jesli istnieje stata C # 0 taka, ze 11m f( ) =C (f dazy
do 0 tak szybko jak g),
e f(h)=o0(g(h)) jesli llm f( ) = 0 ( (f dazy do 0 szybciej niz g).

Podobnie mozna zdefiniowac symbol Landau’a dla warto$ci argumentu rosngcych
do nieskonczonosci. Jesli istnieje takie ny, € N oraz takie c € R, ze dla kazdego
n = n, prawdziwa jest nierownos¢ f (n) < cg(n), to moéwimy, ze funkcja f jest
rzedu funkcji g i oznaczamy f(n) = 0(g(n)). Funkcja f(n) moze dazy¢ do nie-
skonczonosci, ale ,,nie szybciej” niz g(n).
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