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W pracy analizowano zachowanie si¢ sprezystych cienkosciennych ptyt ortotropowych po utracie
statecznosci w ramach drugiego rzgdu asymptotycznej teorii statecznosci ukladow
zachowawczych Koitera [1]. Badano plyty ortotropowe o glownych kierunkach ortotropii
rownoleglych do krawedzi Scian charakteryzujace si¢ zmiennym wzdhuz szerokosci
wspolczynnikiem ortotropii f3; = Ex/E,i. Analizowano plyty przegubowo podparte na obciazonych
brzegach, a na nie obciazonyc'h wzdhluznych brzegach uwzgledniono rézne rodzaje podparcia
(utwierdzenie, podparcie przegubowe, swobodny brzeg). Plyty poddano obcigzeniom
powodujacym rownomieme i liniowo zmienne zblizenie brzegdw.

1. Wprowadzenie

Sprezyste wyboczenie izotropowych i ortotropowych plyt oraz dzwigardw
bylo przedmiotem wielu prac (np.[2+6]). Wyniki tych badan pokazuja mozliwo$¢
tworzenia konstrukc;ji lekkich, bezpiecznych i niezawodnych.

W materialach kompozytowych istnieje duza swoboda ksztaltowania ich
wlasno$ci materialowych w wybranych kierunkach lub obszarach, tak wigc mozliwe
jest wykonanie plyt o zmiennym wlasnosciach wytrzymalosciowych. Przykladem
materialow o takich wlasnosciach moga by¢ kompozyty widkniste z odpowiednio
rozmieszczonymi (zagg¢szczonymi lub rozrzedzonymi) widknami. Materialy
kompozytowe modeluje si¢ najczgsciej jako materialy ortotropowe. W bogatcj
literaturze dotyczacej zagadnien statecznosci brak jest analizy wplywu zmiennej w
kierunku szerokosSci plyty ortotropii na wartosci obcigzen krytycznych, na ich
postacie wyboczenia oraz no$nos¢ plyt w zakresie zakrytycznym.
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W niniejszej pracy przedstawiono problem utraty statecznosci w zakresie
sprezystym i zachowania si¢ konstrukcji w zakresie zakrytycznym homogenicznych
plyt ortotropowych o zmieniajacej si¢ wzdtuz szerokosci ortotropii.

2. Postawienie zagadnienia

Do rozwazan przyjeto plyte o zmiennej ortotropii wzdtuz szerokosci plyty
(rys.2.1). Przyjeto model zbudowany z waskich podtuznych plyt ortotropowych, przy
czym kazda z nich moze mie¢ inny wspolczynnik ortotropii. Przyjety model
obliczeniowy precyzyjnie opisuje rzeczywiste materiaty konstrukcyjne.

..............................................

............................................
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Rys.2.1. Model pasmowy plyty o zmiennej ortotropii
Fig.2.1. Band model! of variable orthotropy plates

Zatozono, ze gléwne osie ortotropii plyt s3 réwnolegle do ich brzegdw. Dla i-tego
pasma ortotropowego zatozono dokladne zaleznosci na odksztalcenia wzgledne dla
cienkich ptyt

- T2 ou2 o2 = Lw?, +u?, +v?
Ex =Ujx T3 (Wi,x +upc+Vis), By = Viy +E(Wi,y Uyt Vi,y)
25ixy =U;y +Vix T WixWiy + Ui xUiy + VixViy M
Kix = =W « Kiy = Wiy Kixy = Wiy

Dla rozpatrywanego przypadku ortotropii réwnania fizyczne maja nastepujacy
postac:
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Wystepujace w réwnaniach (2) moduly Younga i wspotczynniki Poissona zgodnie z
twierdzeniem Betty’ego-Maxwella musza spetnia¢ zwigzek:

E\ivyxi = EyiVyyi (3)

Z zasady prac przygotowanych dla pojedynczego pasma plytowego wynikaja
rdzniczkowe réwnania rownowagi, kinematyczne i statyczne warunki ciggtosci na
potaczeniach stykajacych si¢ pasm oraz warunki brzegowe na obciazonych koncach
(x=0, x=1) [6].
Nieliniowe zagadnienie statecznosci rozwigzano asymptotyczng metoda Koitera [1].
Pola przemieszczen ﬁii sit przekrojowych N; rozwinigto w szeregi potegowe
wzgledem parametru & - amplitudy liniowej postaci wlasnej wyboczenia
(normalizowanej warunkiem rownosci maksymalnego ugigcia rownego grubosci
pierwszej ptyty hy)

U; =AU +£00 + 82U+

N, = AN + £ENO + 2RO
Po podstawieniu rozwinie¢ (4) do réwnan roéwnowagi, warunkdw ciaglosci i
warunkow brzegowych otrzymano zagadnienie brzegowe zerowego, pierwszego i
drugiego rzedu [3,4]. Aproksymacja zerowa opisuje stan przedwyboczeniowy,
podczas gdy pierwszy rzad przyblizenia pozwala wyznaczy¢ obciazenia krytyczne i
odpowiadajace jemu postacie wyboczenia, przy uwzglednieniu minimalizacji
wzgledem liczby potfal m w kierunku wzdtuznym. Drugi rzad przyblizenia redukuje
si¢ do liniowego ukladu réwnan rézniczkowych niejednorodnych, ktérego prawe
strony zalezg jedynie od pola sil i przemieszczen pierwszego rzedu. Rozwiazanie tego
ukiadu rownan przewidziano w postaci szeregdw trygonometrycznych w kierunku
wzdluznym oraz wyznaczajac funkcje drugiego rzedu w kierunku poprzecznym
metoda macierzy przeniesienia identycznie jak dla pierwszego rzedu [3,6]. Po
wyznaczeniu rozwigzania pierwszego i drugiego rzedu zagadnienia brzegowego
wyznaczono wspotczynniki a,, a;, ayyy, aj11; oraz wspdlczynnik redukcji sztywnosci
wzdtuznej wedtug znanych wzorow (np. [4]).

Szczegblowa analiza obciazen krytycznych rozpatrywanych plyt przy
uwzglednieniu pelnego tensora odksztalcenia (1) dla pierwszego rzedu przyblizenia
oraz przy pominigciu dwdch ostatnich czionéw w kazdym z réwnan (1) pozwolita
pomina¢ w analizie drugiego rzedu te skiadniki, co znacznie uproscito analize i jest
powszechnie stosowanym przyblizeniem [6].

4)
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Ptyty, ktorych konce byly podparte przegubowo, a wzdluzne brzegi podparte
przegubowo, utwierdzone badz swobodne, obciazano w sposob powodujacy
rownomierne badz liniowo zmienne zblizenie brzegow (rys.2.2).

Dla scharakteryzowania sposobu obcigzenia wprowadzono wspotczynnik
zblizenia brzegow K=u§°)/u(3°), gdzie u§°>, u(20) (rys.2.2) sa wartosciami
przemieszczen na koncach plyty. Wszystkie badane plyty mialy geometryczng i
materialowa 0§ symetrii, ale nie obcigzen i1 warunkow brzegowych na
nieobciazonych brzegach.

) ul(0)

geometric and material
symmetry axis

Rys. 2.2. Sposoby obcigzenia plyty
Fig.2.2. Loading modes of plates

W zwiazku z powyzszym wielkoscia krytyczng dla rdwnomiernego zblizenia
brzegdw jest sila krytyczna F[N], zas dla liniowego zmiennego zblizenia
odpowiadajacego x =-1 jest moment krytyczny M [Nm], a dla pozostalych
przypadkow sila krytyczna Fi.[N] i moment krytyczny M;[Nm]. Nalezy zauwazy¢,
ze w przypadku gdyby nie zalozono materialowej osi symetrii dla rdwnomiernemu
zblizeniu brzegdéw wielkosciami krytycznymi bylaby sila i moment.

3. Wyniki obliczen

Wyniki obliczen numerycznych przedstawiono w postaci wykresow
opisujacych zaleznos¢ wielkosci krytycznych (sity Fi, , momentu M, lub sily i
momentu jednoczesnie) w funkcji parametru opisujacego zmienno$¢ ortotropii
(parametrem tym jest wielkosci amplitudy A sinusoidy opisujacej zmiang ortotropii
rys.2.1).

Niezbe¢dne zaleznosci pomigdzy wspolczynnikiem ortotropii a wielkosciami
E« Ey, G, vy, dla sinusoidalnie zmiennego wspélczynnika ortotropii B otrzymano na
drodze aproksymacji danych materialowych [2] i maja one nastepujaca postac:

- 160 -



. 7812 3464
11629 16821 (o 505 et

B, B; Bi B;

Exi = BIE Eyi = 34807 -

yi»
Vi =03 dlai=1,.,n ,

Wspolczynniki ortotropii dla poszczegdlnych pasm modelu przyjmowane byly wg.
wzoru: B, =B, +A-coszT7t‘v, gdzie B, =3.2292, Ae<-2,2> - amplituda sinusoidy,

y - wspoirzedna okreslajaca polozenie pasma od jednej ze wzdluznych krawedzi, b -
szerokos¢ plyty.
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Rys. 3.1. Wykres prezentujacy zaleznos¢ sily krytycznej od parametru A
opisujacego zmiennosc¢ ortotropii dla plyt o stosunku b/h = 60
Fig.3.1. Critical force as a function of A parameter defining the orthotropy
variation for plates whose b/h=60

Na rys. 3.1 przedstawiono wyniki dla plaskich prostokatnych plyt o
zmiennym sinusoidalnie wspélczynniku ortotropii. Na prezentowanym wykresie
legenda opisana jest skrotami, ktére maja nastepujace oznaczenie: litery - warunki
na wzdluznych brzegach (p-podparcie przegubowe, u - utwierdzenie, s - swobodny
brzeg), cyfry - wielkosci geometryczne (wartos¢ stosunku I/b, gdzie 05=0.5)

Dla badanych konstrukcji wyzszy wspoélczynnik ortotropii na brzegach piyt
powoduje wzrost naprezen krytycznych w plytach obciazonych w sposéb powodujacy
rownomierne (x=1) lub liniowo zmienne (x=0) zblizenie brzegéw. W przypadku gdy
plyta poddana jest obcigzeniu powodujacemu liniowo zmienne zblizenie brzegow
obcigzonych (k=-1) to ortotropowe wzmocnienic $rodka plyty praktycznie nic
powoduje wzrostu naprezen krytycznych.
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Pelna analiza stanu sprezystego musi uwzgledni¢ drugi rzad przyblizenia,

ktory pozwala wyznaczy¢ pokrytyczne Sciezki rownowagi.

Wyniki obliczen dla drugiego rz¢du przyblizenia zostana przedstawione na

Sympozjum.

Literatura

1.

Koiter W.T., Elastic stability and post-buckling behaviour, Proceedings of
the Symposium on Nonlinear Problems, Univ. of Wisconsin Press,
Wisconsin (1963), 257-275.

Chandra R. Raju B., Postbuckling analysis for rectangular orthotropic
plates. Int. J. Mech. Sci. Vol.16 (1973), 81-97.

Kolakowski Z., Interactive buckling of thin-walled beam-columns with open
and close cross setions. Thin-Walled Structures Vol.15 {1993), 159-183.
Krolak M. (red.), Stany zakrytyczne i nosno$¢ graniczna cienkosciennych
dzwigaréw o Scianach ptaskich. PWN Warszawa-L6dz (1990)

Krolak M. (red.), Statecznosé, stany zakrytyczne i nosno$¢ cienkosciennych
konstrukcji o ortotropowych  Scianach plaskich. Politechnika todzka
Monografie L6dZ (1995).

Krolak M. Kotakowski Z., Interactiv elastic buckling of thin-walled closed
orthotropic beam-columns. Engineering Transaction Vol.4 (1995), 571-590.
Krélak M. Kolakowski Z., Interactiv elastic buckling of thin-walled open
orthotropic beam-columns. Engineering Transaction Vol.4 (1995), 591-602.

Summary
CARRYING CAPACITY OF THIN-WALLED PLATES
WITH ORTHOTROPY VARYING WIDTHWISE

The present papers deals with an analysis of the elastic thin-walled

orthotropic plates after stability loss. The problem was solved using Koiter’s second-
order asymptotic theory of stability of conservative system. Numerical test were made
on plates with orthotropy ratio, B =E,/E,, varying widthwise, which principal
directions of orthotropy being parallel to wall edges. The analysis carried out on thin
plates with loaded edges simply supported; unloaded edges were tested with different
kinds of support (clamped, simply supported, free-edge). Plates were subject to loads
causing uniform and linearly variable displacement of edges to each other.
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