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MODELOWANIE DYNAMIKI KOSTEK DOMINA

Streszczenie: W artykule przedstawiono badania dynamiki tancucha kostek domina
i komputerowe symulacje ich ruchu w uktadzie 2D. W procesie analizy ruchu
kostek badano efekt ich rotacji, zderzania si¢ i tarcia. Przedstawiono wyniki
symulacji wirtualnych z wykorzystaniem programu Working Model®. Rezultaty
badan numerycznych pokazano w postaci faz ruchu kostek.

MODELING OF THE DYNAMICS OF DOMINOES

Abstract: In this paper a chain of toppling dominoes is subject of the research of
dynamics and computer-aided simulations. This dynamic process is investigated as
in 2D. Toppling dominoes shows interesting effects such as rotations, collisions,
and friction. In this paper the virtual simulations for analysis of dynamics of
dominoes using Working Model® software are presented. The results from
numerical simulations are shown as phases of movements of dominoes.

1. WPROWADZENIE

Wieloelementowe ukfady dynamiczne stanowia powazne wyzwanie z punktu widzenia
analizy ich dynamiki, czego przykladem jest np. analiza ruchu samochodow na duzym,
rozbudowanym skrzyzowaniu. Przy najwigkszej staranno$ci w opisie problemu nie da si¢, ze
wzgledu na wieloparametryczno$¢ zdarzenia, wszystkiego przewidzie¢ i1 zalozy¢. Takim
wilasnie ukladem dynamicznym jest szereg zbudowany z pionowo ustawionych,
przewracajacych si¢ kostek domina. Nie wszystkie warunki poczatkowe sg tu znane i nie
mozna wykluczy¢ elementu przypadkowosci. Badano tancuchy kostek domina, sktadajace si¢
z milionéw elementow (najdiuzszy zbudowany tancuch liczyt 4 800 000 kostek). O ztozonosci
problemu moze $wiadczy¢ fakt, iz nigdy dla tak duzych uktadow nie uzyskano 100%
przewroconych kostek. Ciag przewracajacych sie kostek domina moze zachowywac si¢ jak
wielowymiarowy system stochastyczny, a nawet chaotyczny. ,,Efekt domina”, podobnie jak
lorenzowski ,,efekt motyla” jest waznym zjawiskiem w ,,wielkich” uktadach dynamicznych
nie tylko inzynierskich, ale takze przyrodniczych lub socjologiczno-spotecznych.

Pierwsze naukowe opracowanie dynamiki kostek domina [1] zostato opublikowane w 1978 r.
przez Shawa. Kolejne wyniki badan ukazaty si¢ dopiero po ponad 10 latach [2-4], przy czym
oparte sg one na pracy Shawa. Najbardziej znane to prace W.J. Stronge’a 1 Banksa [3, 5]. Na
poczatku XXI wieku, wraz z rozwojem komputerowych metod rozwigzywania ztozonych
zagadnien matematycznych, nastgpit powrdt do tematyki zwigzanej z dynamika domina
[6-8, 10]. Liczbe opublikowanych opracowan tego tematu mozna oszacowac na niewiele
ponad 30 pozycji, przy czym wigkszo§¢ z nich zajmuje si¢ glownie teorig propagacji fali
przewracajacych sie kostek. Z polskich prac nalezy wspomnie¢ jedynie o referacie [9]
prezentowanym na sympozjum [YPT przez zesp6t mlodych fizykow. Wiele z tych prac ma
charakter glownie eksperymentalny [6, 9]. Do analizy eksperymentalnej wykorzystywano
bardzo szybkie kamery filmowe, mogace wykonywa¢ wiecej niz 2000 klatek na sekundg, np.:
Photron FASTCAM 512 PCI lub VCam Kodak HS4540.
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2. OPIS MODELU KOSTEK DOMINA

Na rysunku 1 przedstawiono podstawowy model dynamiczny fragmentu tancucha kostek
domina, ktéry jest utworzony przez cigg prostopadiosciennych, nieodksztalcalnych ciat
o wymiarach (a x b x ¢) 1 masie m kazde. Kostki rozstawione s3 w rownych odstepach d na
poziomej plaszczyznie, wzdhuz linii proste;.

W omawianych wczesniej pracach przyjmowano do obliczen teoretycznych nastepujace
zalozenia, stuszne dla uktadu wyidealizowanego [1, 5]:

— wszystkie kostki fancucha domino sg identyczne pod wzgledem mechanicznym;

— kostki obracajg si¢ dookota krawedzi prostopadiej do ptaszczyzny rysunku 1 nie tracg
kontaktu z podtozem, kazda kostka uderza o nastepng tylko raz — brak efektu odbicia;

— w ukladzie jest speinione prawo zachowania energii i kr¢tu — nie ma straty energii
podczas uderzenia kostki o kostke;

— Inicjacja przewracania si¢ tancucha domino odbywa si¢ bez dodatkowej energii
zewngtrznej, wynika jedynie z utraty rownowagi pierwszej kostki.

Ryj

Rys. 1. Model dynamiczny uktadu kostek domina
sity dzialajace na j-ta kostke

Przy powyzszych zalozeniach energia mechaniczna przewracajacej si¢ kostki (wg Shawa [1])
ma postac (1) 1 jest dla niego podstawa dalszych obliczen (utozenia rownan Lagrange’a):

n n no.
E:%mg(bzllcosej +azllsin9j)+%lozl“9f,

gdzie 1, =%m(a2 +b2)

(1)

1,— moment bezwladnosci kostki wzgledem osi jej obrotu; g — przys$pieszenie ziemskie.
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Zdefiniowanie ukladu nie uwzglednia wielu zjawisk mogacych pojawic¢ si¢ podczas ruchu
rzeczywistej kaskady kostek domina. Moze to prowadzi¢ do pominigcia istotnego wplywu sit
tarcia, przedstawionych na rys. 1 lub tez moze zosta¢ pominigty wptyw uderzen kostek
o siebie 1 niewielkich odbié (rys. 2), ktore powoduja dyssypacje energii, opisanej wzorem (1).

Rys. 2. Zdjecia z kamery filmowej [9] pojedynczej kostki
a) idealny obrét, b) podskok kostki po uderzeniu — po upadku mozliwy poslizg

Dlatego tez do rozwazan teoretycznych rzeczywistego tancucha domina bardziej adekwatne
jest macierzowe rownanie [10] o postaci (2):

M-0+C-O+E©)=Q ()
gdzie:
M, C,0,0,0 -~ odpowiednio macierzami: mas, dyssypacji, przyspieszenia katowego,
predkosci katowej 1 przemieszczenia katowego kostek domina,
E@®) 10 —s3 macierzami opisujagcymi momenty sit grawitacyjnych 1 sit tarcia

dzialajacych na kostki, jak pokazano na rysunku 1.

Rownania wg Shawa opisuja dynamike ruchu w sposob uproszczony, natomiast rozniczkowe
rownania ruchu otrzymane z ogdlnego, macierzowego rownania (2) sg trudne do rozwigzania,
gléwnie ze wzgledu na nie w petni definiowalng macierz dyssypacji C.

Dalszg analize¢ dynamiki ruchu fancucha kostek domina przeprowadzono poprzez

symulacje ruchu kostek w wirtualnym $rodowisku utworzonym za pomocg programu
Working Model®[11].

3. WIRTUALNE SYMULACJE DYNAMIKI KOSTEK DOMINA

Komputerowe $rodowisko do tworzenia wirtualnych modeli ruchu uktadow dynamicznych,
jakim jest program Working Model® udostepnia bogata palete zmian i modyfikacji
parametréw ciala sztywnego, jakim jest kostka domina [11]. W prosty sposdb mozna
zmienia¢ mas¢, geometri¢, momenty bezwladnosci oraz parametry tarcia 1 uderzenia, co
umozliwia symulowanie ruchu 1 badanie wielu modeli o r6znigcych si¢ parametrach.

Na rysunku 3 pokazano symulacje ruchu dla trzech postaci interakcji pomigedzy kostkami.
W przypadkach (a) i (b), kostka uderzana nie przewraca si¢, tylko wykonuje wahania dookota
potozenia rownowagi lub odsuwa si¢ ruchem postgpowym.
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Rys. 3. Trzy postacie interakcji kostki uderzanej i uderzajacej zalezne od:
a) odleglo$¢ migdzy kostkami porownywalna z wysokos$cig kostek — kostka uderzana drga;
b) maty wspdtczynnik tarcia kostki o poditoze — kostka uderzana odsuwa sig¢;
¢) kostka uderzana odbija si¢ od podtoza — duzy wspotczynnik restytucji

Na rysunku 4 przedstawiono wykresy pionowych sktadowych predkosci srodkéw mas kostek
o numerach 2-5, wykonanych z rozmaitych materiatow (dla poprawy czytelnosci wykresow
zostaly one rozsunigte w pionie). Na rysunku sg widoczne liczne odbicia kostek od siebie,
bedace wynikiem sprezystos$ci materiatu, z ktorego zostaly one wykonane.

Rys. 4. Rozsunigte w pionie wykresy pionowej sktadowej predkosci v,
srodka masy kostek 2-5, wykonanych z réznych materialow

Na rysunku 5 pokazano przemieszczenia pionowe $rodkow masy kostek 2-5 (dla poprawy
czytelnosci wykresow zostaly one rozsuniete w pionie). Widoczne jest skracanie czasu ruchu
kolejnej przewracajacej si¢ kostki, bedagce wynikiem rosngcej masy lezacych na sobie kostek.
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Rys. 5. Rozsunigte w pionie przemieszczenia pionowe srodkéw masy
uderzanych kostek 2-5 — widoczne odbicia

4. PODSUMOWANIE

Modelowanie 1 symulacja ruchu tak zlozonego obiektu dynamicznego, jakim jest fancuch
przewracajacych si¢ kostek domino, stanowi skomplikowane przedsiewzigcie badawcze.

Po

przeprowadzonych przez autoréw badaniach symulacyjnych nasuwaja si¢ nastepujace

spostrzezenia:

symulacja ruchu dlugich tancuchéw przewracajacych si¢ kostek ma tendencje do
generowania dodatkowych przemieszczen wirtualnych — mini podskokow, uslizgow,
powodujacych niestabilnos¢ badanego uktadu;

podczas symulacji pojawia si¢ silny wplyw wilasnosci sprezystych materiatu, wige
pominiecie efektu rozpraszania energii podczas zderzen moze prowadzi¢ do bledow;
podczas symulowania ruchu przewracajacych si¢ kostek obserwowano wzajemny poslizg
kostek po sobie, ktory moze powodowac inne dodatkowe zjawiska dynamiczne.
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