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Wprowadzenie

a tres¢ niniejszej monografii sktada si¢ opis szybkich algorytméw adaptacyj-
nych dla numerycznego obliczania przeksztalcenia Fouriera w postaci catko-
| wej. Jako kwadratury catkowania numerycznego wykorzystano znane dyskret-
ne przeksztalcenia trygonometryczne w postaci dyskretnego przeksztalcenia Fouriera
oraz dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych drugiego i czwartego rodza-
ju. Przedstawione szybkie algorytmy adaptacyjne daja mozliwo$¢ obliczania zadanego
pasma widma sygnatu zgodnie z kryterium: dokladno$é-czas realizacyi obliczen.
W ramach monografii rozwaza sie jednoczesnie przypadki sygnatéow jedno- i dwu-
wymiarowych. Proponowane podejécie moze jednak zosta¢ z powodzeniem rozszerzone
na wieksza liczbe wymiarow.

1.1. Przeglad zastosowan przeksztalcen trygonometrycznych

Nazwa, przeksztatcenia Fouriera' wywodzi sie od nazwiska francuskiego matematyka
J. B. J. Fouriera, ktéry prowadzac prace nad rozwiazaniem réwnania ciepta w ro-
ku 1807 udowodnil, iz dla szerokiego zakresu funkeji mozliwe jest ich przedstawienie
w postaci zbieznego szeregu okresowych funkcji sinus i kosinus. Wyniki badan Fouriera
byly zwienczeniem prac innych wspoétczesnych mu matematykow, ktorzy w réznych
aspektach badali zagadnienia reprezentacji arbitralnych funkcji w postaci skonczonych
i nieskonczonych szeregéw okresowych funkeji trygonometrycznych. Byli to miedzy in-
nymi: L. Euler - analiza nieskonczonych szeregéw funkcji kosinus; A. C. Clairaut -
wyznaczanie ksztaltow orbit planet w oparciu o skonczony zbiér obserwacji, podat on
takze pierwsza formute dyskretnego przeksztatcenia Fouriera! (r. 1754); L. Lagrange -
prowadzil prace nad skoriczonymi szeregami funkcji sinus; D. Bernoulli - przedstawit
rozwiazanie zagadnienia drgajacej struny w oparciu o nieskonczone szeregi funkcji sinus
i kosinus (r. 1753) [48, 133].

Obecnie przeksztalcenie Fouriera odgrywa wazng role w wielu galeziach nauki. Po
pierwsze, jako przeksztalcenie liniowe, jest pomocne w rozwiazywaniu wielu zagadnien

TDefinicje calkowego oraz dyskretnego przeksztatcenia Fouriera zamieszczone zostaly w rozdziale
2 niniejszej pracy.
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dotyczacych uktadéow o charakterze liniowym. Po drugie pozwala na przedstawienie
sygnatu wejsciowego wzgledem bazy ciagltych funkcji sinusoidalnych, ktore sparame-
tryzowane sa zmienng rzeczywista. Zmienna ta posiada silng interpretacje fizyczna
w postaci czestotliwosci. Stad przeksztalcenie Fouriera daje mozliwo$¢é pomiaru widm
czestotliwosciowych sygnatéw i tym samym pozwala na badanie zjawisk o charakterze
falowym, miedzy innymi z zakresu: optyki, akustyki (taki sposéb przedstawienia sy-
gnaléw akustycznych jest jak najbardziej zgodny ze sposobem postrzegania dzwieku
przez cztowieka), fizyki kwantowej, elektroniki i elektrotechniki, a takze probabilistyki
i zagadniefl rozwigzywania czastkowych réwnan rézniczkowych [9, 14, 42, 94, 136].

W przypadku sygnaléow wejsciowych podawanych w postaci dyskretnej, tzn. jako
skonczone zbiory obserwacji dokonywanych w dyskretnych chwilach czasowych, do ob-
liczania widm czestotliwoéciowych wykorzystuje sie podejscie numeryczne oparte o dys-
kretne przeksztalcenia trygonometryczne, takie jak dyskretne przeksztalcenie Fouriera,
a takze dyskretne przeksztatcenia kosinusowe i sinusowe drugiego i czwartego rodzaju.
Dzieki temu przeksztatcenie Fouriera moze by¢ stosowane w zadaniach cyfrowego prze-
twarzania danych, w ktorych stanowi narzedzie o duzym potencjale i mozliwosciach.
Jego zastosowania dotycza miedzy innymi takich zagadnien jak: analiza widmowa i fil-
tracja sygnalow, szybkie obliczanie splotu i funkcji korelacji sygnaléw, analiza uktadow
liniowych, kompresja i kodowanie danych, etc. [34, 73, 161].

Wspélczesne zastosowania dyskretnego przeksztatcenia Fouriera siggaja daleko po-
za dyscypliny o charakterze matematyczno-technicznym. Przeksztalcenie to znajduje
zastosowania miedzy innymi w takich dziedzinach nauki jak: medycyna, biologia, kry-
minalistyka i medycyna sadowa, topografia, biometria, czy tez informatyka. Jako probe
prezentacji przyktadowych zastosowan dyskretnego przeksztalcenia Fouriera mozna po-
da¢ nastepujace zagadnienia: opracowanie biologicznego modelu metabolizmu cial ke-
tonowych [33], zwiekszanie wspdtczynnika wykrywalnosci obiektéw w Dopplerowskich
systemach radarowych [17], analiza przebiegu napie¢ w trakcie wyladowan elektrosta-
tycznych tadunkéw gromadzonych na ludzkim ciele [72], zwiekszenie czulodci testéw
w badaniu diagnostycznym stuchu za pomoca metody potencjatéw stuchowych wy-
wotanych [148], konstrukcja kodéw cyklicznych dla zadan kodowania informacji [142],
redukcja poziomu szuméw w ultradzwickowej tomografii dyfrakeyjnej [15], szyfrowa-
nie sygnaléw mowy [36], opracowanie metody diagnozowania stenozy mitralnej oraz
stenozy zastawki trojdzielnej w oparciu o ultrasonografie dopplerowska [59], klasyfika-
cja i rozpoznawanie obiektéw w oparciu o ich ksztalty [65, 138], symulacja i analiza
przepie¢ w uktadach pradu statego [80], rozpoznawanie twarzy [115, 116], obliczanie
parametréw poél elektromagnetycznych o wielu zrédtach [96], rekonstrukcja obrazdw
w systemach radarowych z syntetyczna aperturg [43], analiza aktywnosci mézgu na
podstawie danych elektroencefalograficznych [37], badanie charakterystyk swiattowo-
déw budowanych z wykorzystaniem krysztatu fotonicznego [89], czy tez zagadnienia
projektowania wspoiptaszczyznowych zespoléw anten [61].

Jak juz wspomniano, do numerycznego obliczania przeksztatcenia Fouriera wyko-
rzystuje sie, oprocz dyskretnego przeksztalcenia Fouriera, takze dyskretne przeksztal-
cenia kosinusowe i sinusowe drugiego i czwartego rodzaju'. Przeksztalcenia te sa mate-
matyczng podstawa wielu metod dotyczacych obszaru informatyki. Znajduja szerokie
zastosowania w zadaniach cyfrowego przetwarzania obrazéw i dZzwieku, w filtracji sy-

TDefinicje dyskretnych przeksztalcenn kosinusowych i sinusowych zamieszczono w rozdziale 2 niniej-
szej pracy
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gnaléw, w algorytmach rozpoznawania wzorcéow i ekstrakcji cech, przy rekonstrukcji
obrazéw, a takze w stratnej kompresji danych, etc. [5, 110, 124, 118]. W szczegdlnosci
dyskretne przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju jest przeksztalceniem najcze-
Sciej wykorzystywanym w zadaniach stratnej kompresji sygnaltéow. Jego podstawowsq
zaletg jest dobre dopasowanie funkcji bazowych do sygnaléw niecigglych na okregu
oraz wlasno$¢ koncentracji energii w malej liczbie wspétczynnikéw niskoczestotliwo-
Sciowych dla sygnaléw o wysokiej korelacji. W rzeczywistosci przeksztalcenie to dla
sygnaléw modelowanych jako sygnaly Markowa pierwszego rzedu, przy wspotczynniku
autokorelacji sygnatu bliskiemu jednosci, bedzie zblizaé¢ si¢ asymptotycznie do opty-
malnego w sensie koncentracji energii przeksztalcenia Karhunena-Loévego [118, 124].
Wtasnosé ta jest rownie cenna w zadaniach klasyfikacji i rozpoznawania wzorcow, po-
niewaz pozwala na konstruowanie krotkich wektoréw cech, przy jednoczesnym zapew-
nieniu wysokich trafnosci klasyfikacji. Jako przyklady zastosowan dyskretnego prze-
ksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju mozna podac: stratng kompresje obrazéw
statycznych JPEG [118, 124, 127], stratna kompresje sekwencji obrazéw ruchomych
i dzwieku: MPEG-1, MPEG-2 [118, 124, 128, 129], oraz standardy H.261 [118, 124, 130]
i H.263 [118, 124, 131]; segmentacje obrazéw [58, 102], szeregowanie tekstéw wedtug
kryterium czestoéci wystepowania zadanej frazy [93], kategoryzacja tekstow [97], zada-
nia rozpoznawania twarzy [45, 57, 71, 117], kompensacja wplywu zmiennego o$wietle-
nia w systemach rozpoznawania twarzy [21], wyszukiwanie sekwencji wideo o zblizonej
tresci wizualnej w bibliotekach klipéw multimedialnych [63], wydobywanie sygnatéw
mowy spod wplywu hatadliwego tla otoczenia [20], techniki wykrywania zwolnien tem-
pa bicia serca ptodu [146], a takze rekonstrukecja obrazéw podprébkowanych [1] oraz
klasyfikacja tekstur [68, 123] i wiele innych.

Pozostale przeksztalcenia dyskretne, tj. przeksztatcenie kosinusowe czwartego ro-
dzaju, oraz sinusowe przeksztalcenia rodzaju drugiego i czwartego wykorzystuje sie
miedzy innymi do: kompresji dZzwieku w standardach MP3, AC3 [124, 160] (dyskretne
przeksztatcenie kosinusowe czwartego rodzaju), rozpoznawania glosek [83] (dyskret-
ne przeksztalcenie sinusowe drugiego rodzaju), budowy przeksztalcen zaktadkowych
LOT [75] (dyskretne przeksztalcenie sinusowe czwartego rodzaju), obliczania réwnan
rozniczkowych oraz implementacji filtrow o skonczonej odpowiedzi impulsowe;.

Dla sygnaltu opisanego poprzez zbiér N prébek ztozonosé procesu obliczania prze-
ksztatcenia dyskretnego jest rzedu O(N?) i wynika z koniecznoéci wymnozenia N ele-
mentowego wektora poprzez macierz kwadratowa o N na N elementach. Taka iloé¢
obliczen, nawet pomimo szybkiego rozwoju maszyn cyfrowych, stanowita do potowy
dwudziestego wieku powazna bariere dla praktycznego wykorzystania przeksztalcenia
Fouriera w zadaniach cyfrowej analizy i przetwarzania danych. Cho¢ w literaturze od-
notowuje sie kilka wczedniejszych prac o rownowaznych wynikach dotyczacych redukceji
ztozonosci obliczeniowej dyskretnego przeksztatcenia Fouriera, sg to dla przyktadu pra-
ce takich autoréw jak: C. F. Gauss (r. 1805), C. Runge i H. Konig (r. 1924), G. C.
Danielson i C. Lanczos (r. 1942) [27, 48], to jako date przetomows podaje sie rok 1965,
w ktorym dzigki pracy [28] spopularyzowany zostal szybki algorytm o ztozonosci obli-
czeniowej O(NlogsN). Taka redukeje obliczen osiagnieto dzieki dostrzezeniu pewnych
zwiazkéw symetrii w macierzy opisujacej dyskretne przeksztalcenie Fouriera. Od tamte;j
chwili wielu autoréw podejmowato prace nad dalszym ulepszaniem istniejacych, oraz
poszukiwaniem nowych algorytméw, bardziej efektywnych obliczeniowo!, w tym takze

fSkrétowy przeglad szybkich algorytméw obliczania dyskretnego przeksztalcenia Fouriera zamiesz-
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realizacji sprzetowych, zaréwno analogowych, dla przykltadu: realizacje szybkich algo-
rytméw w oparciu o wzmacniacze operacyjne [41, 108], projekt analogowego procesora
sygnatowego dla szybkiego algorytmu Fouriera budowanego w technice tranzystoréw
z ptywajaca bramka [64], siatka elementéw LC imitujacych optyczne zjawiska dyfrakeji
i refrakeji $wiatta dla obliczania dyskretnego przeksztalcenia Fouriera [2]; jak i cyfro-
wych o réznorodnych architekturach: sekwencyjnych, kaskadowych [12] i réwnolegtych,
miedzy innymi: budowanych w oparciu o procesory sygnatowe DSP [125] oraz z wy-
korzystaniem programowalnych uktadéw logicznych typu FPGA [19, 95, 153], a takze
propozycje algorytméw dla architektur réwnoleglych [29, 31, 79, 85, 140].

Podobnie dyskretne przeksztatcenia kosinusowe i sinusowe drugiego oraz czwartego
rodzaju, ktére zostaly odkryte w polowie lat siedemdziesiatych [5] (kosinusowe dru-
giego rodzaju) oraz w polowie lat osiemdziesiatych ubiegtego stulecia [144] (pozostate
przeksztalcenia), dzigki swej ogromnej popularnosci doczekaty sie do dnia dzisiejszego
licznych implementacji programowych! oraz sprzetowych. Jako przyktady implemen-
tacji sprzetowych mozna podaé realizacje analogowe: w postaci tablicy przetaczanych
kondensatoréw oraz uktadéw catkujacych [139], oraz realizacje cyfrowe: w postaci ukta-
déw VLSI [23, 67, 70, 50], a takze te, przeznaczone dla uktadéw FPGA [78, 84, 92].

Rozwdj nowoczesnych technologii multimedialnych (np. standard HDTV telewizji
o rozdzielczosciach obrazu rzedu 1920 na 1080 pikseli, czy tez wielokanatowe systemy
kodowania dzwigku: Dolby Digital, DTS, etc.), a takze rosnace mozliwosci urzadzen stu-
zacych do akwizycji danych obrazowych i akustycznych, pomimo zwigkszanych mocy
obliczeniowych wspotczesnych komputerow, pociagaja za soba ciagla potrzebe udo-
skonalania istniejgcych oraz poszukiwania nowych efektywnych algorytmoéow obliczania
wspomnianych przeksztatcen trygonometrycznych. Ma to szczegdlne znaczenie w syste-
mach czasu rzeczywistego, np. w systemach automatycznego rozpoznawania otoczenia
w robotyce (w jez. ang. machine vision), czy tez w przemystowej kontroli jakosci (w jez.
ang. automated image analysis) [77].

W niniejszej monografii opisana zostata propozycja jednego z takich udoskonalen.

1.2. Uklad ksigzki

W rozdziale 2 zamieszczono definicje jedno- 1 dwuwymiarowych catkowych przeksztal-
cen Fouriera, oraz kosinusowych i sinusowych przeksztalcen Fouriera. Nastepnie poka-
zano zaleznosci taczace wspomniane przeksztatcenia catkowe z dyskretnymi przeksztat-
ceniami Fouriera oraz przeksztatceniami kosinusowymi i sinusowymi drugiego i czwar-
tego rodzaju. Dodatkowo wymienione zostaly (wraz z dowodami) wybrane wlasnosci
symetrii w grupie rozwazanych przeksztalcen dyskretnych, ktore postuzyly w rozdziale
4 do syntezy szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie.

Rozdzial 3 po$wiecono zagadnieniom numerycznego obliczania catkowych prze-
ksztalcen Fouriera. W rozdziale tym przeksztalcenia dyskretne rozwaza sie jako kwa-
dratury (kubatury w przypadku sygnaléw dwuwymiarowych) catkowania numeryczne-
go. Stad pierwsza czes¢ rozdziatu poswiecono teorii catkowania numerycznego, w tym
zasadom konstruowania kwadratur (kubatur) zlozonych, oraz wyrazeniom oceny ble-
déw przyblizonego obliczania calek. Nastepnie, w drugiej czesci rozdziatu, przedstawio-

czono w rozdziale 4.
+Skrétowy przeglad szybkich algorytméw obliczania dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i si-
nusowych obu rozwazanych rodzajow zamieszczono w rozdziale 4.
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no propozycje algorytmow adaptacyjnych dla rozwazanych dyskretnych przeksztalcen
jedno- i dwuwymiarowych, wraz z proponowanymi heurystycznymi wyrazeniami oceny
btedéw numerycznego obliczania przeksztalcen catkowych, ktére to wyrazenia skon-
struowano w metryce Czebyszewa.

Do budowy szybkich algorytméw adaptacyjnych wymagane sa szybkie algorytmy
z przerzedzeniem w czasie. Stad w rozdziale 4 Czytelnik znajdzie wzory rozktadow ta-
kich algorytméw dla wszystkich rozwazanych przeksztatcen dyskretnych. W przypadku
dyskretnych jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych dru-
giego i czwartego rodzaju, poza wzorami rozktadu, pokazano réwniez sposoby ich wy-
prowadzen na przyktadzie dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego drugiego rodzaju.

W rozdziale 5 zamieszczono propozycje szybkich algorytmow adaptacyjnego ob-
liczania przeksztatcen catkowych. Ponadto przeprowadzono ponowng dyskusje heu-
rystycznych wyrazen oceny bledéw, co wymuszata zmiana schematu doboru prébek
sygnatu dla szybkich algorytméw obliczania dyskretnych przeksztalcen kosinusowych
i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju.

Wyrazenia oceny bledéw numerycznego obliczania calek rozszerzono w rozdziale 6
na inne metryki popularne w praktyce cyfrowego przetwarzania sygnatow, tj. wzgledne
i bezwzgledne metryki btedu sredniokwadratowego oraz stosunku szczytowego sygnatu
do szumu, a takze wzgledng metryke Czebyszewa.

W rozdziale 7 zamieszczono wyniki eksperymentalnej weryfikacji skutecznosci pro-
ponowanych wyrazen oceny btedéw. Badania przeprowadzono z wykorzystaniem kilku
sygnatow modelowych o znanej postaci analitycznej. Badano takze wpltyw dodatko-
wych operacji arytmetycznych zwigzanych z oceng btedu na catkowity czas realizacji
obliczen.

W rozdziale 8 podano przyktad praktycznego zastosowania szybkiego algorytmu
adaptacyjnego dla dyskretnego przeksztalcenia Fouriera w zadaniach klasyfikacji obiek-
tow realizowanej w oparciu o deskryptory fourierowskie, ktore obliczano dla konturéw
obiektow.

W niniejszej monografii zestawiono wyniki badan naukowych prowadzonych w ra-
mach pracy doktorskiej realizowanej w Instytucie Informatyki Politechniki f.6dzkiej
pod kierunkiem Prof. zw. dr. hab. Michata Jacymirskiego. W tym miejscu pragne zto-
zyC serdeczne podziekowania Panu Prof. zw. dr. hab. Michalowi Jacymirskiemu za
nieoceniona pomoc udzielong mi w trakcie realizacji samych badan, jak réwniez przy
przygotowywaniu pracy doktorskiej, a takze za wyrozumialos¢ i motywacje do kry-
tycznego spojrzenia na rozwazang problematyke badawcza. Szczegdlne podzickowania
pragne ztozy¢ Panu Profesorowi za inspiracje do samodzielnego zglebiania zagadnien
naukowych, oraz za wskazanie tego, jak wielce pasjonujacym zadaniem moze by¢ sa-
modzielne rozwiagzywanie problemoéw badawczych.



Definicje i podstawowe wtasnosci przeksztatcen
trygonometrycznych

5 ¢ »a rozdziale “Definicje i podstawowe wlasnosci przeksztalcen trygonometrycz-
~| nych” zamieszczone zostaly definicje par catkowych jedno- i dwuwymiaro-
\ - wych przeksztalcen trygonometrycznych: Fouriera oraz kosinusowego i si-
nusowego przeksztalcenia Fouriera. Krétkiej charakterystyce poddano takze warunki
istnienia oraz wzajemnej jednoznacznosci wspomnianych przeksztalcen. Nastepnie po-
przez wprowadzenie odpowiednich regul dyskretyzacji w dziedzinie czasu oraz w dzie-
dzinie czestotliwos$ci wykazano Scisle zwigzki pomiedzy catkowymi przeksztalceniami
Fouriera, a dyskretnym przeksztatceniem Fouriera oraz dyskretnymi kosinusowymi i si-
nusowymi przeksztatceniami drugiego i czwartego rodzaju. Zwiazki te stanowi¢ beda
punkt wyjscia do rozwazan o przyblizonym, numerycznym obliczaniu catkowych prze-
ksztalcen trygonometrycznych, ktore to zagadnienia doktadnie oméwiono w trzecim
rozdziale niniejszej monografii.

Stad kolejno w sekcjach 2.1 - 2.3 zamieszczono definicje par jednowymiarowych
przeksztalcen trygonometrycznych Fouriera w postaci catkowej, a nastepnie poprzez
wprowadzenie odpowiednich regut dyskretyzacji otrzymano szukane zaleznosci tacza-
ce ze sobg przeksztalcenia catkowe z przeksztatceniami dyskretnymi. Z kolei w sekcji
2.4 podano wraz z wyprowadzeniami podstawowe wtasnosci symetrii dla dyskretnych
przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju. Wtasnosci
te postuza w rozdziale 4 do syntezy szybkich algorytmoéw obliczania wspomnianych
dyskretnych przeksztatcen trygonometrycznych.

Ostatnia cze$é niniejszego rozdziatu (patrz sekcja 2.5) poswiecono przypadkowi
dwuwymiarowych przeksztatcen Fouriera. Podobnie do przypadku jednowymiarowego
zamieszczono tutaj definicje par dwuwymiarowych przeksztalcen Fouriera oraz kosinu-
sowego 1 sinusowego przeksztatcenia Fouriera w postaci catkowej, a nastepnie podano
odpowiednie zwiazki wystepujace pomiedzy dwuwymiarowymi przeksztatceniami cal-
kowymi i dyskretnymi, wraz z regutami dyskretyzacji potrzebnymi do ich wykazania.
Na koncu rozdzialu zamieszczono podstawowe wlasnosci symetrii rozwazanych dwu-
wymiarowych przeksztatcen dyskretnych, ktore to wlasnosci w rozdziale 4 wymagane
beda do syntezy szybkich algorytméw obliczania dwuwymiarowego dyskretnego prze-
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ksztalcenia Fouriera oraz dwuwymiarowych dyskretnych przeksztatcenn kosinusowych
i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju.

2.1. Przeksztalcenie Fouriera

Niech z(t) oznacza funkcje zmiennej rzeczywistej ¢, ktéra moze przyjmowaé wartosci
rzeczywiste 1 rézne od zera jedynie na pewnym przedziale [0,7] dla T € R. Wowczas
proste przeksztalcenie Fouriera funkeji x(t) definiuje nastepujaca catka (patrz [9, 14,
42, 94, 133, 136]), rozumiana w sensie Riemanna, postaci

X(w) = F{a(®)} 2 /O " e )etdt, (2.1)

gdzie parametr w € R jest pulsacja, wyrazenie e~** zgodnie ze wzorem Eulera defi-

niujemy jako e~ 2 cos(wt) — isin(wt), natomiast i = v/—1 to jednostka urojona.
W wyniku tak zdefiniowanego przeksztalcenia funkeji x(t) zostaje przyporzadkowana
zespolona funkcja X (w) zmiennej rzeczywistej w, zwana calkq Fouriera, transformatq
Fouriera lub widmem Fouriera funkeji z(¢). O ile transformowana funkcja przyjmuje
wartosci niezerowe jedynie na pewnym zadanym przedziale [0, T], to warunkiem wystar-
czajacym istnienia calki (2.1) jest ograniczono$é tej funkeji, oraz posiadanie przez nia
co najwyzej przeliczalnej liczby punktéw nieciagtosci (patrz [133]). Czesto cytowanym
w literaturze warunkiem dostatecznym istnienia catki Fouriera jest réwniez fizyczna
realizowalno$é transformowanej funkeji x(t) (patrz [14]), o ktérej méwimy wowczas,
gdy funkcja reprezentuje pewne wielkosci fizyczne.

Fundamentalnym twierdzeniem analizy fourierowskiej jest twierdzenie o odwrotnym
przeksztalceniu Fouriera (patrz [9, 14, 42, 94, 133, 136]), zgodnie z ktérym funkcje x(t)
mozna wyrazi¢ w postaci nastepujacej calki z jej transformaty X (w)

-1 a 1 g it
z(t) = F {X(w)}ég/_m)((w)e dw (2.2)

dla t € [0,7T]. Rownosé w powyzszym wyrazeniu zachodzi jedynie w punktach, w kté-
rych funkeja z(t) jest ciagta. W punktach nieciagltosci wyrazenie (2.2) jest prawdziwe
tylko wtedy, gdy zalozymy, ze funkcja z(t) przyjmuje w nich nastepujace wartosci

o) = S 2 (2.3)
2

gdzie z(¢t7) i 2(t") to odpowiednio granica lewostronna i prawostronna funkcji x(t)

w punkcie ¢ € [0,7]. Wyrazenia (2.1) i (2.2) stanowia wéwczas tzw. pare transformat

Fouriera w postaci catkowej.

Wyprowadzenia wielu zaleznosci prezentowanych w tym oraz w kolejnych rozdzia-
tach niniejszej monografii oparte beda o podstawowe wlasnosci oraz twierdzenia doty-
czace teorii przeksztalcenia Fouriera, ktérych dokladne studium znaleZé mozna m. in.
w nastepujacej literaturze ([9, 14, 42, 94, 136]). Stad w dalszej czesci monografii, wsze-
dzie tam, gdzie w sposob bezposredni korzystano z pewnych wtasnosci oraz twierdzen
z zakresu analizy fourierowskiej, zamieszczone zostaly jedynie odpowiednie objasnienia
oraz odnosniki do wlasciwej literatury tematu.
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2.2. Kosinusowe i sinusowe przeksztalcenie Fouriera

Arbitralnie wybrana funkcje x(¢), okreslona na przedziale [T, T, mozna przedstawié
w postaci sumy x(t) = x.(t) + 2,(t) jej sktadowych: parzystej z.(t) i nieparzystej x,(t)
(patrz [94]), definiowanych odpowiednio jako

ze(t) = (2(t) + =(=1))/2,
o(t) = (x(t) — 2(=1))/2.

W chwili, gdy funkcja x(t) jest przyczynowq funkcjg czasu, tzn. jest tozsamosciowo
réwna zeru dla t < 0, to prawdziwa jest nastepujaca zaleznos$¢ xz(t) = 2x.(t) = 2x,(t)
(patrz [94]). W rozwazanym przypadku zakladamy dodatkowo skoriczony czas obser-
wacji funkeji, tzn. przyjmujemy, ze funkcja x(t) moze osiaga¢ wartosci r6zne od zera
wylacznie dla ¢ € [0, T]. Wéwezas funkcje z(t) mozna przedstawié¢ w kategoriach trans-
format Fouriera jej sktadowej parzystej X°¢(w) i nieparzystej X°(w) jako [94]

2 +o00 ) +o00 )
x(t) = ~/ X¢(w)cos(wt)dw = — X(w)sin(wt)dw
7 Jo 7 Jo
dla t € [0,T], gdzie
T , T
X¢(w) = / z(t)e ™ dt = / x(t)cos(wt)dt,
= 0

T ) T
X(w) = / z,(t)e “dt = —i/ x(t)sin(wt)dt.
oy 0
Wprowadzmy dodatkowo oznaczenia X¢(w) = X¢(w) oraz X°(w) = X°(w). Zgodnie
7 powyzszymi wyrazeniami otrzymujemy nastepujace dwie pary przeksztalcen Fouriera
w postaci catkowej nazywane odpowiednio prostym i odwrotnym kosinusowym prze-
ksztatceniem Fouriera (patrz [14, 94])

XC(w) = Fo {a(t)} 2 /()Tx(t)cos(wt)dt, (2.4a)

a 2 *

™ Jo

o(t) = Fg' {Xc(w)} X€(w)cos(wt)dw (2.4Db)
dla t € [0,T] oraz prostym i odwrotnym sinusowym przeksztalceniem Fouriera (patrz
[14, 94]), definiowanymi jako

X5(w) = Fs {a(t)} 2 /()Tx(t)sin(wt)dt, (2.5)

A 2 400

™ Jo

@) = Fg' {Xs(w)} X5 (w)sin(wt)dw (2.5b)
dla t € [0,T). Zatem definiowane zgodnie z powyzszymi zalezno$ciami catkowe kosinu-
sowe i sinusowe przeksztalcenia Fouriera stanowig szczegoblne przypadki przeksztatcenia
Fouriera w postaci catkowej, okreslonego dla przyczynowej funkcji czasu z(t). Stad dla
par kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera obowigzywaé¢ beda analogiczne
warunki dotyczace ich istnienia oraz wzajemnej jednoznacznosci (patrz wzor 2.3), jak
w przypadku par catkowych przeksztatcenn Fouriera definiowanych jako (2.1) i (2.2).
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2.3. Zwiazki pomiedzy catkowymi i dyskretnymi przeksztalce-
niami Fouriera

Wspétczesnie wiele problemow z zakresu analizy oraz przetwarzania danych realizuje sie
na cyfrowych procesorach sygnalowych oraz na komputerach w oparciu o przyblizone
obliczenia numeryczne. Zatem praktyczne wykorzystanie maszyn cyfrowych wymaga
konwersji sygnatu z postaci ciaglej do postaci dyskretnego zbioru prébek. Jednakze
posiadanie niepelnej informacji o sygnale z(t), tzn. informacji zawartej w arbitralnie
wybranym zbiorze probek, w przypadku ogblnym pozwala jedynie na przyblizone ob-
liczenie widma Fouriera sygnatu x(t).

W praktyce cyfrowego przetwarzania danych do obliczania widma fourierowskie-
go wykorzystuje sie dyskretne przeksztalcenia trygonometryczne, miedzy innymi dys-
kretne przeksztalcenie Fouriera oraz dyskretne kosinusowe i sinusowe przeksztatcenia
drugiego i czwartego rodzaju. Poniewaz na tresé niniejszej monografii sktadaja sie nu-
meryczne metody obliczania przeksztatcen Fouriera, to dla dalszych rozwazan kluczowe
znaczenie beda mie¢ zwigzki wystepujace pomiedzy przeksztalceniami Fouriera w po-
staci catkowej, a dyskretnymi przeksztalceniami trygonometrycznymi. W niniejszej sek-
¢ji doktadnie rozpatrzono wspomniane zwigzki.

W tym celu zaktadamy, ze dana jest funkcja z(t) zmiennej rzeczywistej ¢, przyj-
mujaca wartosci réozne od zera jedynie na przedziale [0, 7], dla ktérej istnieje catkowe
przeksztatcenie Fouriera postaci (2.1). Poniewaz w $wietle przyjetych zalozen funkcja
x(t) jest tozsamosciowo réwna zeru dla parametru ¢ przyjmujacego wartosci ¢ < 0 oraz
t > T, to zgodnie z twierdzeniem o prébkowaniu’ oraz z zasada dualizmu czasowo-
czestotliwodciowego przeksztatcenia Fouriera (patrz [9, 14, 42, 94, 136]), widmo X (w)
sygnalu z(t), liczone wedtug wzoru (2.1), mozna jednoznacznie odtworzy¢ na podsta-
wie dyskretnego zbioru jego probek réwnoodlegtych o krok dyskretyzacji Aw = 27 /T.
Przyjmijmy zatem nastepujaca regute dyskretyzacji w dziedzinie czestotliwosci

wr = kEAw

dla k =0,£1,42, ..., +00. Mozna wykazaé, ze po uwzglednieniu dyskretyzacji w dzie-
dzinie czestotliwosci, opisanej powyzsza reguta, para przeksztalcen Fouriera (2.1) i (2.2)
przyjmie posta¢ nastepujacych wyrazen

X(kAw) = /OT x(t)e~*Avt gt (2.6a)

dla k =0,+1,£2, ..., +00, oraz

1

7 3 X(kAw)e*awt (2.6b)

k=—o0

x(t) =

dlat e [0,T].

W praktyce cyfrowego przetwarzania danych transformowana funkcja z(t) musi
by¢ reprezentowana poprzez skonczony zbiér dyskretnych prébek, ktore pobierane sg
w pewnych odstepach czasu. W tym celu zaktadamy, ze na przedzial [0, T] przypada

T Twierdzenie o prébkowaniu.
Jezeli widmo sygnalu z(¢) jest réwne zeru powyzej pewnej pulsacji wmaqz, tzn. zachodzi X (w) = 0 dla
|w| > Winaa, to sygnal x(t) jest jednoznacznie okreslony przez zbiér wartosci z(n———), gdzie n € Z.

Wmaz




2.3. Zwiazki pomiedzy catkowymi i dyskretnymi przeksztalceniami Fouriera 17

N prébek, gdzie N jest liczba naturalng i rézng od zera. Przyjmujemy ponadto, ze
probki sygnatu z(t) pobierane sa w punktach stanowiacych poczatki podprzedziatéw
[nAt, (n + 1)At] o jednakowych dtugosciach réwnych At = T/N, przy czym parametr
n=0,1,..., N—1. Zalozona dyskretyzacje w czasie mozna wowczas opisa¢ przy pomocy
nastepujacej reguly

t, = nAt

dlan =0,1,..., N—1. Sposéb doboru probek realizowany wedlug powyzszego schematu
zostal zobrazowany na rysunku 2.1. W rezultacie otrzymujemy dla sygnatu wejsciowego

Akx(t)

-+ -——————-—=
4 - ——————
4 —————
>
B e
<Y

Rysunek 2.1: Operacja probkowania w dziedzinie czasu z doborem probek z poczatkéw
przedzialéw o dlugosciach At = T'/N dla przypadku N = 8 prébek

x(t) skoficzony zbiér {z(nAt) : n=0,1,..., N — 1} jego dyskretnych préobek.

W przypadku ogdlnym operacja probkowania sygnalu w czasie powoduje btad ob-
liczenia widma X (w). Blad ten, zgodnie z tw. o prébkowaniu, wynika bezposrednio
z faktu, iz widmo X, (w) sygnatu sprébkowanego jest powielonym z catkowitymi wie-
lokrotnosciami 27/At = NAw (co odpowiada czestotliwosci probkowania f, = 1/At)
widmem X (w), otrzymanym dla sygnatu z(¢). W chwili, gdy widmo X (w) jest ogra-
niczone, tzn. istnieje taka warto$é pulsacji wme € R, ze X(w) = 0 dla |w| > winae
i ponadto 2wy, < NAw, to mozliwe jest doktadne odtworzenie sygnatu z(t) na pod-
stawie zbioru probek {z(nAt)}. W przeciwnym wypadku mamy do czynienia ze zjawi-
skiem aliasingu (patrz [25]), tj. z sytuacja, gdy powielone widma zachodza na siebie.
Zjawisko aliasingu pozwala na odtworzenie sygnatu z(t) z pewnym bledem zaleznym
od czestotliwosci probkowania. Stad w przypadku ogélnym prawdziwa jest jedynie za-
leznosé X (wy) ~ X,(wy). Ponadto widmo sygnatu sprobkowanego jest funkcja okre-
sowg o okresie réwnym NAw, a zatem zachodzi réwniez nastepujaca réwnosé postaci
Xp(witiv) = Xp(wy) dla dowolnego | € Z.

Po uwzglednieniu operacji probkowania sygnalu w dziedzinie czasu we wzorach
(2.6a) i (2.6b), a takze majac na wzgledzie okresowosé widma sprobkowanego sygnatu,
para przeksztatcen Fouriera przyjmuje teraz posta¢ wyrazen

N-1 ) T N-1 o
Xp(kAw) = Aty z(nAt)e FAonal = ~ > z(nAt)e v (2.7a)
n=0

n=0
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dlak=0,1,...,N — 1, oraz
1 N-1 1 N-1
z(nAt) = Z Xp(kAw)ekawnat — Z X, (kAw)e' (2.7b)

dlan=20,1,.... N—1. W tym mle]scu nalezy zwréci¢ dodatkowo uwage na pewna istot-
ng wlasnosé symetru funkCJl e lN’“E a mianowicie na wlasnos¢, ktéra mozna zapisaé
w postaci e” i (N=k)n Fhn = o=t (=k)n Stad wynika natychmiast, iz

X, (w_k) Xp(—kAw) = X,(N — k)Aw) = X, (wn—k) (2.7¢)
dlak=0,1,..,%.

Zgodnie z pracami [4, 25, 73] dyskretne N-punktowe proste (DFT) i odwrotne
(IDFT) przeksztatcenia Fouriera definiowane sa jako

1 A=l o
Xy(k) = DFTy {z(n)} £ 5 2 wln)e T (2.84)
n=0
dla k=0,1,....,. N — 1, oraz
& N-1 .
z(n) = IDFTy {Xn(k)} = Y X(k)e'vhn (2.8b)
k=0

dlan =0,1,..., N — 1. Poréwnujac odpowiednio wyrazenia (2.7a) i (2.7b) ze wzorami
(2.8a) 1 (2. 8b) oraz majac na uwadze zalezno$¢ postaci (2.7c), zauwazymy, iz proste N-
punktowe przeksztatcenie Fouriera (z doktadnoscia do statej T') pozwala na obliczenie
wartosci widma sygnalu sprobkowanego w punktach wy = kAw dla k = 0,41, ..., :l:%7
operujac na skoniczonym zbiorze jego probek {x(nAt) :n=0,1,...,N — 1}, ktére po-
zyskano z krokiem At = T/N. Natomiast dyskretne N-punktowe odwrotne prze-
ksztatcenie Fouriera (z dokladnoscig do stalej 1/T) umozliwia odtworzenie sygnatu
w punktach dyskretyzacji ¢, = nAt dla parametru n = 0,1,..., N — 1, na podstawie
skonczonego zbioru dyskretnych wartosci widma X, (wy) sygnatu sprébkowanego, gdzie
=041, 005 :l:%. Mozna zatem zapisaé, iz X,(wy) = TXn (k) dla k =0, +1, ..., :l:%.

Ponizej zamieszczono wraz z dowodem istotna wlasnosé symetrii widma ampli-
tudowego dyskretnego przeksztalcenia Fouriera, ktéra jest prawdziwa dla sygnalow
wejsciowych przyjmujacych wylacznie wartosci rzeczywiste.

Wiasno$é 2.3.1 (Wiasnosé symetrii widma amplitudowego DFT dla sygnaléw o war-
tosciach rzeczywistych)

Dla dyskretnego N -punktowego przeksztalcenia Fouriera, ktore operuje na dyskretnym
zbiorze probek {x(n)}, gdzie x(n) € R dlan=0,1,... N 1, prawdziwa jest nastepu-
Jaca réwnosé || Xn (k)| = | Xn(N = k)| dla k=0,1, ...
modul liczby zespolonej.

5. gdzie przez | - || rozumiemy

Dowdéd. Powyzsza wlasnosé dowodzi sie w sposéb nastepujacy. Zapiszmy

N-1

= ij: : n)cos (%Im) - z% Z;) x(n)sin (%Im)
dlak’f(),l,..., , oraz
N- 1N o
Xn(N —k) Z n)cos (Nkn) N > x(n)sin (WIWL)

n=( n=0
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dla k = 0,1,..., 5. Wéwczas na mocy definicji modutu liczby zespolonej (patrz [73])
otrzymujemy natychmiast dowodzong réwnosé postaci || Xy (k)| = [|Xn(N — k)| dla

parametru k = 0,1, ..., % '8

Jak juz wspomniano, w przypadku ogélnym dyskretyzacja w czasie powoduje btad
obliczenia widma sygnaltu z(t) w punktach wy dla k = 0,+1, ..., :I:%, ktory wynika ze
zjawiska aliasingu. Zgodnie z praca [136] modut wartosci tego btedu mozna wyznaczyé
na podstawie nastepujace]j zaleznosci

(k) 2 || X (wp) = TXn(k Z X (wr + 71)
10
dla k= 0,1,..., N — 1. Korzystajac z twierdzenia o zwartosci widmat (patrz [9, 14, 42,
94, 136]) mozna wykazaé, ze warto$é tego bledu zalezy wprost proporcjonalnie od kroku
dyskretyzacji At. W przypadku ciaglej funkeji z(t) oraz ciagltych m—1 jej pochodnych,
wartos$¢ bledu e(k) mozna oszacowaé wedlug zaleznosci

By —L <@g (f 2q) ’
lffoc ‘wk 4 271'[‘ =1 (27TTZ)m+

gdzie ¢ € R oraz ¢ > 0. Tym samym dobierajac odpowiednio maty krok At (tzn.
odpowiednio duzg wartosé czestotliwosci prébkowania f, = 1/At) mozemy zmniejszy¢
wartosé bledu do poziomu akceptowalnego przy realizacji danego zadania. Zmniejszenie
kroku dyskretyzacji automatycznie wiaze si¢ ze wzrostem liczby prébek N, co powoduje
wzrost liczby operacji arytmetycznych potrzebnych do obliczenia widma zgodnie ze
wzorami (2.8a) oraz (2.8b). Stad dobdr odpowiedniej wartosci kroku At jest jednym
z kluczowych problemoéw cyfrowego przetwarzania danych.

Dotychczas pokazano, iz dyskretne N-punktowe przeksztalcenie Fouriera, operu-
jac na dyskretnym zbiorze probek sygnalu pozyskanych z krokiem dyskretyzacji At
w punktach ¢, = nAt dlan = 0,1,..., N — 1, pozwala na przyblizone obliczenie wid-
ma sygnatu z(t) dla pulsacji wg, tzn. zachodzi wéwcezas zwiazek X (wi) = TXn(k) dla
parametru k£ = 0, £1, ..., :l:%.

W podobny sposéb mozna wskaza¢ zwiazki pomiedzy catkowym kosinusowym (2.4a)
oraz calkowym sinusowym (2.5a) przeksztalceniem Fouriera, a dyskretnymi N - punk-
towymi przeksztatceniami kosinusowymi i sinusowymi drugiego oraz czwartego rodzaju.
W tym celu nalezy wprowadzi¢ odpowiednio dobrang dyskretyzacje w dziedzinie czasu
oraz w dziedzinie czestotliwoéci. W obecnym przypadku przyjmujemy odmienna re-
gule dyskretyzacji sygnatu z(t) w czasie, polegajaca na doborze probek w $rodkach
podprzedziatéw [nAt, (n + 1)At] dtugosci At = T/N. Regule te¢ mozna zapisaé jako

1
S)At
5)

“B - g.e.d. (fac. Quod erat demonstrandum) ”co bylo do udowodnienia”, oznacza koniec dowodu.
FTwierdzenie o zwartoéci widma.

Jezeli funkcja x(t) 1 jej n — 1 pochodnych jest cigglych, to widmo takiej funkcji zanika przynajmniej
—(n+1)
|

t = (n+

tak szybko jak |w , CO oznacza, ze

‘ llim |w]™ X (w) = 0.
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dlan =0,1,..., N — 1. Sposéb doboru prébek sygnatu z(t) realizowany zgodnie z po-
wyzszg reguta przedstawiono na rysunku 2.2.

Ax(t)

Rysunek 2.2: Probkowanie w czasie z doborem préobek w érodkach przedziatow dys-
kretyzacji o dtugosciach At = T/N dla przypadku N = 8 probek

Nastepnie w zaleznosci od typu przeksztalcenia dyskretnego wprowadzamy odpo-
wiednio zdefiniowang dyskretyzacje w dziedzinie czestotliwosci. Dla przeksztalcenia
kosinusowego i sinusowego drugiego rodzaju reguta ta przyjmuje postac

wil = kAW,

gdzie Aw' = 27 /2T = 7/T, natomiast dla przypadku przeksztalcen czwartego rodzaju,
dyskretyzacje w czestotliwosci definiujemy jako

1)Au/

V:(/ch2

Po uwzglednieniu przedstawionych regut dyskretyzacji w czasie i czestotliwosci we wzo-
rach (2.4a) oraz (2.5a) otrzymujemy wyrazenia pozwalajace na przyblizone obliczenie
widm X¢(w) oraz X*(w) w punktach okreslonych regutami dyskretyzacji w dziedzinie
czestotliwodai 1 liczonych na bazie dyskretnych zbioréw préobek sygnatu x(t).

Dla regut ¢/, = (n+3)At i w}’ = kAw' oraz catkowego przeksztalcenia kosinusowego
Fouriera (2.4a) otrzymujemy wéwczas

XOkAu) = ALY 2((n+ )At)cos(kAw (n+ )At)
" (2.9)
7L 1
N ((n+ = At)cos(Nk(n+ 2))

dla £k =0,1,..., N — 1, gdzie XPC(k:Aw’) oznacza widmo obliczone na podstawie dys-
kretnego zbioru probek {x((n + %)At) :n=20,1,...., N — 1}. Oczywiscie przez wzglad
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na zjawisko aliasingu wynikajace z dyskretyzacji w dziedzinie czasu, w przypadku ogél-
nym zachodzi nastepujacy zwiazek X (kAw') ~ ch(kAw’) dlak=0,1,..., N — 1.

Zgodnie z praca [4] dyskretne N-punktowe przeksztalcenie kosinusowe drugiego
rodzaju (DCT-II) definiuje sie jako

CII (. A pkN ! 7r 1
X5 (k)= DCTIIy {z(n :Nn:ox )eos( N k(n + 5)), (2.10)
gdzie k =0,1,..., N — 1 oraz
2dla k=0,
P =
1dla k #£0.

Poréwnujac wyrazenia (2.9) oraz (2.10) zauwazymy, iz dyskretne N-punktowe prze-
ksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju (z dokladnoscia do stalej T'/py) umozliwia
przyblizone obliczanie widma X (w) w punktach w!! = kAw’, operujac na dyskret-
nym zbiorze probek {w((n + AL i =10,1, e NV — 1}. Mozna zatem zapisaé, iz dla
tych przeksztalceni zachodzi zwiazek postaci X (kAW') ~ T/pp X' (k) dla nastepuja-
cych wartosci parametru k£ =0,1,...,. N — 1.

7 kolei przyjmujqc jako reguly dyskretyzacji w obu dziedzinach nastepujgce wy-
razenia ¢, = (n + 3)At oraz wf¥ = (k+ 1)Aw’ i podstawiajac je do wzoru (2.4a)
definiujacego calkowe przeksztaleenle kosmusowe Fouriera, tzn.

N-1
XJ((k+ 2 )Aw) = Atzo z((n + )At)co&((k+ )Aw (n+ = )At)
(2.11)
T ) 1 1
= Ng At)cos( (k+§)(n+§)),

otrzymujemy wyrazenie pozwalajace na przyblizone obliczenie widma catkowego kosi-
nusowego przeksztatcenia Fouriera w punktach wf’ = (k + )Aw liczonego na pod-
stawie probek {I((n + %)At) n=0,1,...N — 1}. Oczywiscie w przypadku ogdlnym
moéw zachodzi zwigzek X€((k+ 3)Aw’) =~ X((k+ 3)Aw'). Wyrazenie to z doktadno-
Scig do stalej T' stanowi dyskretne N-punktowe przeksztalcenie kosinusowe czwartego
rodzaju (DCT-1V), definiowane zgodnie z praca [4] jako

1

Do) @1)

k
(k + 5

XSV (k) = DCTIVy {z(n)} & = NZ n)cos(—(k + =)(n +

N

dlak =0,1,..., N—1. Zatem dyskretne N-punktowe przeksztalcenie kosinusowe czwar-
tego rodzaju pozwala na przyblizone obliczenie widma catkowego przeksztaltcenia ko-
sinusowego w punktach wi', tzn. X€((k+ 3)Aw’) = TX{V (k) dla k =0,1,..., N — 1.

Stosujac zblizony do przedstawionego powyzej tok rozumowania mozna wskazaé
analogiczne zwiazki postaci

X5((k+ DAY ~ L XS (k)
Pk
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oraz
Xo (k4= )Aw) TXHV (k)

dla £k = 0,1,..., N — 1 pomiedzy calkowym przeksztalceniem sinusowym okre$lonym
wzorem (2.5a), a dyskretnymi N-punktowymi przeksztalceniami sinusowymi drugiego
(DST-II) i czwartego (DST-IV) rodzaju, definiowanymi wedtug [4] odpowiednio jako

N-1 1
XSH (k) = DSTIIy {x(n)} 2 25 5™ a(n)sin( = (k +1)(n + =) (2.13)
N n=0 N 2
dla k=0,1,....,. N — 1, oraz
SIV (L. g 1 1 1
Xy (k)= DSTIVy{z(n)} = Z n)sin( N (k+ 2)(n+ 5)) (2.14)

dlak=0,1,...,N — 1.

Tym samym pokazano, iz dyskretne N-punktowe przeksztatcenia kosinusowe i sinu-
sowe drugiego i czwartego rodzaju umozliwiaja przyblizone obliczanie widm catkowych
przeksztalcen kosinusowych i sinusowych Fouriera w punktach Wynikajqcych z odpo-
wiednich regul dyskretyzacji, tj. wf’ = kAw' lub wf¥ = (k + $)Aw’ dla parametru
k=0,1,...., N — 1. Przy czym przeksztalcenia te operuja na dyskretnym zbiorze pro-
bek transformowanego sygnaltu z(t) postaci {x((n + A :in=0,1,..,N - 1}.

Odtworzenie sygnatu z(t) w punktach ¢, = (n+3)At, na podstawie zbioréw wspol-
czynnikow przeksztatcen: DCT-II, DCT-IV oraz DST-II i DST-IV, jest mozliwe przy
uzyciu dyskretnych przeksztatcen odwrotnych, ktére w zaleznosci od typu przeksztal-
cenia prostego definiuje si¢ jako [4]

N-1 -
wln) = IDCTIIx {X§(1)} & 52 X (eos (F(n+ )

dla przeksztalcenia DCT-II,

x(n):]DCTIVN{XJSIV } ZXCIV )cos (N(n+ )(kJr;))

dla przeksztatcenia DCT-IV,
SII(f; SII(f; il 1
z(n) = IDSTIIy { X3 (k)} £ Z XM (K)sin (5 (n+ 5)(k+1)
dla przeksztatcenia DST-II, oraz

z(n) = IDSTIVy { X3V (k)} 2 Z X3V (k)sin (1(n + 1)(k + 1))
N 2 2
dla przeksztatcenia DST-1V, gdzie n =0,1,..., N — 1.

W dalszej czesci ksiazki dla uproszczenia zapisu przyjmowane bedzie nastepujace
zalozenie T = 1. Na mocy tw. o zmianie skali w dziedzinie czasu [14, 136] mozna kazdy
przedzial [0, T| sprowadzi¢ do przypadku [0, 1]. Zatem powyzsze zalozenie nie powoduje
utraty ogélnosci rozwazan. Ponadto widmo sygnatu X, (k) (XS (k), X (k)) czesto utoz-
samiane bedzie z Xy (k) (X' (k) lub XGTV (k), XH (k) lub X3V (k)), a probki sygna-
tu x(t) pobierane w punktach ¢, (¢,), oznaczane bedg jako z(n). Wskazane zatozenia
wplywaé beda na uproszczenie zapisu i zalezeé¢ od rozpatrywanego przeksztatcenia.
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2.4. Zwiagzki symetrii dla dyskretnych przeksztalcen kosinuso-
wych i sinusowych

W czwartym rozdziale monografii podczas syntezy szybkich algorytmow obliczania dys-
kretnych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju
wykorzystane zostana wlasnosci symetrii w grupie rozpatrywanych przeksztatcen, defi-
niowane wzgledem pewnych punktow w dziedzinie czestotliwosci. Stad w biezacej sekcji
zestawiono wspomniane wtasnosci wraz z ich dowodami.

Wiasno$é 2.4.1 (Zwigzek pomiedzy przeksztalceniami DST-II a DCT-II)

Dla dyskretnego N -punktowego przeksztalcenia sinusowego drugiego rodzaju w postaci
X3 (k) = DSTIIn{z(n)}, operujgcego na dyskretnym zbiorze {x(n)}, prawdziwa jest
nastepujaca réwnosé Xy !(N — k —1) = DCTIIN{(-1)"z(n)} dla k =0,1,...,N — 1.

s

Dowdéd. Powyzsza wlasnosé dowodzi sie w sposdb nastepujacy

XSU(N —k—1) @<Z_1x(n)sm(%(zv k—1+1)(n+ )

N n=0

S
Il

l\DM—

)

o (VL ) 1 T
= N(ﬂZ:Ox(n),sm(ﬂ(n+2) N

B o ™ 1
= 5 (nzo(—l)”a:(n)cos(ﬁk(n + 5)))
dla k=0,1,..., N — 1. Z prawej strony otrzymanej zaleznosci widnieje dyskretne prze-
ksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju, ktore operuje na ciagu prébek x(n) przeska-
lowanych przez czynnik (—1)". g

Wiasno$é 2.4.2 (Symetria przeksztalcenia DCT-II wzgledem punktu k = 2N )

Jezeli mamy dane dyskretne N-punktowe przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju
XGH(k) = DCTIIN{z(n)}, operujgce na zbiorze {x(n)}, to dla k = 0,1,...,N — 1
zachodzi réwnosé X (2N — k) = —XGH (k).

Dowdéd. Dowdd powyzszej whasnoscei przyjmuje nastepujaca postaé

XS (2N — k) pﬁk (Z a:(n)cos(%@N —k)(n+ %») =

n=0

N-—1 s
- % (Z x(n)cos(2m(n + %) — Nk(n + ;))) =

Dk <Nz_:1 1

= —= x(n)cos( k(n 4+ )))
N n=0 N 2

dlak =0,1,..., N—1. Po prawej stronie powyzszego wyrazenia otrzymujemy dyskretne

przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju dla ciagu x(n), ktére brane jest ze znakiem

minus.
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2.5. Przypadek przeksztalcen dwuwymiarowych

W praktyce cyfrowego przetwarzania danych, obok sygnatéw jednowymiarowych, row-
nie czesto przeksztalceniom podlegaja sygnaly dwuwymiarowe, tzn. sygnaty okrelone
na plaszczyznie. Jako przykltady sygnatéw dwuwymiarowych postuzyé moga sekwencje
sygnatéw jednowymiarowych obserwowanych w pewnych przedzialach czasu, a tak-
ze obrazy cyfrowe, w tym obrazy swiata naturalnego rejestrowane w zakresie widma
Swiatta widzialnego oraz w bliskiej i dalekiej podczerwieni, obrazy medyczne, obra-
zy generowane w sposob sztuczny, etc. Sygnaly takie opisuje sie matematycznie jako
funkcje dwéch zmiennych.

Niech zatem xz(t,s) oznacza funkcje dwéch zmiennych ¢, s € R, ktéra przyjmuje
wartosci rézne od zera jedynie na przedziale [0,T3] x [0,T5] dla pewnych Ti,T €
R. Wéwezas zgodnie z praca [14] dwuwymiarowe przeksztatcenie Fouriera w postaci
catkowej definiujemy jako

X0 (0, Q) = Fop {a(t, )} 2 / / e~ UwtH D) gy g (2.15)

gdzie parametry w,{) € R oznaczaja pulsacje. Natomiast odwrotne dwuwymiarowe
przeksztalcenie Fouriera przyjmuje postaé wyrazenia [14]

1 o0 oo )
z(t,s) = Fyt {X(w,Q)} & R/_oo /_mX(w,Q)eWHQs)dwdQ. (2.16)

Zakltadajac podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, ze funkcja x(t, s) jest pray-
czynowa funkcja czasu, tzn. jest tozsamosciowo réwna zeru na plaszezyZnie {(t,s)}
dlat < 0 lub s < 0, mozemy podaé pary dwuwymiarowych transformat: kosinuso-
wej 1 sinusowej Fouriera w postaci catkowej. W rozwazanym przypadku przyjma one
odpowiednio postaci calek

X (0w, Q) = Feop {z(t, s }—/ / x(t, s)cos(wt)cos(§2s)dtds, (2.17a)

z(t,8) = Foap {XCQD / / XDy, Q) cos(wt)cos(Qs)dwd (2.17b)
dla dwuwymiarowego kosinusowego przeksztalcenia Fouriera oraz

X52P(w,Q) = Foop {a(t,5)} = /T1 /T2 (t, s)sin(wt)sin(Q2s)dtds, (2.18a)

wlt,8) = Fais {XSQD / / X522 (1w, Q)sin(wt)sin(Qs)dwd  (2.18b)

w przypadku dwuwymiarowego sinusowego przeksztalcenia Fouriera.

Nastepnie dla wykazania zwiazkéw pomiedzy wymienionymi catkowymi przeksztal-
ceniami trygonometrycznymi, a dwuwymiarowym dyskretnym przeksztatceniem Fo-
uriera, oraz dwuwymiarowymi dyskretnymi przeksztalceniami kosinusowymi i sinuso-
wymi drugiego i czwartego rodzaju, postepuje sie w sposéb analogiczny do przypadku
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jednowymiarowego, tzn. nalezy wprowadzi¢ do wzoréw (2.15) - (2.18b) odpowiednio
dobrane dyskretyzacje w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci.

Niech zatem na przedzial [0, T3] x [0, T], na ktérym funkcja z(t, s) moze przyjmo-
waé warto$ci niezerowe, przypada N na M prébek (odpowiednio wzgledem zmiennych
tis), gdzie N i M to liczby naturalne. Dobieramy wowezas kroki dyskretyzacji w dzie-
dzinie czasu w postaci stalych At = T /N oraz As = Ty /M. Jako pierwszy rozpatrzony
zostanie przypadek dwuwymiarowego przeksztatcenia Fouriera definiowanego jako wy-
razenie postaci (2.15).

W tym celu zaktadamy dobér prébek w punktach (t,, s,,) okreslonych przez wyra-
zenia t, = nAt i s,, = mAs dla parametréw n =0,1,... N—-1im=0,1,....M — 1.
Natomiast jako reguly dyskretyzacji w dziedzinie czestotliwosci przyjmujemy wyra-
zenia wp, = kAw oraz = AQ dla k = 0,+£1,...,£00 il = 0,%£1, ..., +00, z kro-
kami dyskretyzacji postaci Aw = 27/T oraz AQ = 27/T,. Po podstawieniu tak
zdefiniowanych regul do wyrazenia (2.15) otrzymujemy wzér pozwalajacy na przy-
blizone obliczenie przeksztalcenia Fouriera, na podstawie zbioru dyskretnych prébek
{z(tp, $m) :n=0,1,..,.N—=1,m=0,1,.... M — 1} wejsciowego sygnatu x(t, s)

N M-1
X2 (kAw, IAQ) ~ —M Z 3 2(nAt,mAs)e  Fine—iwim —
=0 m=0

= T DFTQDN M {I(TlAt TH,AS)}

dla k =0,41, ..., :l:% im=0,=%x1,.., :I:%. W przypadku ogdlnym powyzsze wyrazenie
pozwala jedynie na przyblizone obliczanie wartoéci X2P (kAw, IAQ) calki dwuwymia-
rowego przeksztalcenia Fouriera, co znéw spowodowane jest wystepowaniem zjawiska
aliasingu. Widoczny w powyzszym wzorze symbol DFT2D y.p; {xz(n, m)} oznacza dwu-
wymiarowe N na M-punktowe dyskretne przeksztalcenia Fouriera (DFT2D), ktére
definiowane jest zgodnie z praca [154] jako
1 N-1M-1 . .
X3P, (k,1) = DFT2Dy.3; {z(n,m)} é T Z —ihne=igTim - (2.19)
n=0 m=0

Z poréwnania powyzszych zalezno$ci wynika, iz przeksztalcenie DFT2D (z doktadno-
$cig do statej TyT) umozliwia przyblizone obliczanie widma X2 (w, Q) sygnatu z(t, s)
dla dyskretnych wartosci pulsacji (wg, §2;), ktore realizowane jest na podstawie N na
M-elementowego zbioru dyskretnych probek sygnatu {z(¢,, s,,)}-

Odtworzenie sygnatu wejéciowego na podstawie zbioru wspétezynnikow X322, (k, 1)
w punktach (£, s;), jest mozliwe przy uzyciu odwrotnego dwuwymiarowego dyskret-
nego przeksztalcenia Fouriera (IDFT2D), ktérego postaé definiuje ponizsza zaleznosé

N—1M-1
z(n,m) = IDFT2Dy.y { X35 (kD } £ 3 3 X3P i R hn i T im
k=0 1=0

dlan=0,1,....N—1orazm=0,1,.... M — 1.

Z kolei stosujac odmienny schemat doboru prébek sygnatu w czasie oparty o reguty
th = (n+ 1/2)At i s, = (m + 1/2)As, a takze wprowadzajac reguly dyskretyzacji
w dziedzinie czestotliwosci definiowane odpowiednio jako

wi = kAw', QT = IAQY,

wiV = (k+3)A, QY = (1+ DAY
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dlak=0,1,..,0011=0,1,...,00, gdzie Aw' = /T oraz AQ) = 7/T5 to kroki dys-
kretyzacji w dziedzinie czestotliwodci, mozna wskaza¢ analogiczne zwiazki pomiedzy
catkowymi przeksztalceniami kosinusowymi i sinusowymi, a dyskretnymi przeksztatce-
niami kosinusowymi i sinusowymi drugiego (dyskretyzacja wg. wil, Q/T) rodzaju

T,
PrDPi

XOP (kA IAY) ~ 22 DCT2DI Ty 0t {x((n n %)At, (m + %)As)} ,
T

X5 ((k+ DAY, (1 + 1)AQ) ~
PrD1

1 1
2 DSTIDI Iy {x((n + )AL, (m + 5)AS)}
dlak=0,1,..,N—1il=0,1,..., M — 1 oraz czwartego (dyskretyzacja wg. wf" Q")
rodzaju

XOD((k+ DA, (I + $AQ) ~ TTDCT2DIVi.y {z((n+ })At, (m+ })As)},

X522 ((k + DA, (1 + DAQ) ~ T DST2DIViya {z((n + AL, (m + 1)As)}

dla k =0,1,...N—1il =0,1,..., M — 1. Symbol DCT2DIIy.); oznacza dyskret-
ne dwuwymiarowe N na M-punktowe przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju,
definiowane jako (patrz [110])

XPPH R = DCTQDIINM {z(n,m)}, (2.20)
—1M-1
1

c2DII A Pkpl ™ 1 m 1
Xy (k1) Z Z x(n, m)cos Nk:(n+ 2))cos(Ml(m+ 2))

dla k=0,1,... N—1il=0,1,....,M — 1, natomiast DST2DIIy.p;, DCT2DIV .5
oraz DST2DIVy.j to odpowiednio dyskretne dwuwymiarowe N na M-punktowe prze-

ksztalcenia sinusowe drugiego rodzaju oraz kosinusowe i sinusowe rodzaju czwartego,
definiowane zgodnie z praca [110] jako

X (k1) = DST2DI Iy {x(n,m)}, (2.21)
A pkpz N-1M-1 1 1
X320 (R 1) Z > a( )sin( (k +1)(n+ ))sm( (I+1)(m+=))
n=0 m=0 N M 2
dlak=0,1,..N—1il=0,1,...M —1,
XG2PV (k1) = DCT2DIVy.ar {z(n,m)}, (2.22)
C’2DIV A 1 By 1 1 1 1
XN'm = Z > x(n,m)cos( (k+ )+ 2))eos(—=(1+ =) (m + 5))
n=0 m=0 2 M 2 2
dlak=0,1,..N—1il=0,1,...., M — 1 oraz
X3PV (k1) = DSTQDIVNM{z(n m)}, (2.23)
A = 1 1 T 1 1
XJS\;Z]\I;IIV kD)= Z Z n, m)sin N(k:+ —)(n+ 5))szn(M(l+ 5)(m+ §))

nOmO

dlak=01..,N-1il=0,1,...,M—1.
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Odtworzenie sygnalu wejSciowego w punktach (¢/,¢ ) jest mozliwe na podsta-
wie zbiorow wspotezynnikéw przeksztatcen: DCT2D-II, DCT2D-IV oraz DST2D-II
i DST2D-1V, przy uzyciu przeksztalcen odwrotnych, ktére zgodnie z praca [110] defi-
niuja ponizsze zaleznosci

z(n,m) = IDCT2DI Iy { XG0 (k, 1)},

A NRE e 4l 1 ) 1
= XBI (I, yeos (1 714:),{(* )
x(n, m) 2 2 N )cos N(n + 2) cos M(m+ 2)
dla przeksztalcenia DCT2D-II,
x(n,m) = IDCT2DIViy.p { XS0 (k,1)}
N-1M-1
A C2D11 1 1 ) (71‘ 1 1 >
= Xy (k1) k+ = — =+ =
Jeos (5 + )k + 3)) cos (Txlm+ )L+ )

dla przeksztatcenia DCT2D-IV, oraz

x(n,m) = IDST2DI Iy { X325 (k, 1)},

N—-1M- 1
x(n,m) £ Z Z Xk 1)sin (%(n + 5)(1{: + 1)) sin (M(m+ )+ 1))
k=0 =0
dla przeksztalcenia DST2D-II i
x(n,m) = IDST2DIVy.y { X0 (k, 1)},

A e SQD]I
E X821 ) sm( (n
k=0 [=0 N

._

+ %)(k " %)) sin (]C[(er )1+ ;))
dla przeksztatcenia DST2D-1V, gdzien =0,1,.... N —1im=0,1,...,. M — 1.

Proces syntezy szybkich algorytméw obliczania dwuwymiarowych przeksztalcen ko-
sinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju, przeprowadzony w rozdziale
4, oparty zostal na pewnych wtasnos$ciach symetrii w grupie omawianych dyskretnych
przeksztatcen dwuwymiarowych. Dlatego tez w dalszej czedci niniejszego rozdziatu ze-
stawiono wspomniane wtasnosci w postaci twierdzen.

Wiasno$é 2.5.1 (Antysymetria przeksztalcenia DCT2D-II wzgledem punktu (2N,1))
Jezeli dane jest dwuwymiarowe dyskretne N na M -punktowe przeksztatcenie kosinu-
sowe drugiego rodzaju XG5 (k,1) = DOT2DIIy.y{x(n,m)}, okreslone na zbiorze
elementéw {x(n,m)}, to wéwezas X PHT(2N — k1) = —XGH(k,1) dla kazdej pary
(k,1), gdzie k =0,1,.... N =1 oraz 1 =0,1,... M — 1.

Dowdéd. Prawdziwosé powyzszej wlasnosci dowodza nastepujace przeksztalcenia
N-1M-1 1

XPDH BN — kD pk;pz Z > (n,m)cos( (2N —k)(n+ }))cos(ll(m+ =)=
n=0 m=0 N 2 M 2
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N—-1M-1

Y 1 m 1 T I,

= Nif X X smmcos(nln +3) = Th(n + 3)eos(glm+3)) =
N—1M-1

- D T i+ ) )eoslilon + =

= M x(n, m)cos(mw Nk(n+2))cos(Ml(m+2))

= XG0
dlak=01,.,.N—-1il=0,1,... M —1. g
W sposéb analogiczny mozna wykazaé prawdziwos¢ kolejnej wlasnosci.

Wiasno$é 2.5.2 (Antysymetria przeksztatcenia DCT2D-II wzgledem punktu (k,2M))
Majgc dane dwuwwymiarowe dyskretne N na M -punktowe przeksztalcenie kosinusowe
drugiego rodzaju XG0 (k,1) = DCT2DIIy.p{x(n,m)}, okreslone na zbiorze ele-
mentéw {x(n,m)}, to wowczas X2 (k,2M — 1) = — X5 (k,1) dla parametréw
k=0,1,...N—1orazl=0,1,....M — 1.

W $wietle wlasnosei (2.5.1) i (2.5.2) mozna sformutowaé ponizsza wlasno$é symetrii
dla przeksztatcenia DCT2D-II. Otoéz:

Wtlasno$é 2.5.3 (Symetria przeksztalcenia DCT2D-II wzgledem punktu (2N,2M))
Dla dwuwymiarowego dyskretnego N na M -punktowego przeksztatcenia kosinusowe-
go drugiego rodzaju XG0 (k,1) = DCT2DIIy.p{x(n,m)}, okreslonego na zbiorze
elementéw {x(n,m)}, zachodzi zwigzek XGHIT(2M — k,2M — 1) = X2 (k,1) dla
k=0,1,.,N—1il=0,1,..,M—1.

Wiasno$é 2.5.4 (Symetria przeksztalcenia DCT2D-II wzgledem punktu (0,1))
Dwuvwymiarowe dyskretne N na M -punktowe przeksztalcenie kosinusowe drugiego ro-
dzaju XG0 (k,1) = DCT2DI Iy p{x(n,m)}, okreslone na zbiorze {x(n,m)}, posia-
da wlasnosé symetrii postaci X (—k,1) = X2 (k1) dla k = 0,1,...N — 1
il=0,1,....M—1.

*

Analogiczne wlasnosci mozna podaé dla punktéw (k, 0) oraz (0,0).

Wtiasno$é 2.5.5 (Symetria przeksztalcenia DCT2D-II wzgledem punktu (k,0))

Dla dwuwymiarowego dyskretnego N na M -punktowego przeksztalcenia kosinusowego
drugiego rodzaju XG5 (k,1) = DCT2DIIy.p{x(n,m)}, okreslonego na zbiorze ele-
mentéw {x(n,m)}, prawdziwa jest wlasnosé postaci X G20 (k, —1) = X2 (k,1) dla
parametrow k=0,1,. N —-1¢1=0,1,.... M — 1.

Wtiasno$é 2.5.6 (Symetria przeksztalcenia DCT2D-II wzgledem punktu (0,0))
Dwuwymiarowe dyskretne N na M -punktowe przeksztalcenie kosinusowe drugiego ro-
dzaju XG0 (k, 1) = DCT2DIIy i {x(n,m)}, okreslone na zbiorze {x(n,m)}, cha-
rakteryzuje wiasnosé symetrii X P (—k, —1) = XGH (k1) dla k = 0,1,...N — 1
il=0,1,..,M—1.

Dowody wtasnosci (2.5.4) - (2.5.6) wynikaja bezposrednio z wlasnosci symetrii funkeji
kosinus oraz z wtasnosci separowalnosci dwuwymiarowych przeksztalcen kosinusowych
(patrz [154]).
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2.6. Podsumowanie i wnioski

Na wstepie niniejszego rozdziatu przedstawiono definicje jednowymiarowych przeksztal-
cen trygonometrycznych Fouriera oraz kosinusowego i sinusowego przeksztalcenia Fo-
uriera w postaci catkowej, a takze krétko oméwiono warunki istnienia oraz wzajemnej
jednoznacznosci wspomnianych przeksztalcen. Nastepnie poprzez wprowadzenie odpo-
wiednich regut doboru probek dla sygnatu wejéciowego w dziedzinie czasu, oraz dys-
kretyzacji w dziedzinie czestotliwosci, wskazano zwigzki pomiedzy rozwazanymi prze-
ksztalceniami catkowymi, a dyskretnymi przeksztatceniami Fouriera oraz kosinusowymi
i sinusowymi przeksztatceniami drugiego i czwartego rodzaju.

Koncowa czesé rozdzialu poswiecono przypadkom przeksztalcen dwuwymiarowych.
Tutaj, podobnie jak dla przypadku jednowymiarowego, podano zwigzki wystepuja-
ce pomiedzy catkowymi przeksztatceniami Fouriera, a dyskretnymi dwuwymiarowymi
przeksztalceniami Fouriera oraz kosinusowymi i sinusowymi przeksztalceniami obu roz-
patrywanych rodzajoéw. Ponadto dla obu przypadkéw przeksztatcen jedno- i dwuwy-
miarowych zamieszczono odpowiednie wlasnosci symetrii w grupie dyskretnych prze-
ksztalcen kosinusowych i sinusowych, ktére wykorzystane zostang w rozdziale czwartym
do syntezy szybkich algorytméw obliczania wspomnianych przeksztatcen dyskretnych.

7 rozwazan zawartych w niniejszym rozdziale bezposrednio wynikaja nastepujace
whnioski:

e W przypadku ogdélnym, dla sygnatu sprobkowanego w czasie, mozliwe jest jedynie
przyblizone obliczanie widm calkowych przeksztalcen Fouriera oraz kosinusowego
i sinusowego przeksztatcenia Fouriera, ktore w zaleznosci od doboru regut dyskre-
tyzacji w dziedzinie czasu i w dziedzinie czestotliwosci, oblicza si¢ przy pomocy
dyskretnych przeksztalcenn Fouriera lub kosinusowego i sinusowego przeksztalce-
nia drugiego i czwartego rodzaju.

e Blad obliczania przeksztalcenia catkowego dla dyskretnych wartosci pulsacji po-
wstaje w wyniku powielania widma (tzw. zjawisko aliasingu) sygnatu z catkowi-
tymi wielokrotnodciami czestotliwosci f, = 1/At prébkowania w dziedzinie czasu,
a wartos¢ tego bledu zalezy wprost proporcjonalnie od kroku dyskretyzacji At.
Zatem zmniejszajac krok dyskretyzacji mozna zmniejszy¢ btad obliczania widma,
kosztem wiekszej liczby operacji arytmetycznych. Wynika to z faktu, iz zmniej-
szaniu kroku dyskretyzacji towarzyszy wzrost liczby probek sygnatu. Stad dobér
wlasciwego kroku dyskretyzacji nalezy do kluczowych probleméw cyfrowego prze-
twarzania i analizy danych.

e Analogiczne wnioski mozna sformutowaé dla dwuwymiarowych przeksztalcen try-
gonometrycznych.

Rozpatrywane zwiazki pomiedzy przeksztatceniami catkowymi i dyskretnymi mozna
w podobny sposob przenies¢ na wieksza niz dwa liczbe wymiaréw dziedziny okreslonosci
sygnatu wejsciowego.



Numeryczne obliczanie przeksztatcen
trygonometrycznych

o raktyczne rozwiazania wielu probleméw z zakresu inzynierii, matematyki sto-
sowanej, fizyki, diagnostyki technicznej i medycznej, a takze innych zagad-
nien, ktére wymagajg przedstawienia sygnaléw w dziedzinach przeksztatcen

trygonometrycznych, czesto przeprowadza sie z wykorzystaniem komputeréw oraz cy-
frowych procesoréw sygnalowych. W takich przypadkach, ze wzgledu na dyskretny
charakter danych, ktore pozyskiwane sg w postaci skonczonych zbiorow dyskretnych
probek przetwarzanych sygnatéw, nie jest mozliwe zastosowanie analitycznego aparatu
matematycznego. Wowczas do rozwiazania postawionych probleméw wykorzystuje sie
przyblizone rozwigzania oparte o analize numeryczna.

W poprzednim rozdziale wykazano, iz dyskretne przeksztatcenia trygonometrycz-
ne w postaci przeksztatcenia Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych przeksztalcen
drugiego i czwartego rodzaju, w przypadku ogélnym, pozwalaja jedynie na przyblizone
obliczanie calkowych przeksztalcen Fouriera w punktach, wynikajacych z przyjetych
regut dyskretyzacji w dziedzinie czestotliwosci. Niniejszy rozdzial poswiecono zagad-
nieniom numerycznego obliczania jedno- i dwuwymiarowych catkowych przeksztatcen
trygonometrycznych, przy czym wykazano, iz wspomniane dyskretne przeksztalcenia
trygonometryczne stanowia kwadratury numerycznego obliczania przeksztalcen Fourie-
ra w postaci catkowej.

W sekeji 3.1 zamieszczono ogoélna dyskusje problematyki numerycznego obliczania
calek z wykorzystaniem kwadratur numerycznych, oraz przedstawiono definicje ztozo-
nych kwadratur rzedu pierwszego, wraz z wzorami oceny bledu przyblizonego, nume-
rycznego obliczania wartosci catek. Nastepnie wykazano, iz dyskretne przeksztalcenia
trygonometryczne, w postaci przeksztalcenia Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych
przeksztalcen drugiego i czwartego rodzaju, sa ztozonymi kwadraturami pierwszego
rzedu, tzn. stanowig ztozone wzory trapezéw dla przyblizonego numerycznego oblicza-
nia przeksztalcen trygonometrycznych w postaci catkowej. Dzigki tej wlasnosci mozliwe
jest przeniesienie na grunt obliczania przeksztatcen trygonometrycznych pewnych roz-
wigzan z zakresu catkowania numerycznego, w szczegolnosci algorytméw adaptacyjnego
obliczania calek. Stad w sekcji 3.3 zamieszczono propozycje algorytméw adaptacyjnych

30
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dla rozwazanych dyskretnych przeksztalcen trygonometrycznych, ktére umozliwiaja
automatyczny dobor liczby probek sygnatu zgodnie z kryterium doktadnosci - czasu
realizacji obliczen catkowych przeksztalcen trygonometrycznych.

Przeprowadzone w sekcji 3.1 rozwazania dotyczace przeksztalcen jednowymiaro-
wych, zostaly rozszerzone w sekcji 3.2 na przypadki przeksztalcen dwuwymiarowych.
Ostatnia cze$é niniejszego rozdziatu (patrz sekcja 3.4) wypelnia opis algorytméw adap-
tacyjnych dla przypadku dyskretnych dwuwymiarowych przeksztalcen trygonometrycz-
nych, ktore rozwaza sie jako kubatury catkowania numerycznego dla dwuwymiarowych
przeksztalcen trygonometrycznych w postaci catkowej.

3.1. Dyskretne przeksztalcenia trygonometryczne jako kwadra-
tury numeryczne

U podstaw numerycznego obliczania calek postaci j‘f f(#)dt lezy zalozenie o aprok-
symacji funkcji podcatkowej f(t) prostsza funkcja f(t), dla ktérej analityczna postaé
wyrazenia j,f f(#)dt jest znana. Wowezas w przypadku ogdlnym zachodzi nastepujacy
zwigzek

15)= [ sy~ [ iy, (3.1)

gdzie catka [ f(t)dt pelni role przyblizenia wartosci catki z funkcji f(t). Przyblizenie
to nosi miano kwadratury catkowania numerycznego (patrz [7, 32, 40]).

Najprostszym sposobem rozwiazania zadania (3.1) jest aproksymacja funkeji pod-
catkowej wielomianem interpolacyjnym f (t), np. wielomianem Lagrange’a, opartym
na skonczonym zbiorze wartosci funkeji f(t), zwanych wspdlczynnikami wezltowymi.
Wspdlezynniki te pobiera sie w dyskretnych punktach {t, ¢, ...,tx_1} zwanych punk-
tami weztowyms kwadratury, ktére wybiera sie w taki sposéb, azeby spetniona byta na-
stepujaca nierownosé: a < tp < t1 < ... < ty_1 < b, dla pewnego N bedacego dodatnia
liczba calkowita. Woéwczas zgodnie z twierdzeniem Weierstrassa' (patrz [112]) dobie-
rajac wlasciwy wielomian interpolacyjny dostatecznie wysokiego stopnia r, jesteSmy
w stanie dowolnie zmniejszy¢ btad aproksymacji funkeji f(¢) tym wielomianem, jedno-
cze$nie zmniejszajac blad przyblizenia wartosci calki I(f) przez kwadrature ff f (t)dt.
Kwadrature dajaca dokladng wartos$é I(f) dla funkeji f(t), bedacej wielomianem co
najwyzej stopnia r, nazywamy kwadraturg rzedu r.

W praktyce rzadko stosuje sie podejscie bazujace na wielomianach wysokich stopni,
przez wzglad na mozliwo$é wystapienia tzw. zjawiska Rungego (patrz [7, 32]). Zjawisko
to objawia sie wzrostem bledu aproksymacji podczas zwiekszania stopnia r wielomianu
interpolacyjnego. Zwigkszanie btedu aproksymacji spowodowane jest wzrostem warto-
$ci (r + 1)-szej pochodnej funkeji f(t), od ktérej btad aproksymacji zalezy w sposéb
wprost proporcjonalny. Chociaz zjawisko Rungego bedzie wystepowaé jedynie dla pew-
nej klasy funkcji, ktérych pochodne wyzszych rzedéw zachowuja sie w powyzej wspo-
mniany sposéb, to w zadaniach, w ktérych nie dysponuje sie dostateczna wiedza na
temat zachowania pochodnych funkcji podcatkowej, preferuje si¢ rozwiazania oparte

T Twierdzenie Weierstrassa.
Kazda funkcja ciggla okreslona na pewnym przedziale [a, b] moze by¢ aproksymowana w tym przedziale
jednostajnie i z dowolna dokltadnoscig wielomianem dostatecznie wysokiego stopnia.
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o wielomiany nizszych stopni, na przyktad stopni r = 1,2 lub 3. W takich przypadkach
wielomian interpolacyjny f(t) przyjmuje posta¢ sumy wielomiandéw stopni nizszych,
a btad aproksymacji funkcji podcatkowej f(t) mozna redukowaé poprzez zageszczanie
punktéw weztowych {tg, t1, ..., tx_1}, tzn. zmniejszajac odleglosci h,, = (t41 — t,) po-
miedzy poszezegblnymi punktami ¢, ktére przypadaja na przedzial catkowania [a, b].
Operacja zageszczania weztow wymaga zwiekszenia ich catkowitej liczby N. Kwadra-
tury numeryczne budowane na bazie tak skonstruowanych wielomianéw nosza nazwe
kwadratur ztoZonych.

Majac na uwadze tematyke niniejszej monografii, ktéra dotyczy dyskretnych prze-
ksztalcen trygonometrycznych, w dalszej czesci niniejszej sekcji skupiono sie wylacznie
na ztozonych kwadraturach rzedu pierwszego. Na wstepie przedstawione zostang de-
finicje réwnomiernych kwadratur ztozonych trapezéw i prostokatéow, wraz z wzorami
okreslajacymi btedy przyblizania wartosci calek poprzez te kwadratury. Nastepnie wy-
kazane zostang podobienstwa pomiedzy rozwazanymi kwadraturami, a jednowymiaro-
wymi dyskretnymi przeksztatceniami trygonometrycznymi.

Przyjmujemy, ze funkcja podcatkowa f(t) jest ciagla i okreslona na przedziale [a, b],
moze przyjmowaé wyltacznie wartosci rzeczywiste i posiada co najmniej K ciggltych
i ograniczonych pochodnych. Zaktadamy dodatkowo, ze K jest liczbg parzysta. Niech
{t, :n=0,1,..., N} oznacza zbiér N + 1 punktéw weztowych przypadajacych na prze-
dzial [a,b] i dobranych w taki sposob, ze a = tg < t; < ... < Iy o < ty_1 <ty =0b.
Dla dalszych rozwazan wybieramy dwa sasiednie punkty weztowe t, oraz t,,; dla
0 < n < N. Wéwczas wielomian interpolacyjny Lagrange’a pierwszego stopnia L, (f),
oparty na tak dobranych punktach weztowych, przyjmie posta¢ wyrazenia [7, 32, 40]

(t - tn)

(t B tn+1)
(thrl - tn).

Ln(f) = f(tn) (tn _ tn+1)

+ f(tn+1)

Po obliczeniu calki z powyzszego wielomianu po przedziale [t,,t,+1], otrzymuje si¢
kwadrature pierwszego rzedu, ktéra umozliwia przyblizone obliczanie wartosci catki
L(f) = [ f(t)dt 7 funkcii f(¢). Mamy zatem

) e Flts) oo _
/tn Ly(f)dt = m/tn (t — tyt1)dt + m/tn (t —tn)dt =
_ _@(tn _ tn+1) + f(thrl)(thrl _ tn) _ (f(tn) +2f<tn+1)> hm

gdzie h,, = (t,41 — t,) to odlegtosé pomiedzy sasiednimi punktami weztowymi. Otrzy-
mana kwadratura Q,(f) = hn(f(tn) + f(tnt1))/2 nosi nazwe wzoru lub kwadratury
trapezow przez wzglad na to, iz pole pod wykresem funkcji f(¢), jest przyblizane po-
lem trapezu o wierzchotkach w punktach f(¢,) oraz f(¢,11) 1 podstawie o dtugosci h,,.
Sposdéb numerycznego obliczania wartosci catki I,(f) przy pomocy kwadratury @, (f)
zobrazowano na rysunku 3.1.

Ze wzgledu na fakt aproksymacji funkcji podcatkowej wielomianem interpolacyjnym
pierwszego stopnia, w przypadku ogdlnym pomiedzy catka I,,(f) a kwadratura trapezéw
skonstruowana w oparciu o wartosci funkeji f(t) w punktach weztowych ¢, 1 t,41,
zachodzi nastepujacy zwigzek

I(f) = @n(f)-
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1) it )
(fe )+ft )k,
2
| tn ' tn+] >t

Rysunek 3.1: Przyblizenie wartosci catki I,,(f) poprzez kwadrature trapezéw Q,(f)

Z zaleznodei tej wynika wprost, iz kwadratura @Q,(f) pozwala na obliczenie wartosci
catki z funkeji f(t), ktore jest obarczone pewnym bledem, definiowanym jako réznica
wartosci calki i jej przyblizenia liczonego za pomoca kwadratury, co zapisujemy jako

en(f) 2 L(f) — Qu(f). (3.2)

Dokladng postaé¢ wyrazenia na btad e,(f) mozna wyznaczyé¢ poprzez odpowiednie
rozwiniecie funkeji podcatkowej f(t) w szereq Taylora* (patrz [39]) wzgledem punktu
ty =ty + (tay1 — tn)/2, bedacego érodkiem przedziatu catkowania [t,,t,1]. Rozpisz-
my zatem I,,(f) jako calke z rozwiniecia funkeji f(t) w szereg Taylora wzgledem tego
punktu jako

L(f) = /t”“ F(t)dt 2 &) /'t"’“(t_fn)ldH %["“(t_fﬂ)f%t,(&?))

gdzie &, to pewien punkt lezacy w przedziale [t,,t,.1]. W powyzszym wzorze poja-

wia si¢ czlon w postaci calki z wyrazenia (t — #,)!, ktérego posta¢ mozna wyznaczy¢

tSzereq Taylora.
Jezeli funkcja f(t), okreslona na przedziale [a, b], posiada K cigglych i ograniczonych pochodnych, to
funkeje te¢ mozna przedstawié¢ wzgledem pewnego punktu ¢y € [a,b] w postaci nastepujacego szeregu

K-1

O} (K)
F =3 T gy T gy
> |

gdzie £ lezy pomiedzy ty i t.
*Nalezy tutaj zwrocié uwage na fakt, iz w rozwinieciu funkcji w szereg Taylora £ jest zalezne od
zmiennej t. Prawdziwos$¢ wyrazenia (3.3) zostala dowiedziona dla przykladu w pracy [7].
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obliczajac wartosé tej calki w sposéb pokazany ponizej

tnt1 ~ ]. ~ =~
</t (t— tn)ldt = m [(tn+1 - tn)Hl — {tn — tn)Hl] =
_ 1 (tn+lf—tn)’*l ( 1y+1(tn+lg~tn>l*1 _
] 2 2 a
(3.4)
(tn+1 B tn)Hl
W dla [ parzystych,

0 dla [ nieparzystych.

Uwzgledniajac uzyskany w ten sposéb wynik (3.4) we wzorze (3.3), otrzymujemy szu-
kana postaé calki z rozwiniecia funkcji f(t) w szereg Taylora wzgledem punktu £,

K/2-1 f@(E,) 21“4.&/1}”1. (3.5)

Mﬁ=L;f®ﬁ= 20+ 1)z’ (K + 112K "™

W podobny sposéb rozpiszmy wzér trapezéw Q. (f) = h,(f(t,) + f(tny1))/2, korzy-
stajac z rozwiniecia funkcji f(¢) w szereg Taylora wzgledem punktu $rodkowego dla
przedziatu [t,, t,41]. Otrzymujemy woéwcezas nastepujace wyrazenie

=0

Qup) =ty (12T Gy I BRI (1= -t = 00+
+ 2 1 (0 - 10)| - (3:6)
R ()
P o ()

o )i K12K
Po podstawieniu wyrazen, ktére uzyskano w wyniku przeksztatcen opisanych zalezno-
$ciami (3.5) oraz (3.6) do wzoru na postaé¢ btedu numerycznego obliczania catki I,,(f)
za pomoca kwadratury Q,(f) (patrz wzér (3.2)), otrzymujemy ostateczna postaé wy-
razenia na btad e,(f). Wielkosé¢ bledu zalezy od sumy wazonej parzystych pochodnych
funkeji f(t), liczonych w punktach £, oraz &,

K/2-1 ¢(a)(f (K)
[P ()2 [ (&) K
en(f) =— ( Z 7221(21 - 1)!}‘%“ + QK([TL 1)!hf+1> . (3.7)

R A G PPRE (< Py

=1
W szczegdlnoscei, po podstawieniu za K = 2, powyzszy wzér przyjmie dobrze znana
z literatury (patrz [7, 32, 39, 40]) posta¢ wyrazenia

f<2)(£n) 3
12 fin

en(f) = In(f) — Qu(f) = —
gdzie &, € [tn, thi1]-
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W dotychczasowych rozwazaniach wyznaczylisSmy posta¢ wzoru na btad numerycz-
nego obliczania calki z funkcji f(¢) na przedziale [t,,t,+1], ktory jest jedynie czescia
calego przedziatu [a, b] okreslonosci funkeji podcatkowej f(t). Stosujac analogiczny tok
rozumowania w odniesieniu do wszystkich N — 1 podprzedziatéw, ktore sg jednoznacz-
nie wyznaczone dla poszezegdlnych kwadratur Q,,(f) poprzez zbiér punktéw weztowych
{t, :n=0,1,..., N}, a takze korzystajac z elementarnych regut catkowania, mozna za-
pisaé

1= [ swie =¥ [ s~ Y Qulh),

gdzie prawa strona powyzszej zaleznosci jest ztozona kwadratura trapezéw. Przyjmijmy
dodatkowo, ze punkty wezlowe t, roztozone sg w sposéb réwnomierny, tzn. h, = At
dlan=0,1,...,N — 11 oznaczmy uzyskang w ten sposéb kwadrature jako

N-1 N-1
n=0 n=0

Wowezas zgodnie ze wzorem (3.7), blad obliczania catki I(f) przy pomocy ztozonej
kwadratury numerycznej Qn(f) o réwnomiernie roztozonych weztach, okresla zaleznosé
postaci

en(f) = I(f) —Qn(f) =
(3.9)

22(2] + 1) 2K (K +1)!

_g(mlﬂmemmwfm@mAﬁﬂj

n=0 =1

gdzie punkty ¢, wyznaczamy wedtug reguly t, = t, + At/2. Wzor ten stanowi sume
bledéw przyblizonego obliczania wartosci poszczegdlnych calek I,(f) poprzez kwadra-
tury Q,(f). Na rysunku 3.2 zobrazowano sposéb numerycznego obliczania wartosci
catki z funkeji f(t) przy uzyciu ztozonej kwadratury trapezéw Qn(f) o réwnomiernie
roztozonych weztach.

ftn)

w
~ g

Rysunek 3.2: Numeryczne obliczanie calki za pomoca ztozonej kwadratury trapezow
o réwnomiernie roztozonych weztach dla przypadku N = 8 punktow weztowych
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Z pracy [7] wiadomo, iz kwadratury parzystych rzedéw r moga zachowywac sie jak
kwadratury wyzszego rzedu, tzn. daja doktadne rezultaty dla wielomiandéw co najwyzej
stopnia (r 4 1)-szego. Taka sytuacja ma miejsce w przypadku kwadratury prostokatéw
(bedacej kwadratura rzedu r = 0, tzn. kwadratura dokladna dla wielomianéw stopnia
r = 0) o punktach weztowych wyznaczonych w $rodkach przedzialéw [t,,t,41], tj.
w punktach definiowanych jako £, = t, + (tn41 — t,)/2. Aby tego dowiesé, wystarczy
rozpisaé¢ wyrazenie (3.5) w nastepujacy sposob

ot I(E) o &) e

B = [ 0= Skt 3 ™+ ey

=1

gdzie czton f(t,)h, jest kwadratura prostokatéw przyblizajaca wartosé catki I,,(f) po-
przez pole prostokata o podstawie hy, i wysokosci f(t,) (patrz rysunck 3.3). Oznaczajac

% S

Rysunek 3.3: Przyblizenie wartosci catki I,,(f) przez kwadrature prostokatéw o wezle
umiejscowionym w srodku przedzialu catkowania

przez Qn( f) = f(tn)hn, otrzymujemy natychmiast na podstawie powyzszej zaleznosci
postaé¢ bledu numerycznego obliczania catki I,,(f) przy pomocy tej kwadratury

SE L) g ) e

&a(f) = T(f) —@nlf) = @it (K + 1)K ™

=1

Ztozong kwadrature prostokatéow, zbudowana zgodnie z regula zademonstrowang na
rysunku 3.3, mozna wowczas zapisaé¢ jako sume kwadratur Qn( f), liczona po wszyst-
kich podprzedziatach [t,,t,1] przedziatu catkowania. W przypadku szczegdlnym, gdy
wszystkie podprzedzialy [t,,,+1] maja taka sama dtugosé, tzn. h,, = (t,11 —t,) = At
dlan=0,1,.... N — 1, wyrazenie to przyjmie posta¢ wzoru

(N =X QuH =S 10 8.10)

Dla dowolnie wybranej funkcji podcatkowej prawdziwa jest jedynie zalezno$¢ posta-
ci I(f) ~ Qn(f). Dokladng wartosé¢ bledu numerycznego obliczania calki I(f) przy
uzyciu ztozonej kwadratury prostokatéw o réwnomiernie roztozonych weztach, ktore
przypadaja w $rodkach podprzedzialéw postaci [t,, t,41], mozna wyznaczy¢ za pomoca
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nastepujacej zaleznosci

en(f) = I(f) — Qn(f) =
(3.11)

]Vil /Z f(2l ) At?lJrl f(K) (fl) AtK+l ]
S\ o (@41)% (K + 1)12K
Spos6b numerycznego obliczania catki z funkeji f(¢) przy pomocy tak skonstruowanej
kwadratury, zobrazowano na rysunku 3.4. Z analizy wyrazenia (3.11) wynika, iz btad
kwadratury Qn(f) zalezy od wartoéci parzystych pochodnych funkeji f(t), a zatem,
podobnie jak kwadratura Qn(f), jest to kwadratura rzedu r = 1.

Rysunek 3.4: Numeryczne obliczanie calki za pomoca ztozonej kwadratury prostokatéw
o rownomiernie roztozonych weztach i punktach weztowych przypadajacych w srodkach
przedziatéw o dlugoséciach At, dla przypadku N = 8 punktéw weztowych

Dotychczas wykazano, iz zlozone kwadratury trapezow o réwnomiernie roztozonych
weztach (3.8), oraz zlozone kwadratury prostokatéw (3.10) o weztach umiejscowionych
w $rodkach podprzedzialéow [t,, tn41], cechuje blad zalezny od pochodnych parzystych
rzedow. Zatem kwadratury te sg kwadraturami rzedu pierwszego, tzn. daja doklad-
ne wyniki dla funkcji podcatkowych bedacych wielomianami co najwyzej pierwszego
stopnia.

W rozdziale 2, w ktérym zamieszczone zostalty definicje oraz podstawowe wtasno-
sci catkowych i dyskretnych przeksztatcen trygonometrycznych, wykazano réwniez, ze
przeksztalcenia dyskretne w przypadku ogélnym pozwalaja na przyblizone obliczanie
wartosci przeksztalcen w postaci catkowej. W dalszej czesci biezacej sekcji dyskret-
ne jednowymiarowe przeksztalcenia trygonometryczne przeanalizowane zostang pod
katem teorii catkowania numerycznego. Jako pierwszy rozwazony zostanie przypadek
dyskretnego przeksztalcenia Fouriera, a nastepnie przypadki dyskretnych przeksztal-
cen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju.

Dyskretne przeksztalcenie Fouriera

Zgodnie 7z rozdzialem 2 dyskretne jednowymiarowe N-punktowe przeksztatcenie Fo-
uriera Xy (k), definiowane jako wyrazenie (2.8a), pozwala na przyblizone obliczanie
catkowego przeksztatcenia Fouriera X (wy) postaci (2.1), dla dyskretnych wartosci pul-
sacji wy, = (2m/T)k, gdzie parametr k = 0, £1, ..., +5. Wéwczas w przypadku ogdlnym
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zachodzi jedynie nastepujaca zaleznosé
X(wy) = TXn(k)

dlak=0,+1, ..., :I:%. Korzystajac ze wzoru (2.8a), a takze majac na uwadze zastoso-
wang regute doboru prébek sygnalu w czasie postaci t, = nAt, z przyjetym krokiem
dyskretyzacji At = T/N dlan =0,1,..., N — 1, mozemy rozpisa¢ prawa strone powyz-
szej zaleznoéci jako

N-1 N-1
TXn(k) =AY z(ty)e ™ = At Y f(tn, k). (3:12)
n=0 n=0
Jezeli rozpatrywaé te zaleznos¢ w kategoriach kwadratur catkowania numerycznego to
zauwazymy, iz wzOr ten jest wzorem prostokatow o réwnomiernie roztozonych weztach,
umiejscowionych na poczatkach przedzialéw [t,,, t,11], o statej dtugosci At. Zatem wzdr
ten umozliwia przyblizone obliczanie calki z funkcji postaci f(t,k) = x(t)e ™' na
przedziale [0,T], gdzie funkcja podcatkowa f(t,k) jest dodatkowo sparametryzowana
poprzez czynnik k., ktéry zwigzany jest z pulsacja wy. W rezultacie, mamy tutaj do czy-
nienia z przypadkiem N calek (innej dla kazdej wartosci parametru k), ktorych wartosei
obliczane sg w spos6b numeryczny przy pomocy kwadratur prostokatéw. Nalezy pamie-
taé, ze funkcja podcatkowa f(¢, k) przyjmuje wartosci zespolone. W takiej sytuacji jej
czescl rzeczywista Re { f(t,k)} = x(t)cos(wgt) 1 urojong Im { f(t, k)} = —ix(t)sin(wkt)
nalezy traktowac jako przypadki dwoch osobnych funkcji.

Poniewaz przyjeta reguta dyskretyzacji w czasie zaktada umiejscowienie punktow
weztowych kwadratury w poczatkach przedziatéw [t,,, t,,11], to mozna wykazaé, ze kwa-
dratura (3.12) jest kwadratura stopnia zero, tzn. daje dokladne rezultaty dla wielomia~
néw stopnia co najwyzej réwnego zeru. Wyrazenie (3.12) mozna jednak rozpisaé jako

f(to, k) ; f(t1, k) n [t k) W;f(t% k) n

Xn(k) = At (
(3.13)

" J(ty_2,k) 42' J(tn_1,k) n f(to, k) +2f(thla k’)) '

Poréwnujac tak rozpisany wzér (3.13) z kwadratura (3.8) zauwazymy, iz r6éznia sie
one jedynie ostatnim czynnikiem, ktérego wplyw oznaczono na rysunku 3.5 szarym
i jednolitym obszarem. Zatem wprowadzajac do wyrazenia (3.13) niewielka modyfikacje
postaci f(to, k) = (f(to, k) + f(tn, k))/2, jestesmy w stanie wyrazenie to przeksztalcié
do postaci ztozonej kwadratury trapezéw okreslonej wzorem (3.8), otrzymujac w ten
spos6b kwadrature rzedu pierwszego.

Jak juz wezedniej wspomniano funkcja podcatkowa f(t, k) jest funkcja zespolona po-
staci f(t, k) = x(t)cos(wit) — iz(t)sin(wyt), ktora rozpatrujemy jako przypadek dwdch
osobnych funkeji z(t)cos(wyt) oraz —iz(t)sin(wit). Wowcezas dyskretne przeksztatcenie
Fouriera nalezy traktowac jako zespot kwadratur pozwalajacych na przyblizone oblicza-
nie catek postaci [ x(t)cos(wyt)dt oraz —i [ x(t)sin(wyt)dt. Poniewaz dla przyjetych
dyskretnych wartosci pulsacji wy = kAw, gdzie Aw = 27 /T funkcja —iz(t)sin(wgt) na
obu kraricach przedziatu catkowania [0, 7] przyjmuje identyczne wartosci, réwne zeru,
tzn. —ixz(ty)sin(wity) = —iz(ty)sin(wpty) = 0, to kwadratura numeryczna o posta-
ci —iAt Zf:’;ol x(t,)sin(wgty,) jest kwadratura trapezéw. Zatem wskazana modyfikacja
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(fit k) + fit k)t
2
// T
4 M t'
t7 t8

Rysunek 3.5: Sposob przyblizania wartosci catki wedtug kwadratury opisanej wzorem
(3.13) dla przypadku N = 8 punktéw weztowych

w zbiorze probek transformowanego sygnahu jest wymagana wytacznie dla nastepujacej
kwadratury At SN L x(t,)cos(wity,).

Z przeprowadzonego toku rozumowania wynika nastepujacy wniosek. Ot6z dyskret-
ne przeksztalcenie Fouriera (z doktadnoscig do stalej T') stanowi zespdt (okreslonych
wzgledem parametru k = 0, 1,..., N — 1) kwadratur prostokatéw o réwnomiernie roz-
tozonych weztach, umozliwiajacych numeryczne obliczanie caltek z zespolonych funkcji
f(t,k) = z(t)e™* na przedziale [0,7T], ktére odpowiadaja wartoéciom X (wy,) cal-
kowego przeksztatcenia Fouriera dla k = 0,+£1, ...,:I:%. Wprowadzajac nastepujaca
modyfikacje

oy = TR J0D) _ SITTD LT ) T2l

réwnowazng wyrazeniu

x(to) = w (3.14)

otrzymujemy w postaci przeksztatcenia DFT, zespot kwadratur pierwszego rzedu, tj.
kwadratur trapezéw definiowanych zgodnie z zaleznoscia (3.8).

Dyskretne przeksztatcenia kosinusowe i sinusowe drugiego oraz czwartego
rodzaju

Drugi przypadek stanowia kosinusowe i sinusowe przeksztatcenie Fouriera. Tutaj funk-
cje podcatkowe przyjmuja wylacznie wartosci rzeczywiste. Zatem majac na wzgledzie
przypadek dyskretnego przeksztalcenia Fouriera, oraz regute doboru prébek w dzie-
dzinie czasu charakterystyczna dla dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinu-
sowych drugiego oraz czwartego rodzaju, ktéra zaktada dobdér probek w punktach
t, = (n+ 1/2)At bedacych $rodkami przedziatéw [t,, t,,1] o dtugosciach At, mozna
jednoznacznie stwierdzi¢, iz przeksztalcenia te (z doktadnoscia do statej T'py lub T')
stanowia zespoly kwadratur prostokatéw (3.10) pierwszego rzedu, dla numerycznego
obliczania catkowych przeksztalceni kosinusowych i sinusowych (patrz rozdzial 2).
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3.2. Dyskretne przeksztalcenia dwuwymiarowe jako kubatury
numeryczne

W tej czesci rozdzialu rozpatrzony zostanie przypadek dwuwymiarowych przeksztal-
cenn trygonometrycznych. W tym celu zakladamy, ze dana jest funkcja f(¢,s) dwdch
zmiennych ¢, s € R, okreslona na obszarze prostokatnym [a, b;] X [ag, bo], ktéra po-
siada ograniczone pochodne czastkowe i mieszane az do K-tego rzedu (K jest parzy-
ste) i moze przyjmowaé wylacznie wartosci rzeczywiste. Zaktadamy dodatkowo na-
stepujacy podzial obszaru catkowania na N na M roztgcznych obszaréw prostokat-
nych postaci [t,, tpi1] X [Smy Sme1] dlan =0,1,..,. N—=1im =0,1,.., M — 1, gdzie
ap =ty <t < .. <ty =Dboraz ay = 59 < 51 < ... < sy = by. Wowczas zgod-
nie z praca [16] funkcje te mozna przedstawié¢ wzgledem punktu (£,, §,,) érodkowego
podprzedziatu [t,,, t,11] X [Sm, Sme1] W postaci szeregu Taylora, jako nastepujaca sume

(= )5 = ) ()
flt,s) = g (% il —)! Ot—idsi >+
= (=10 o — 8n)f 95 Flens )
! (K —1)! oti—iggt ’

+
177

gdzie punkt (€n,Mm) € [tn, tnt1] X [Sms Sm+1]. Nastepnie obliczmy caltke z powyzszego
wyrazenia po przedziale [t,, tni1] X [Sm, Smi1] 1 0znaczamy ja symbolicznie jako 12D (f).
Korzystajac z analogicznych jak w przypadku jednowymiarowym przeksztatcenn mozna

wykazaé, ze calka ta przyjmie postaé¢ wyrazenia

tn Sm
Bh) = [ pts)aeas -

SR (s B 0P, i)
B ; (% (20 + DI2(1 — i)+ 1)12% atQ(li)as2i>+
L T A (1)
= 20+ DK — 20+ 1)12K otK-2igs%

gdzie h, = t,11 —t, oraz wy,, = Sy,i1 — Sm. Wprowadzmy nastepujgce wyrazenie umoz-
liwiajace przyblizone obliczenie wartosci catki Iﬁ,?n( f) na bazie wartosei funkeji f(, s)
pobranych w czterech punktach weztowych, ktére sa wierzchotkami prostokatnego ob-
szaru [t,, toy1] X [Sms Sma1)

2D (f) _ <f(tn7 Sn) + f(tn+17 Sm) + f(tn7 Serl) - f(thrh strl)

Wyrazenie to zgodnie z praca [107] nosi nazwe kubatury calkowania numerycznego.
Sposéb przyblizenia wartosci catki poprzez kubature Qfl%( f) zademonstrowany zostat
na rysunku 3.6. Warto$é¢ calki z funkcji f(¢, s) jest tutaj przyblizana objetoscia bryty
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‘/(tn’ Sm) +‘f(tn+1’ sm) +‘f(tn’ sm+1) +‘f(tn+1’ N )

m+1 hnwm

Rysunek 3.6: Przyblizone obliczanie calki I20 (f) za pomoca kubatury Q25 (f)

powstatej pod wykresem funkcji aproksymujacej postaci

Lom(f) = f(tn,sm)+ (f(tn-H; Sm)h— f(tmsm)>

(t —tn) +

_|_

(f(tna 5m+1) — f(tna 5m)> (S _ Sm) + (f(t’ﬂ+17 5m+l) i f(tm Sm) —

W hn Wm

S (nrs sm) + (it Sm“)) (t—1tn)(s— sn)

P W,

ktéra oznaczono na rysunku 3.6 szarym obszarem. W przypadku ogdélnym zachodzi
jedynie nastepujaca zaleznosé

2D (f) =~ Q2 (1),

co oznacza, ze wartos¢ catki z funkcji f(¢,s) na przedziale [t,, tni1] X [Sm, Smt1] jest

obliczana za pomocg fl?n( f) z pewnym bledem, definiowanym jako
() 2 L0 = Q0. (h)- (3.17)

Stosujac rozwiniecie funkeji f (¢, s) w szereg Taylora wzgledem punktu lezacego w $rod-
ku obszaru [t tyy1] X [Spm, Smi], mozna przedstawi¢ kubature Q20 (f) w postaci sumy
wazonej jej pochodnych czastkowych jako

tim 2o \ & (20)1(2(1 — 1))12% 9209952

1=

(3.18)

K/2 pE =241 241 aKf(en, Tim)

T 2 K = 20)BK aik-ngsn
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dla (en, Nm) € [tn,tni1] X [Sm, Smt1). Wowezas po podstawieniu wyrazenia (3.15) oraz
(3.18) do wzoru definiujacego blad (3.17) kubatury Qn D (f), otrzymamy nastepujaca
postac tego bledu

2D (¢ = _K/i_l (i (20(2i + 1) — 442)p2(I-D+1q 2041 aﬂf(fﬁ’ém,)> B
= @i+ DN -9+ 1)'22l o2 Hs2

(3.19)
3 (K@it 1) = i)y~ gt % (e, i)
, (20 + DK —2i +1)12K  OtK-2i9s2i

=0

Z analizy powyzszej zaleznosci wynika, iz btad numerycznego obliczania catki 17D (f)
przy pomocy kubatury Q3P (f), zalezy wprost proporcjonalnie od powierzchni obszaru
catkowania oraz pochodnybh czastkowych funkeji f(¢, s). Zatem, o ile pochodne czast-
kowe sg ograniczone, to btad ten mozna dowolnie redukowal poprzez zmniejszanie
powierzchni h,w, obszaru catkowania [tn, tni1] X [Sm, Smt1]-

Kubatura Q27 (f) jest okreslona na pewnym podprzedziale [ty, tns1] X [Sm, Smo1]
calego przedziatu [a1, b1] X [ag, bs]. Zatem, podobnie jak w przypadku jednowymiaro-
wym, mozna na jej podstawie zbudowaé¢ kubature zlozZong, ktéra umozliwi numeryczne
obliczenie wartosci calki postaci

2D e
1 f (t,s)dtds.

Kubatura zlozona bedzie woéwczas suma wartosci kubatur prostych Q: m( f), liczona po

wszystkich podprzedziatach [t,, t,11] X [Sm, Sm1] 1 przyjmie postaé wyrazenia
N—1M-1
NS Q =
n=0 m=0
—1M—1
_ tn7 Sn + f( n+1, Sm) + f(tru sm+1) =+ f(tn+17 Sm+1) h i
n=0 m=0 4 o

Zaktadajac dodatkowo, ze dla kazdegon = 0,1,...., N—1im = 0,1, ..., M —1 parametry
h, = At oraz w,, = As sa stale i niezalezne od wartosci n i m, tzn. wszystkie obszary
[tns tng1] X [Sms Smy1] maja taka samag powierzchnie réwna AtAs, to powyzsza kubatura
przyjmie posta¢ réwnomiernej kubatury ztozonej, okreslonej zaleznoscia

(3.20)
- ) Nz: MZ ( (tns $n) + f(tnt1, Sm) + f(En, Sma1) + f(Ensa, Sm+1)> )

N-M 4

n=0 m=0

Sposéb przyblizonego obliczania wartosci catki I?P(f) przy pomocy réwnomiernej ku-
batury ztozonej Q3P,,(f) zaprezentowano na rysunku 3.7. Blad numerycznego obli-
czania catki przy pomocy réwnomiernej kubatury ztozonej bedzie suma bledéw (3.19)
kubatur prostych Q2 (f), liczona po wszystkich podprzedziatach [t,,, t,,11] X [Sim, Smt1),
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Rysunek 3.7: Przyblizone obliczanie catki I*P(f) za pomoca zlozonej kubatury row-
nomiernej Q3P,,(f) dla przypadku N = M =5

tzn.
i N—-1M-1
evm(f) = I*P(f) = Q¥u = enm(f) =
n=0 m=0
(3.21)
B _Nfﬂf iy i(2l(2i+1)—4i2)At2(l‘i)+1As%+1 s i)
T a4l \s  @+rDel-)+nRx or0-0gs

N %2 (K(2i 4 1) — 42) AtE-2H A2+ 9K f (e )
prd (20 + D)I(K — 2i +1)12K OtK—2i92

Wartoéé bedu €22,,(f) dla kubatury réwnomiernej zalezy zatem wprost proporcjonal-
nie od wartosci parzystych pochodnych czastkowych funkcji f(¢,s) oraz od wielkosci
parametréw determinujacych powierzchnie obszaréw, tzn. At i As, na ktérych oparte
zostaty kubatury sktadowe Q20 (f).

W dalszej kolejnosci rozwazony zostanie przyktad jeszcze jednej kubatury, ktora
przybliza wartosé catki Igfn( f) objetoscia prostopadto$cianu o podstawach dlugosci
h,, oraz w,, i wysokosci bedacej wartoscia funkcji podcatkowej w punkcie srodkowym
przedziatu [t,, t,11] X [Sm, Sme1]- Kubature taka mozna wéwczas zapisaé w postaci
nastepujacej zaleznosci

P — f(fn, 3m) P,

n,m

a proces przyblizenia wartosci catki [gﬁ’n( f) za jej pomocy zostal zobrazowany na ry-
sunku 3.8. Btad numerycznego obliczania catki [721,17)71( f) przy uzyciu powyzszej kubatury
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Rysunek 3.8: Przyblizone obliczanie catki I22 (f) za pomoca kubatury Q25 (f)

mozna tatwo wyznaczyé poprzez odpowiednie rozpisanie zaleznosci (3.15)

tn41 Sm+1 2
B = [T 1 = S +

(3.22)
K/2-1 /1 h2(=0)+1,,2i+1 amf(fn §m)
* ; (ZO @i+ DI — i) 1 1)i2¥ at2<l—i>as2i>

K/2 I 20412041 O f(en, 1)

T L T 2+ 1)2F GEK-mgs

Z powyzszej zaleznosci otrzymujemy natychmiast
L (f) = Qi (f) + & (),

gdzie €20 (f) to wyrazenie na blad kubatury Afgn(f), definiowane wedlug (3.22) jako

ED(f) & E(H-Q2.()=

K/2-1 /| h2(l D+l 21+1 32[f(7§n 8m)
= X (Z 2i +1)! (l—z)+1)!22l 0t2(l—i)f’)82i>+

=1 z=0

K/2 hK 2z+1w2i+1 (9Kf(en 77m)

T L G IK — 2+ 1)2F Gikmgsn

Ztozona kubatura oparta o dobér wspotezynnikow weztowych w srodkach przedziatow
[tns tnr1] X [Sm, Sma1], Przyjmie postaé sumy kubatur prostych nm(f), liczonej po
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parametrach n =0,1,.... N —1im =0,1,.... M — 1, tzn.

N—

,_.

M-1
Qno(
n=0 m=0
Btad kubatury ztozonej bedzie wowczas suma btedéw kubatur prostych. W przypadku,
gdy dla kazdegon =0,1,...., N—1im = 0,1, ..., M —1 zachodzi h,, = At oraz w,, = As,
kubatura Q22,,(f) przyjmuje postaé¢ kubatury réwnomiernej

—-1M-1

AtAsz Z (s 5m), (3.23)

n=0 m=0

ktoérej btad mozna wyznaczy¢ z ponizszej zaleznosci

evmlf) =

= i+ DI —4) + 1)12% 920905

(3.24)

. li? AHE=2i+1 A g2i+1 O f(en, Um)]
= 2+ 1N K — 24 1)12K gtE-29s2%
Wielkosé tego bledu, podobnie jak (3.21), zalezy wprost proporcjonalnie od wartosci
parzystych pochodnych czastkowych funkeji f(¢, s) oraz parametréw At i As okresla-
jacych powierzchnie podprzedziatéw, na ktérych budowano kubatury Q22 (f).
Na rysunku 3.9 zobrazowano sposéb numerycznego obliczania wartosci calki przy
pomocy zlozonej kubatury Q3P (f).

Rysunek 3.9: Przyblizone obliczanie catki I?P(f) przy pomocy zlozonej kubatury
20 (f) dla przypadku N = M =5
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Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenie Fouriera

Zgodnie z argumentacja zawarta w rozdziale 2 wiadomo, iz dyskretne dwuwymiarowe
przeksztatcenie Fouriera (2.19) umozliwia przyblizone obliczanie widma dwuwymia-
rowego catkowego przeksztalcenia Fouriera w punktach (wy, ), tzn. prawdziwa jest
nastepujaca zalezno$é

X2 (wr, ) ~ TiTo X35 (k, 1)

dla k =0, +£1, ...7:1:% il=0,=+1,..., :l:%. Wowczas korzystajac z definicji dwuwymia-
rowego przeksztalcenia Fouriera (patrz wzér (2.19)), prawa strone powyzszej zaleznosci
mozna zapisaé w postaci

N—-1M-1
T X30 (k1) = AtAs 37 S a(ty, s )e “hine i hsm,
n=0 m=0

gdzie At = T} /N oraz As = To/M. Wyrazenie to dla kazdej dwéjki (k,1) jest kuba-
tura numerycznego obliczania calki I?P(f) z funkcji f(t,s, k,1) = x(t, s)e “rte5us
po obszarze [0,T1] x [0,T3]. Poniewaz funkcja f(t, s, k,l) moze przyjmowaé wartosci
zespolone, to caltke z tej funkcji nalezy rozpatrywac jako pare catek z jej czesci rze-
czywistej 1 urojonej. Tym samym, dla kazdej dwojki (k,l) powyzsza kubature nalezy
rozumie¢ jako pare dwoch kubatur numerycznych, ktére operuja odpowiednio na skta-
dowej rzeczywistej i urojonej funkeji podcatkowej f(t, s, k,1). Sktadowe te przyjmuja
nastepujace postaci

Re{f(t,s,k,1)} = x(t,s)][cos(wgt)cos(ys) — sin(wit)sin(ys)],

Im{f(t,s,k,1)} = —ix(t,s)[sin(wkt)cos(Qs) + cos(wit)sin(§Yys)] .

Zatem dyskretne dwuwymiarowe przeksztatcenie Fouriera, z doktadnoscig do sta-
tych T1T5, stanowi zespot kubatur numerycznego obliczania catkowego przeksztalcenia
Fouriera. Latwo wykazaé, iz kubatury te przyblizaja wartosé catek X2P(wy, ) ob-
jetosciami prostopadloscianéw o podstawach dlugosci At i As. O ile punkty wezto-
we wspomnianych kubatur leza w punktach (t,,s.,), gdzie t, = nAt i s, = mAs,
a nie w srodkach obszaréw [t,,tni1] X [Sm, Smi1], to blad przyblizenia wartosci catki
X2P(wy., @) nie moze by¢ wyrazony wzorem (3.24). Jednakze kubatury T1To X372, (k, 1)
mozna w tatwy sposob przeksztatcié do postaci kubatur Q37,,(f), poprzez wprowadze-
nie odpowiednich modyfikacji do ich wspotezynnikéw weztowych f(t,, sm, k, 1), tak jak
to miato miejsce w przypadku jednowymiarowym.

Ponizszy rysunek pozwala okresli¢ sposob modyfikacji wspotczynnikow weztowych,
ktéry jest wymagany dla przeksztalcenia kubatur DFT2D do rozpatrywanej postaci
(3.20). Symbolem strzaltki T oznaczono przynaleznosé danego wezta do kubatury prostej

fﬁn( f) zwaga 1/4, natomiast symbole e oraz o oznaczaja odpowiednio wezly wchodza-
ce w sktad kubatury DFT2D, oraz te wezly, ktére nie wystepuja w kubaturze DFT2D,
ale wymagane sa dla kubatury Q3P,,(f). Woéwczas poréwnujac sposéb doboru wspot-
czynnikéw weztowych dla kubatury Q%2,,(f), z reguta doboru punktéw weztowych
wynikajaca z definicji dyskretnego dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera, mozna
wyznaczy¢ nastepujace modyfikacje wspotezynnikéw weztowych f(t,, spm, k, 1), ktére
pozwalaja na przeksztalcenie kubatury Fouriera do kubatury okreslonej zalezno$cig
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waga 1/4,

o - punkty nie nalezace do
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Rysunek 3.10: Dobdér wspotezynnikéw weztowych dla kubatury Q32,,(f)

(3.20). Poniewaz dla kazdej pary (k,[) iloczyny funkcji wyktadniczych e~ #ktne=ism
sa réwne jednosci przy parametrach n i m przyjmujacych wartosé 0 lub N (dla przy-
padku t,) i M (dla przypadku s,,), to szukane modyfikacje wspoétezynnikéw weztowych
sprowadzaja si¢ do modyfikacji wartosci probek sygnatu x(t, s), na ktérych operuje dys-
kretne dwuwymiarowe przeksztatcenie Fouriera. Szukane modyfikacje wspotczynnikéw
weztowych okreslajg wowcezas ponizsze zaleznosci

J?(t(), 80) + 1‘(tN, So) + I(to, SM) + l’(tN, SM)
4 7

l‘(to, So) —
(3.25)

Z(tn, So) + 2 (tn, Spr)
2

I'(tn750) =
dlan=1,2,...,. N — 1 oraz

l‘(to, Sm) + z(tN7 Sm)
2

il?(t(), Sm) =

dlam=1,2,..., M — 1. Uwzgledniajac te zmiany w zbiorze probek sygnatu, otrzymu-
jemy dla kazdej pary (k,l) kubature postaci (3.20), ktérej btad zalezy od parzystych
pochodnych czastkowych funkeji f(¢, s, k,1).

Przygladajac sie doktadnie rzeczywistej oraz urojonej czesci funkcji podcatkowe;j
f(t, s, k, 1) zauwazymy, iz w danym przypadku modyfikacja probek, potrzebna dla uzy-
skania kubatury opisanej wzorem (3.20), jest wymagana zaréwno dla kubatur zwiaza-
nych z czescia rzeczywista, jak i urojona tej funkcji. Jednakze w przypadku kubatu-
ry liczonej dla czesci urojonej wystarcza wylacznie modyfikacja probek (¢, so) oraz
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x(to, $m) dlan=0,1,..., N—1im=0,1,.... M — 1, co wynika z faktu, iz w punktach
krancowych x(to, so), x(tn, So), x(to, sar) oraz x(ty, sar) funkcja Im {f(t, s, k, 1)} jest
zawsze rowna zeru.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenia kosinusowe i sinusowe drugiego
oraz czwartego rodzaju

Dyskretne dwuwymiarowe przeksztatcenia kosinusowe i sinusowe drugiego oraz czwar-
tego rodzaju (2.20) - (2.23) operuja na dyskretnych prébkach sygnatu z(t,s) pobie-
ranych w Srodkach przedzialéow [tn,tni1] X [Smy Smya] dla n = 0,1,...,N — 1 oraz
m = 0,1,...., M — 1. Zatem na podstawie wczeéniejszej dyskusji mozna jednoznacz-
nie stwierdzi¢, iz przeksztalcenia te, z doktadnoscia do statych T1Ts/(prpi) lub ThTh
(w zaleznodci od rodzaju przeksztalcenia), stanowia dla kazdej pary parametréw (k,1)
ztozone kubatury postaci (3.23). Blad tych kubatur zalezy od wartosci parzystych po-
chodnych funkeji podcatkowych f(¢, s, k, 1), gdzie funkcje te sg iloczynami transformo-
wanego sygnatu z(t, s) z odpowiednimi funkcjami bazowymi przeksztalcenia catkowego.

3.3. Algorytmy adaptacyjnego obliczania przeksztalcen jedno-
wymiarowych

W pracach [7, 39] zaprezentowany zostal algorytm adaptacyjnego obliczania calek z
wykorzystaniem kwadratur catkowania numerycznego. W algorytmie tym adaptacji
podlega liczba punktéow weztowych kwadratury, ktore przypadajg na przedziat catko-
wania. Jako kryterium doboru liczby punktow przyjmuje sie tutaj btad numerycznego
obliczania calki, ktérego wielkosé¢ przyblizana jest na podstawie wartoéci dwoch kwa-
dratur o liczbie N i 2N punktow weztowych.

W pierwszej czesci niniejszego rozdziatu wykazano, iz dyskretne przeksztalcenia
trygonometryczne stanowia kwadratury numerycznego obliczania przeksztalcen try-
gonometrycznych w postaci catkowej. Zatem do wyznaczania wartosci przeksztalcen
catkowych mozliwe jest zastosowanie wskazanego podejscia adaptacyjnego, ktore ba-
zowaé bedzie na kwadraturach w postaci przeksztatcen dyskretnych. Tutaj adaptacji
podlega liczba probek sygnatu wejsciowego, ktora dobiera sie wedtug kryterium: doktad-
nos¢ obliczania reprezentacji sygnalu w bazie danego przeksztalcenia calkowego - czas
realizacji obliczen. Na wstepie przedstawiona zostanie jednak idea dzialania algorytmu
adaptacyjnego opisanego w pracach [7, 39].

Wspomniany algorytm w sposob automatyczny okresla rozmiary podprzedziatow
stanowigcych podzial obszaru catkowania funkcji w taki sposéb, azeby przyblizenie
wartosci calki przy pomocy kwadratury numerycznej spetniato zalozone kryterium
doktadnosci. W rozwazanych przypadkach zakladamy stala diugosé podprzedzialéw,
tzn. punkty weztowe kwadratury roztozone sa na przedziale catkowania w sposéb row-
nomierny. Wowczas na kolejnych etapach adaptacji podprzedzialy te dzielone sa na
potowe, a liczba punktéow weztowych N jest podwajana. Nastepnie przy uzyciu reguty
heurystycznej, oraz na podstawie wartosci kwadratur N 1 2N-punktowych, w sposob
przyblizony wyznacza sie warto$¢ rzeczywistego btedu obliczania catki poprzez kwadra-
ture numeryczng. Algorytm konczy dziatanie z chwila, gdy przyblizona warto$é btedu
jest mniejsza lub réwna zatozonej wartosci dopuszczalnej e. W ramach oméwienia al-
gorytmu adaptacyjnego, jako pierwszy rozpatrzony zostanie przypadek przeksztalcen
jednowymiarowych, a w ich obrebie ztozone kwadratury trapezéw i prostokatéow.
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Postaé zlozonej kwadratury trapezéw Qn(f) dla numerycznego obliczania wartosci
calki I(f) z funkcji f(t), zostala opisana wzorem (3.8). Z kolei btad numerycznego
obliczania wartosci catki I(f) przy pomocy kwadratury Qn(f), definiuje zaleznosé
(3.9). Wprowadzajac dla uproszczenia zapisu nastepujace wyrazenie Ry(f,n) postaci

R O ()2 ARILS
R _ n)2 A 42041 n) A K+
1(f,m) ; 22(2 + 1) T OR(E + 1) ’
to zalezno$é (3.9) mozna zapisaé jako
f@(t,)
12

N—-1
x(f) = ()= On(f)==3 ( AP+ Ry, n>) . (320)
n=0

gdzie t,, = (2n+1)% dlan =0,1,..., N—1 jest punktem $rodkowym dla podprzedziatu
[tn, tni1] 0 dlugosci At. Podobnie wzér pozwalajacy na obliczenie wartosci bledu dla
kwadratury Qax(f), opartej o 2N punkty weztowe, przyjmie postaé¢ wyrazenia

IN-1 [ r(2)(F 3
en(f) = 1) =Qulf) == X (f (%) +Rn(f7n))
n=0

dla f, = (2n + 1)At/4, przy n = 0,1, ...,2N — 1, gdzie

KR1 pen (Yol (At>21“+ FIOENK <At>K+1

Ri(f,n) = ; 2220 + 1) \ 2 2K(K +1)!

2

oraz punkt £, oznacza $rodek podprzedziatu o dhugosci %. Powyzszg zalezno$¢ mozna
dodatkowo rozpisa¢ wzgledem parzystych i nieparzystych indekséw n jako sume

N-1 2) (% 3 @) (1 3
EZN(f) - ZO (f 1(2th) (%) + f (f;nJrl) (%) a4

(3.27)
+ Ru(f,2n) + R (f,2n+1)).

Woéwezas uzalezniajac wartosci drugiej pochodnej w punktach £, od jej wartosci w punk-
tach £y, i fons1 W sposob nastepujacy: fP(t,) = f@(tan) + ri(t,) oraz fA(t,) =
f@(tani1) +rr(t,) dlan =0,1,..., N — 1, to wyrazenie (3.27) mozna zapisaé ostatecz-
nie w postaci wzoru

4.12 812

ant) = =5 (L) o (),

n=0
+ Ru(f, 2n) + R[[(f, 2n + 1)) s

ktéry po pordwnaniu z wyrazeniem (3.26) daje zaleznosé taczaca oba bledy ey (f) oraz
ean(f) w nastepujacy sposob

() = gex() + Ruu(f), (3:29)
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gdzie

Rui(f) = z_:1<(7’1(tn)8.+17"2u(tn))At3+
Ri(f,n)

* 4

— R[](f, 277) — R[](f, 2n + 1)) .

Po podstawieniu za ex(f) = I(f) — Qn(f) oraz za ean(f) = I(f) — Qan(f), powyzszy
wzOr mozna przeksztalcié w sposoéb pozwalajacy na obliczanie wartosci bledu ey(f)
lub esn(f) na podstawie réznicy wartosci kwadratur Qn(f) i Qan(f). Rozwazmy drugi
przypadek dotyczacy wartosci btedu esn(f). Wéwezas w wyniku odpowiednich prze-
ksztalcenn wzoru (3.28) otrzymujemy kolejno

I(f) = Qan(f) = 3(I(f) = Qn(f)) + Rt (f),

2U) ~ @on (M) + 7D — Qan()) = 7)) = Qn () + Rus(f),

3(I(f) — Qan(f)) = (Qan(f) — @n(f)) + 4R (f),

1) = Qux(f) = 5(@ux(f) — @ul1) + 5 Rera().

Rezultat powyzszych przeksztatcen zapisujemy w postaci wzoru

() = 5(Quxlf) — QulN) + 5 Bara (), 3:29)

Wyrazenie to posiada skomplikowang i w praktyce nie mozliwg do wykorzystania po-
staé. Wartosé cztonu Ryy;(f) jest uzalezniona od pochodnych wyzszych rzedéw funkeji
podcatkowej, ktérych wartosci w praktyce nie sa znane. Stad w celu uzyskania od-
powiedniej dla praktycznych zadan cyfrowego przetwarzania danych formy wyrazenia
(3.29), wymagane jest wprowadzenie pewnych uproszczen.

Po pierwsze przyjmujemy, ze sktadowa bledu zwiazana z wyzszymi niz druga po-
chodnymi funkcji podcatkowej jest pomijalnie mata, tzn.

N-1
5 <Rf<fv”) — Ru(f,2n) — Rus(f,2n + 1)> ~0.

n=0 4

Takie zalozenie mozna przyja¢ w chwili, gdy pochodne wyzszych rzedéw sa ograni-
czone i po przeskalowaniu przez czynnik wynikajacy z konstrukeji wyrazenia na blad,
przyjmuja wartosci bliskie zeru. Zgodnie z wzorem (3.9) przyczynek do bledu zwiazany
z 2l-ta pochodng zalezy od przeskalowanej wartosci kroku dyskretyzacji podniesione-
go do 2 + 1 potegi, tzn. od czynnika postaci 21/(2%(21 + 1)!) - (T/N)**1. Dla liczby
N =128 prébek i T =1 czynnik ten juz dla 4-tej pochodnej przyjmuje warto$¢ rzedu
107", podczas, gdy dla drugiej pochodnej osiaga wartoéé rzedu 1073,

Drugie zalozenie dotyczy wartosci drugiej pochodnej funkcji podcatkowej. W tym
przypadku przyjmuje sie, ze wartoéci te w punktach s, oraz ty,,; sg bliskie wartodci
drugiej pochodnej w punkcie ¢, dlan = 0, 1, ..., N — 1. Zalozenie takie bedzie prawdziwe
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w chwili, gdy druga pochodna funkeji podcatkowej f(t) wykazywaé bedzie mate zmiany
wartosci na przedziatach [tan, ten+1] 0 dtugosci %, gdzien = 0,1,..., N — 1. Wéwczas
zachodzi¢ bedzie nastepujaca zaleznosé

3 Y 4
n=0,1,...N-177(t,) = 0, oraz n=0,1,.,N-17r77(t,) == 0.

Na rysunku (3.11) pokazano punkty, w ktérych w §wietle przyjetego zalozenia, wartosci
drugiej pochodnej sa w przyblizeniu sobie réwne. Przy pomocy strzatki oznaczono
" przyblizong réwnosé” wartosci drugiej pochodne;j.

A
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———mm e
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Rysunek 3.11: Punkty na osi czasu, w ktorych zaktada sie, iz druga pochodna f®)(t)
przyjmuje w przyblizeniu takie same wartosci. Strzatka oznaczono przyblizona réwnosé
wartosci drugiej pochodnej funkcji podcatkowej

Przyjecie powyzszych zalozen sprawia, iz przyblizona warto$¢ bledu esn(f) mozna
wyznaczy¢ zgodnie ze wzorem (3.29) przy pomocy nastepujacej zaleznosci

() = 5@ () — Qu()).

Woéwezas do jej obliczenia wystarcza znajomos$é wartosei kwadratur Qan(f) 1 Qn(f),
ktére operuja odpowiednio na punktach weztowych ¢, = n% dlan=0,1,...,.2N — 1
oraz t, = nAt dlan = 0,1,..,N — 1, gdzie At = T/N. Przy zalozeniu, ze znak
btedu nie ma znaczenia, jego przyblizona warto$é oznaczong symbolem €9y (f), ob-
liczamy jako modut z réznicy wartoéci kwadratur podzielony przez czynnik 3, tzn.
eSv(f) = 1Qan(f) — Qn(f)| /3. Ostatecznie jako wyrazenie kontrolujace dobér licz-
by 2N punktéw weztowych kwadratury Qon(f), w ramach algorytmu adaptacyjnego,
przyjmuje sie nieréwnos¢ postaci

() = 3 Q) — Qn()] < (3.30)

gdzie € to dopuszczalna warto$é btedu numerycznego obliczania catki I(f) przy pomocy
kwadratury Qan(f). Nier6wnosé ta, ze wzgledu na przyjete zalozenia, ma charakter
heurystyczny. Jej skutecznosé zostata empirycznie zweryfikowana w rozdziale 7.

W analogiczny sposéb otrzymujemy wyrazenie kontrolujace dobér prébek dla zto-
zonej kwadratury prostokatéw okreslonej wzorem (3.10). Poniewaz takze i w tym przy-
padku btad kwadratury zalezy od drugiej pochodnej funkcji podcatkowej (patrz wzér
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(3.11)), to wyrazenie to przyjmie identyczna postaé, tak jak w przypadku kwadratury
trapezéw, tj. postaé¢ opisana nieréwnoscia (3.30).

W pierwszej sekcji niniejszego rozdzialtu wykazano, iz jednowymiarowe dyskretne
przeksztalcenie Fouriera, oraz kosinusowe i sinusowe przeksztalcenia drugiego i czwar-
tego rodzaju, stanowiag odpowiednio zespoly kwadratur trapezéw lub prostokatow dla
numerycznego obliczania catkowych przeksztatcen Fouriera. Kwadratury te sa spara-
metryzowane indeksem k okreslajacym pulsacje wy, dla ktérych w sposéb przyblizony
obliczane sg wartosci przeksztalcen catkowych. Jako pierwszy rozwazmy przypadek
dyskretnego przeksztatcenia Fouriera.

Wiadomo, ze przeksztalcenie to po odpowiedniej modyfikacji probki o indeksie ze-
rowym, stanowi zespél ztozonych kwadratur trapezéw. Poniewaz funkcje podcatkowe
f(t, k) przeksztalcenia Fouriera sa zespolone, to wartos$é catki Fouriera X (wy), oraz
wartosci kwadratur: 2N-punktowej Xon (k) i N-punktowej Xy (k), a takze wartosé ble-
du eyn (k) dla kwadratury 2N-punktowej sg liczbami zespolonymi. Skoro kwadratury
zwigzane z czesciami rzeczywista i urojong funkeji podcatkowej sa kwadraturami tra-
pezéw, to ich blad zalezy od parzystych warto$ci pochodnych funkcji podcatkowe;j.
Stad mozliwe jest zastosowanie przedstawionego wyrazenia kontroli doboru liczby pro-
bek réowniez dla przypadku przeksztalcenia Fouriera, tj. osobno dla czesci rzeczywistej
i urojonej kwadratury Xy (k). Wéwczas modul z réznicy wartosei kwadratur rozumieé
bedziemy w sensie modutu liczby zespolonej ||z|| = (Re {z}* + Im {z}*)Y/2. O ile czesé
rzeczywista wyrazenia na btad Re {ean(k)} = TRe {Xon(k) — Xn(k)} /3, a takze jego
czesé urojona Im {ean (k) } = TIm {Xon (k) — Xn(k)} /3, to zachodzi¢ bedzie réwniez
zwiazek postaci ||eany (k)| = T|| Xon (k) — Xn(k)||/3. Zatem wyrazenie kontrolujace do-
bor liczby prébek dla kazdej wartosci k, przyjmie w przypadku przeksztalcenia Fouriera
postaé

(k) = T Xox (k) — Xn(R)] < e(k).

Nierownos¢ ta pozwala jedynie na kontrole liczby probek dla poszczegélnych kwadratur
zwiazanych z kolejnymi wartodciami k. Stad w pracy [52] zaproponowano wyrazenie
oceny bledu calosciowego, ktore skonstruowano w silnej metryce Czebyszewa (metryce
maksymalnego odchylenia, z ang. mazimum difference (MD) [124])

Sip = max (LX) - Xn(B)]} < e (3:31)
=0,1,...,
gdzie € to dopuszczalna w danej metryce warto$¢ btedu. Wyrazenie to umozliwia dobér
liczby 2N prébek sygnatu, odpowiedniej dla wszystkich kwadratur X,y (k). Zakres
stosowania indeksu k wynika z wlasnosci symetrii widma amplitudowego dyskretnego
przeksztatcenia Fouriera (patrz Wlasnosé 2.3.1) postaci || Xy (k)| = || Xy (N — &)|| dla
k=0,1,...,N/2, ktéra jest prawdziwa w chwili, gdy transformowany sygnal x(t) jest
sygnatem przyjmujacym wylacznie wartosci rzeczywiste. Ponadto bez utraty ogélnosci
rozwazan (patrz rozdzial 2) w powyzszym wzorze przyjeto T = 1. Z wykorzystaniem
wyrazenia (3.31) mozliwa jest woéwczas budowa algorytmu adaptacyjnego obliczania
przeksztalcenia Fouriera (ADFT).

ALGORYTM 3.1 (Algorytm adaptacyjnego obliczania przeksztatcenia Fouriera)
Na wejsciu dany musi byé sygnal x(t) o wartosciach rzeczywistych, okreslony na prze-
dziale [0, 1], zbidr jego N probek pobranych w punktach t, = nAt, gdzie At = 1/N,
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a takze liczba M < N (przyjmujemy M parzyste) wspdlezynnikéw widmowych branych
pod uwage w procesie adaptacyi oraz dopuszczalna warto$é bledu e.

1. Oblicz Xn(k) dla k=0,1,..., 2
2. Dobierz N prébek w punktach ta,1 = (2n+ 1)At/2 dlan=0,1,..., N — 1.

3. Na podstawie zbioru 2N pro’bek oblicz Xon (k) dla k = 0,1, ...
Xon(2N — k) dla k=1,2,.., % —

o 2 , oraz warto$ci
4. Oblicz przyblizong wartosé G%D na podstawie nastepujgcej zaleznosci
1
Qp = max u {gHXQN(k) - XN(k:)H} Jezeli € < € to skocz do 6.

=0,1,...,

5. Podstaw Xy(k) = Xon(k) dla k=0,1,..., %, N = N -2 oraz At = At/2. Skocz
do 2.

6. Wypisz Xon(k) dla k = 0,1,.
wartosci 2N i €§p.

Xon(2N — k) dla k = 1,2,. — 1, oraz

727

Koniec.

Przedstawiony algorytm (3.1) pozwala na dobér liczby 2N prébek, ktéra jest wystarcza-
jaca do obliczenia M niskoczestotliwosciowych wspétezynnikéw widmowych Xon(k),
z zadanym w metryce Czebyszewa dopuszczalnym bledem e.

Dla kosinusowego i sinusowego przeksztalcenia Fouriera funkcje bazowe przyjmuja
wartosci rzeczywiste, a dyskretne przeksztatcenia drugiego i czwartego rodzaju mozna
rozwazaé jako ztozone kwadratury prostokatow, réwniez sparametryzowane k. Wowczas
wyrazenie kontrolujace dobér liczby 2N probek w metryce Czebyszewa przyjmie postaé

1
ffp' = _max {% | X (k) - Xﬁ”(k)\} <e (3.32)

dla przeksztalcen drugiego rodzaju, oraz postaé

v = mas (S [XEV () - X5V )|} < e (3.33)
dla przypadku przeksztatcen rodzaju czwartego. W powyzszych wzorach P symbolizu-
je przeksztalcenie kosinusowe lub sinusowe (C - kosinusowe, S - sinusowe), natomiast
€ to dopuszczalna w danej metryce warto$¢ btedu. Réwniez i w tym przypadku przy-
jeto T = 1. Poniewaz przeksztalcenia te nie wykazuja symetrii takiej jak dyskretne
przeksztalcenie Fouriera, to zakres stosowania parametru k jest w danym przypadku
nastepujacy £k =0,1,..., N — 1.

Ponizej zamieszczono algorytm adaptacyjnego obliczania catkowych kosinusowych
i sinusowych przeksztalcen Fouriera z doborem liczby probek, ktéra jest kontrolowana
w zaleznosci od rodzaju dyskretnego przeksztalcenia poprzez jedno z wprowadzonych
wezesnie] wyrazen (3.32) lub (3.33). Algorytm taki, w zaleznodci od rodzaju prze-
ksztalcenia dyskretnego, oznaczaé bedziemy jako ADCT-II (ADCT-IV) dla przypadku
przeksztalcen kosinusowych, oraz ADST-IT (ADST-IV) dla przeksztalcen sinusowych.
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ALGORYTM 3.2 (Algorytm adaptacyjnego obliczania kosinusowych i sinusowych
przeksztalceri Fouriera)

Na wejsciu dany must byé sygnat x(t) okreslony na przedziale [0, 1], zbidr jego N probek
pobranych w punktach t!, = (n + 1/2)At, gdzie At = 1/N, liczba M < N wspdlczynni-
kow widmowych, ktore brane sq pod uwage w procesie adaptacyi, typ przeksztalcenia P,
oraz dopuszczalna wartosé bledu e.

1. Oblicz XET (k) (XEIV(K)) dla k= 0,1,.., M — 1.
2. Pobierz 2N probek w punktach t, = (n+ 1/2)At/2 dlan =0,1,...,2N — 1.
3. Na podstawie zbioru 2N prébek oblicz X (k) (XEIV(k)) dlak =0,1,...,M — 1.

OPII (6

4. Oblicz przyblizong wartosc €3} OLIV') na podstawie nastepujgcej zaleinosci

Gl = max { |58 (k) Xﬁ”(k)’}

S =, s, {31BY @ - xEvw)

Jezeli ST (5HY ) < € to skocz do 6.

5. Podstaw XE(k) = XEPU (k) (XEV(k) = XEIV(K)) dla k = 0,1,..
N =N -2 oraz At = At/2. Skocz do 2

M -1,

s

0. I/Voylj))lziz XPH (k) (XEH(K)) dla k = 0,1,...., M — 1, oraz wartosci 2N i e{f!
(€5ip " )-

Powyzszy algorytm pozwala na dobér liczby 2V probek, ktora jest wystarczajaca do ob-
liczenia M niskoczestotliwosciowych wspotezynnikéw widmowych XIH (k) (XD (k))
z zadanym w metryce Czebyszewa dopuszczalnym bledem e.

3.4. Algorytmy adaptacyjnego obliczania przeksztalcen dwu-
wymiarowych

Przedstawiony w pracach [7] i [39] algorytm adaptacyjnego obliczania catek mozna
7z powodzeniem przeniesé na przypadek funkeji dwéch zmiennych f(t, s) oraz kubatur
catkowania numerycznego, ktére oméwiono w sekcji 3.2. W tym celu nalezy wprowadzié¢
odpowiednie wyrazenie pozwalajace na kontrole doboru liczby punktow wezlowych ku-
batury. W dalszej czesci niniejszej sekeji wyrazenie takie opracowane zostanie na przy-
ktadzie ztozonej kubatury trapezéw o réwnomiernie roztozonych punktach weztowych,
ktérej postaé definiuje zalezno$é (3.20). Blad numerycznego obliczania wartosci catki
przy pomocy wspomnianej kubatury mozna wowezas wyrazié¢ jako (patrz 3.21)

-1M-1

G?VDM = _Z Z

n=0 m=0

K/2-1
2 (Z (2i+ 1)I(2(0 — i) + 1)122 9t20-D g2

=1 =0

K/2 (K (20 + 1) — 4i2) AtK—2i+1 A g2+ 8Kf(en77]m)‘|

B e 7 T QTR T L =

(20(2i + 1) — 42) AP AGZHL G2 f(F, §m)>
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Wyrazenie to mozna rozpisaé jako sume przyczynkéw do bledu zwigzanych z drugimi
pochodnymi czastkowymi funkcji podcatkowej oraz z pochodnymi wyzszych rzedow,
otrzymujac w rezultacie nastepujaca postaé

NN TABAS 02 f (Fs 3m) | AEAS® O f (Fn, b1m)
- i _ B ns Sm ny; ~“m
evmlf) = T;)m { 12 ot2 + 12 0s?
Kgl le (21(2i + 1) — 42 AIIFINGPHL 92U £ (F,, 5,
= 2 (& (20 4+ D121 — 1) + 1)12% o12(—1) 92
K/2
2
=0

0

N K(QZ + 1) 4i2>AtK72i+lAs2i+l aKf(En, nm)]

(20 + I(K —2i 4+ 1)12K OtK=219g%

Zakladajac, podobnie jak w przypadku kwadratur dla funkcji jednej zmiennej, ze przy-
czynek do btedu kubatury (3.20), zwigzany z wyzszymi niz drugie pochodne czastkowe,
jest pomijalnie maty i bliski zeru, to wartoé¢ btedu €3P,,(f) mozna w sposéb przybli-
zony wyznaczyC przy pomocy zaleznosci

2D .
ev-u(f 2 2T ot 12 52

n=0 m=0

No1Mo1 {AtsAsaZf(mm) | AtAS? a2f<fn7ém>}

Dla kubatury o liczbie 2N na 2M punktéw weztowych wyrazenie to przyjmie postac

WM TABAS 0 f(Fny Bn) | AtAS 8 (Fny )

2D o .34
oo (f) g;o[lz.lﬁ a2 ' 12.16 05 ]’(33)

gdzie punkty weztowe %, i 5, wyznaczamy na podstawie f, = (2n + 1)At/2 oraz
Sm=02m+1)As/2dlan=0,1,...N—1im=0,1,.... M — 1, przy czym At = T;/N
oraz As = To/M. Wzér (3.34) mozna rozpisaé wzgledem parzystych i nieparzystych
indeksow n i m, uzyskujac w rezultacie ponizsza zaleznosé

N_IMUTABAs (02 f(Fan, S2m)  02F (Fanst, Som
Gnam(f) = — [ S( f(tn; 52 )Jr f(tons1, 52m)

== 112416 ot? ot?
n 32f(752§;282m+1 " a2f(f2ngtlz, §2m+])> N
(3.35)
L g (i g,
n 32f(t~25;2§2m+1) . 82f(t~2n5;2, §2m+1)>:| .

Ponadto przyjmujac, iz drugie pochodne funkcji podcatkowej f(¢, s), liczone po zmien-
nych t i s, sa w punktach (fa,, 5om), (Fans1, S2m)s (f2n, S2mi1) 018z (foni1, Some1) W PIzy-
blizeniu réwne co do wartoéci tym pochodnym w punkcie (£,, 8,,) dlan =0,1,..., N —1
im=0,1,....M — 1, tzn.
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O (o 5om) _ O F(Fn, 5)
o~ op

V a2j'(t~2n+l7 §2m) ~ azf(fna ém)
n=0,1,.,N—1 ot? ot? ’

82f(7?2n,§2m+1) N 32f(fn, Sm)
ot? oz

0 f(fans1, Bome1) O (Ens 3m)
ot oz’

m=0,1,...M—1

oraz

0% f (tan, S2m) ~ O*f(tn,tm)
0s? ds?

v O f (tans1,tom) 0% (En, Em)
n=0,1,...N—1 0s? 0s2 ’

82.]‘,(£2n7{2m+1) S azf(tAna tAm)
0s? - 0s2 7

82f(£2n+17 £2m+1) ~ a2f(tAn7 tAm)
0s? 0s? 7

to wowezas wyrazenie (3.35) mozna zapisaé w prostszej postaci, taczacej ze soba wy-
razenia na bledy 2K ,,,(f) oraz €X2,,(f), jako

m=0,1,....M—1

TAH) TABAS 0% F(te8m) . DA B f(E,8m)
2D ~ _ = ny °2m nyom
Enam(f) = 4 ngo Z 12 o2 192 52

m=0

Powyzsze wyrazenie jest rownowazne zaleznosci

1
Engv-QM(f) = ZE?VI-)M(.][)' (3.36)

Nastepnie odpowiednio przeksztalcajac wzér (3.36) otrzymujemy wyrazenie pozwala-
jace na przyblizone obliczenie wartosci btedu €25 ,,,(f) przy pomocy dwéch kubatur,
operujacych odpowiednio na N na M oraz 2N na 2M punktach wezlowych. Wyrazenie
to przyjmuje nastepujaca postac

esnan(f) = % ( v (f) — ?VDJ\/[(f)) .

Przyjmijmy dodatkowo, ze znak bledu nie ma znaczenia, a przyblizong warto$¢ ble-
du kubatury 2N na 2M punktowej oznaczmy jako €25%,,(f). Nieréwnosé¢ kontrolujaca
dobér liczby punktéw weztowych kubatury Q25 ,,,(f) przyjmie wéwczas postaé prze-
skalowanego modutu z réznicy wartodci kubatur Q3% ., (f) oraz Q32 (f)

1
non(f) = 5 @R an () — QFu ()| <& (3.37)

gdzie € to dopuszczalna warto$é bledu.



3.4. Algorytmy adaptacyjnego obliczania przeksztatcen dwuwymiarowych 57

Poniewaz dla kubatury opisanej wzorem (3.23) btad zalezy réwniez od wartosci
parzystych pochodnych czastkowych funkcji podcatkowej, to wyrazenie kontrolujace
dobor liczby 2N na 2M punktéow weztowych dla tej kubatury, przyjmie identyczng
postaé¢ nieréwnosci (3.37).

W dyskusji przeprowadzonej w sekcji 3.3 wykazano, iz dyskretne dwuwymiarowe
przeksztalcenie Fouriera, a takze dyskretne dwuwymiarowe przeksztalcenia kosinusowe
i sinusowe drugiego i czwartego rodzaju, stanowig kubatury numeryczne dla catkowych
przeksztatcenl Fouriera. Zatem mozliwe jest skonstruowanie dla wskazanych przeksztal-
cen algorytméw adaptacyjnych, ktore pozwola na automatyczny doboér liczby 2N na
2M probek transformowanego sygnatu, zgodnie z kryterium: dokladnosc reprezentacyi
sygnatu w bazie przeksztatcenia calkowego - czas realizacyi obliczen. Do kontroli liczby
probek wymagane sa wyrazenia pozwalajace na ocene btedu calosciowego, tzn. liczo-
nego po zbiorze wartosci k i [ okreslajacych pulsacje wy oraz €2, dla ktérych obliczone
maja by¢ wartosci przeksztalcenia catkowego. Przez analogie do przypadku jednowy-
miarowego zaproponowane wyrazenia skonstruowano w metryce Czebyszewa.

Dla dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia Fouriera wyrazenie oceny btedu
calosciowego przyjmie wowczas postaé¢ nastepujacej nieréwnosci

T

2DO (1. _ 1+2 2D ’op

exp (K, 1) = mgx{ HXQNQMUCJ) — Xy (K1 )H} Se
gdzie
k=0,1,., L 1=0,1,... 20 p'=k i V=1
M- "
A k=2N—(5L-1),..2N-1,1=0,1,..., 2 k'=k—N i I'=l
B= (kal7k/vl/) : (N : M s
k=0,1,..., 54 I=2M—(5L—1),... 2M = 1,k'=k i I'=1-M
k=2N—(S1 1), 2N-1l=2M— (ML 1), 2M -1 k'=k—N i U'=l-M

€ to dopuszczalna warto$¢ bledu w danej metryce, natomiast modut z réznicy wartosci
kubatur X22,,,(k, 1) oraz X2P,,(K',I') rozumiany jest jako modut liczy zespolonej. Bez
utraty ogolnosci rozwazan w powyzszym wzorze mozna przyjac¢ za Ty = 11Ty = 1, tzn.

1 ! gl
329 (k, 1) = mpox { 21 X80 (b, 1) — X35, (K, 1)1} < e (3.39)

Z wykorzystaniem wyrazenia (3.38) mozliwa jest wéwczas budowa algorytmu adapta-
cyjnego obliczania dwuwymiarowego przeksztatcenia Fouriera (ADFT2D).

ALGORYTM 3.3 (Algorytm adaptacyjnego obliczania dwuwymiarowego przeksztal-
cenia Fouriera)

Na wejsciu dany musi byé sygnal x(t, s) okreslony na przedziale [0,1] x [0, 1] i przyj-
muggcy wartosci rzeczywiste, zbior jego N na M prébek pobranych w punktach (t,, sm),
gdzie t, = nAt i At = 1/N, oraz s,, = mAs i As = 1/M, dopuszczalna warto$é bledu
€, a takze liczba wspdlezynnikow widmowych Ny < N na My < M (Ny i@ My parzyste),
ktore brane sq pod uwage w procesie adaptacyi.

1. Oblicz X3P, (k1) dla k= 0,1, ... 1—0,1,...,

52;

2. Dobierz N na M prébek w punktach (tan.1, Somi1) dlan = 0,1,.... N — 1 oraz
m=0,1,...M — 1, gdzie to, 11 = (2n+ 1)At/2 i Sopp1 = (2m + 1)As/2.
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8. Na podstawie zbioru 2N na 2M probek oblicz:

XRom(k,) dlak=0,1,.,8 i1=0,1,..,2

)9

X2, N —k D) dlak=1,2..,% —1i1=0,1,..

My
9

Xop(k,2M —1) dlak=0,1,..., 5 i1=1,2,., 2 — 1, oraz

o
Xou@N —k2M —1) dlak=1,2,.., 2 -1il=1,2,.., % -1

4. Oblicz przyblizong wartosé €228 na podstawie nastepujgcej zaleznosci

1
P9 (k1) = max{ X3 (k. 1) — XR D)1 }.
Jezeli ewo < € to skocz do 6.

5. Podstaw X3P\, (k1) = X20,,,(k,1) dla wszystkich par (k,1), dla ktérych obliczono
X220 (k,l), N=N-2, M =M -2 oraz At = At/2 i As = As/2. Skocz do 2.

6. Wypisz:

Xk 1) dlak=0,1,.., 2 il=0,1,.., 2%

XN — k) dlak=1,2,...., 8 —1i1=0,1,.

My
0 9 9

Xouk,2M 1) dlak=0,1,.., 0 i1=1,2,.., 4 -1,

12

XN —k2M —1) dlak=1,2,.., 5 —1il=1,2,.., 4 —1,

< : 2DO
oraz wartosci 2N, 2M 1 €575 .

Koniec.

Powyzszy algorytm umozliwia adaptacyjny dobér liczby 2N na 2M probek sygna-
tu, ktéra wystarcza do obliczenia Ny na M, niskoczestotliwosciowych wspotezynnikow
widmowych z bledem mniejszym lub réwnym dopuszczalnej w metryce Czebyszewa
wartosci €.

Dla dyskretnych dwuwymiarowych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugie-
go oraz czwartego rodzaju, ktére to przeksztatcenia stanowia kubatury numerycznego
obliczania catkowego kosinusowego i sinusowego przeksztatcenia Fouriera, wyrazenia
stuzace do automatycznej kontroli doboru liczby prébek, przyjma nastepujace postaci

el (k1) = max

k=0,1,...,N—1 {Bpkp
1=0,1,...M—1

XE2BI (1) - Xﬁ?ﬁww} <o (3.39)
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dla przeksztalcen drugiego rodzaju, oraz

1

SO () = max [ |XEB () - XPEV(kO|f < (3.40)
k=0,1,..,N—1
=0,1,....M—1

dla przeksztalcen rodzaju czwartego, gdzie € to dopuszczalna warto$é¢ btedu w metryce
Czebyszewa, natomiast P to typ przeksztalcenia, tj. przeksztatcenie kosinusowe (C) lub
sinusowe (S). Ponadto bez utraty ogdlnosci w powyzszych wzorach przyjeto za T = 1
oraz Ty = 1. Tym samym mozliwe jest skonstruowanie algorytmu adaptacyjnego dla
wskazanych dwuwymiarowych przeksztalcen trygonometrycznych.

ALGORYTM 3.4 (Algorytm adaptacyjnego obliczania dwuwwymiarowych kosinuso-
wych i sinusowych przeksztalcen Fouriera)

Na wejéciu dany musi byé sygnal x(t,s) okreslony na przedziale [0,1] x [0,1], zbidr
jego N na M prébek pobranych w punktach (t.,s), gdzie t\, = (n + 1/2)At oraz

s = (m+1/2)As dla At = 1/N i As = 1/M, liczba wspdlczynnikow widmowych

Ny < N na M, < M, ktére brane sq pod uwage w procesie adaptacji, typ przeksztalce-
nia P, oraz dopuszczalna warto$¢ bledu €.

1. Oblicz XI2DM (k1) (XEHYV (k1)) dlak =0,1,...,N;—1 orazl =0,1,..., M; — 1.

2. Pobierz 2N na 2M prébek w punktach (t),s),), okreslonych przez dyskretne war-

tosci tl, = (n+1/2)At/2 i s, = (m + 1/2)As/2 dlan = 0,1,....,2N — 1 oraz
m=0,1,..2M —1.

3. Na podstawie zbioru 2N na 2M prébek oblicz X120 (k1) (XEBL (k1)) dla
k=01, Ny—1il=0,1,..., M —1.

4. Oblicz przyblizong wartodé eV2ROT (P2DO1V ) na podstawie nastepujacej zalezno-
sci
1
P2DOIT P2DIT P2DIT
erip = max {3 ’X21\2/~2M(k7 1) — Xyar (k, l)’}
k=0,1,...,.N1—1 125!
1=0,1,...,M; —1
1
gpom = max {xERU G0 - XERV (0|}
k=0,1,...,N1—1
1=0,1,...,M; —1

Jezeli €T (9H1Y ) < € to skocz do 6.

5. Dokonaj podstawienia XA (k1) = XEBEL K, ) (XD (k, 1) = XE221Y (K, 1))
dlak=0,1,...Ny—1il=0,1,..,M;—1, N=N-2, M = M-2 oraz At = At/2
i As = As/2. Skocz do 2.

6. Wypisz X120 (k. 1) (XELH(k,1)) dla k=0,1,...,N;, —1il=0,1,...,. M, — 1,
oraz wartosci 2N, 2M i 2591 (200 ),
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Powyzszy algorytm pozwala na dobor liczby 2N na 2M probek sygnatu, ktore
wystarczaja do obliczenia Ny na M niskoczestotliwosciowych wspétezynnikéw widmo-
wych wybranego (zaleznego od P) dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera, z btedem
nie wigkszym niz dopuszczalna wartos¢ €, wyrazona w metryce Czebyszewa. W zalez-
nosci od rodzaju przeksztalcenia dyskretnego algorytmy adaptacyjne oznaczaé¢ bedzie-
my jako ADCT2D-II (ADCT2D-1V) dla przeksztalcen kosinusowych, oraz ADST2D-II
(ADST2D-1V) dla przeksztalcen sinusowych.

Otrzymane wyrazenia (patrz (3.38) - (3.40)) kontrolujace dobdr liczby probek sy-
gnalu majg charakter heurystyczny. Ich skuteczno$¢ zostata zweryfikowana w sposob
empiryczny w rozdziale 7.

3.5. Podsumowanie 1 wnioski

Na wstepie niniejszego rozdzialu przedstawiono sposéb konstruowania kwadratur nu-
merycznych pierwszego rzedu, ktére pozwalaja na przyblizone obliczanie wartosci ca-
tek, a takze podano wzory umozliwiajace wyznaczenie rzeczywistych wartosci btedow
obliczania catek przy pomocy rozpatrywanych kwadratur. Przedstawione podejscie roz-
szerzono nastepnie na przypadki catek z funkeji dwoch zmiennych, oraz kubatur cat-
kowania numerycznego.

W dalszej czeéci rozdziatu wykazano, iz dyskretne przeksztatcenia Fouriera w przy-
padku jednowymiarowym stanowia kwadratury (odpowiednio kubatury dla funkeji
dwoch zmiennych) numerycznego obliczania przeksztalcen Fouriera w postaci catkowej.
Otrzymane w ten sposéb wyniki pozwolily na przeniesienie na grunt przeksztatcen try-
gonometrycznych znanych metod adaptacyjnego catkowania numerycznego [7, 39], co
z kolei dato mozliwos¢ skonstruowania algorytméw adaptacyjnych dla wspomnianych
jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen trygonometrycznych. Istota proponowanych
algorytméw adaptacyjnych jest mozliwo$é automatycznego doboru takiej liczby prébek
sygnatu, ktora jest wystarczajaca do obliczenia przeksztalcenia catkowego z zadang
doktadnoscia, tutaj wyrazong w metryce Czebyszewa. Propozycje algorytmoéow adap-
tacyjnych dla wszystkich rozwazanych przeksztatcen zamieszczono w ostatnich dwéch
sekcjach niniejszego rozdziatu.

Stad na podstawie przeprowadzonych rozwazan oraz otrzymanych wynikéw mozna
stwierdzié, iz

e Mozliwa jest budowa algorytméw adaptacyjnych dla przeksztalcen trygonome-
trycznych Fouriera oraz kosinusowego i sinusowego przeksztalcenia Fouriera, kto-
re daja mozliwo$¢ obliczania reprezentacji sygnalow w bazach tych przeksztalcen,
zgodnie z kryterium dokladnosci reprezentacyi - czasu realizacji obliczen.

o W Swietle przyjetych zatozen, zaproponowane wyrazenia kontrolujace dobér licz-
by probek w kolejnych etapach adaptacji, maja charakter heurystyczny.

e Majac na uwadze charakter przyjetej heurystyki, a takze sposob jej wyznaczenia,
mozna wnioskowaé, iz analogiczne algorytmy adaptacyjne da sie¢ skonstruowac
dla przypadkow wiecej niz dwuwymiarowych przeksztatcen trygonometrycznych.

Zgodnie z zaproponowanymi algorytmami adaptacyjnymi, proces obliczania kwa-
dratury (kubatury) w postaci 2N punktowego (2N na 2M punktowego) przeksztalcenia
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dyskretnego jest na kazdym etapie adaptacji realizowany na podstawie calego dostep-
nego zbioru 2N préobek (2N na 2M prébek). Zatem do obliczania wartosci kwadratury
(kubatury) na biezacym etapie nie jest wykorzystywana warto$¢ kwadratury (kubatu-
ry) obliczonej na etapie poprzedzajacym. Takie podejscie daje ztozonosé obliczeniowa
rzedu O(N?) (rzedu O(N*?) dla przypadku dwuwymiarowego) dla kazdego etapu ad-
aptacji. W tym miejscu nalezy zada¢ pytanie: czy mozliwa jest redukcja ztozonosci
zaproponowanych algorytméw adaptacyjnych, np. poprzez zastosowanie szybkich algo-
rytméw obliczania dyskretnych przeksztalcen trygonometrycznych? Odpowiedz na to
pytanie jest twierdzaca. Do tego celu wymagane sa jednak szybkie algorytmy, ktore
umozliwia obliczanie przeksztalcenia 2N punktowego (2N na 2M punktowego) bez-
posrednio na bazie przeksztalcenia N punktowego (N na M punktowego). Algorytmy
takie nosza miano szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie [52]. Wzory roz-
ktad6w takich algorytméw dla dyskretnych (jedno- i dwuwymiarowych) przeksztatcen
kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju zostaly opisane w roz-
dziale 4 niniejszej ksiazki. Algorytmy te daja mozliwosé budowy szybkich algorytméow
adaptacyjnych, ktére zaprezentowane zostaly w rozdziale 5.

Dodatkowo w rozdziale 6 zamieszczono wyrazenia oceny bledu w innych, niz me-
tryka Czebyszewa, popularnych metrykach wykorzystywanych w zadaniach cyfrowego
przetwarzania danych.



rozdziale 3 przedstawione zostalty propozycje algorytméw adaptacyjnego
obliczania jedno- i dwuwymiarowych przeksztalcen Fouriera. Przy czym
\/ /| adaptacyjne obliczanie przeksztatcen trygonometrycznych realizowane jest
W oparcm o kwadratury calkowania numerycznego. Dla rozwazanych przeksztatcen cal-
kowych jako kwadratury numeryczne wybrano dyskretne jedno- i dwuwymiarowe prze-
ksztalcenia Fouriera oraz kosinusowe i sinusowe przeksztalcenia drugiego i czwartego
rodzaju (patrz rozdzial 3). Zaproponowane podejécie adaptacyjne umozliwia automa-
tyczny doboér liczby probek sygnatu wejsciowego, ktora jest zalezna od zgdanej doktad-
nosci numerycznego obliczania widma. Ztozonosé¢ obliczeniowa zaproponowanych algo-
rytméw adaptacyjnych jest rzedu O(N?) dla przeksztalcen jednowymiarowych, oraz
rzedu O(N?) dla przypadku dwuwymiarowego.

Jak juz wspomniano w rozdziale 3, istnieje mozliwo$¢ redukeji ztozonosci oblicze-
niowej algorytmoéow adaptacyjnych poprzez zastosowanie szybkich algorytmdéw oblicza-
nia dyskretnych przeksztatcen trygonometrycznych. Dla przypadku jednowymiarowego
wymagane szybkie algorytmy powinny umozliwi¢ obliczanie kwadratur wyznaczanych
w danych kroku adaptacji z wykorzystaniem ich wartosci z etapu poprzedzajacego. Wy-
moég ten sprowadza sie do obliczania przeksztalcenia 2 N-punktowego, ktére odpowia-
da kwadraturom wyznaczanym na danym etapie adaptacji, bezpos$rednio na podstawie
przeksztalcenia N-punktowego, ktore obliczono na etapie poprzedzajacym. Wilasnosé
takg posiadaja tzw. szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie. W przypadku dwu-
wymiarowym stosuje sie analogiczne podejscie.

Gwaltowny rozwdj metod syntezy szybkich algorytméw obliczania dyskretnego prze-
ksztalcenia Fouriera zapoczatkowala praca [28] z 1965 r. W pracy tej zaprezentowano
szybki algorytm o ztozonosci O(NlogaN), podezas gdy w latach wezesniejszych (poza
nielicznymi autorami (patrz rozdzial 1), ktérych prace nie zyskaly naleznej popular-
noéci), bariera O(N?) wydawata si¢ nie do przezwycigzenia. Algorytm przedstawiony
w artykule [28] jest do dnia dzisiejszego najpopularniejszym szybkim algorytmem obli-
czania przeksztalcenia Fouriera. Zaklada on obliczanie przeksztalcenia N-punktowego
dla N = N; N5 na podstawie N7 przeksztalcen o liczbie Ny punktow. Jezeli parametr Ny
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu dwoch liczb, to dany schemat mozna stosowaé
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rekurencyjnie. Uzyskiwana zlozono$é obliczeniowa jest rzedu O(NlogaN). W przypad-
ku N bedacego catkowita potega dwoch, oraz Ny = 2, otrzymujemy tak zwany szybki
algorytm typu radix-2.

Kolejne lata to prace nad poszukiwaniem bardziej efektywnych algorytmow, przy
czym rzad obliczenn O(NlogaN) do dzi$ dnia pozostaje ten sam. Jako przyklady mozna
podaé: szybki algorytm typu radix-4 [11, 121] dla N = 2”7 i parzystych p - uzyskano
przyspieszenie o okoto 25% w stosunku do radix-2, schemat obliczania dyskretnego
przeksztalcenia Fouriera za pomoca transformaty swiergotowej - mozliwos¢ sprzetowej
realizacji obliczen przy uzyciu filtr6w splotowych [13, 105], algorytm Rader’a-Brenner’a
[106] o zredukowanej liczbie mnozen kosztem wigkszej liczby dodawan, to takze algo-
rytm Bruun’a [18] o arytmetyce rzeczywistej dla sygnaléw przyjmujacych wartosci
rzeczywiste, algorytm Winograda [149] dla N = N1 N,...Ny, gdzie N; dlai=1,2,...,d
sa parami pierwsze - znaczaca redukcja dodawan i mnozen (zlozonosé liniowa), czy tez
algorytm ”split-radix 2/4” [35] taczacy cechy algorytméw radix-2 i radix-4, tzn. N =27
dla p calkowitych oraz przyspieszenie obliczen o okolo 25% w poréwnaniu z radix-2.
To réwniez techniki obliczania wybranych prazkéw widma Fouriera (rekurencyjny al-
gorytm Goertzela), rekurencyjnego wyznaczania dyskretnego przeksztatcenia Fouriera
w chwili, gdy zmianie ulega jedynie pierwsza (lub ostatnia) prébka sygnatu [161], oraz
metoda obliczania przeksztalcenia 2/N-punktowego dla sygnalu rzeczywistego, przy
uzyciu przeksztalcenia N-punktowego (w jez. ang. Packing Algorithm) [26, 122].

Ostatnie klika lat to publikacje zawierajace miedzy innymi propozycje: metod auto-
matycznej generacji szybkich algorytméw dla przeksztalcen trygonometrycznych [103],
algorytmu o liniowej ztozonosci multiplikatywnej 1 prostszej strukturze niz algorytm
Winograda [3], czy tez efektywne implementacje programowe znanych juz algorytméow
dla nowoczesnych procesoréw, np. z wykorzystaniem instrukeji jednoczesnego mnozenia
i dodawania FMA (ang. Fused Multiply-Add Instruction) [87].

Wiele ze znanych szybkich algorytméw obliczania dyskretnego przeksztatcenia Fo-
uriera spelnia wspomniane wymagania algorytméw adaptacyjnych, sa to miedzy in-
nymi algorytmy typu radix-2 [28] i "split-radix 2/4” [35], ktére wybrano w niniejszej
monografii, a ich wzory rozkladu zamieszczono w sekcji 4.1.1.

Zagadnieniom syntezy szybkich algorytméw dla dyskretnych przeksztalcen kosi-
nusowych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju po$wiecono réwnie wiele uwagi.
Algorytmy te mozna najogoélniej podzieli¢ na dwie grupy: algorytmy posrednie, ktore
wykorzystujg szybkie algorytmy innych przeksztatceri, np.: Fouriera [5, 46, 47, 86, 152],
Walsha-Hadamarda [151], czy tez przeksztalcenia Hartleya [76], oraz algorytmy bezpo-
Srednie, oparte o faktoryzacje macierzy przeksztalcen kosinusowych i sinusowych, np.
[22, 66, 134, 145, 157], ktére cechuje mniejsza zlozono$é obliczeniowa niz algorytmy
z pierwszej grupy. Ostatnie lata to miedzy innymi prace nad: algorytmami dwueta-
powymi [53, 150, 156] o prostych strukturach, dajacych redukcje wymagan dla imple-
mentacji sprzetowych, algorytmy rekurencyjne obliczajace przeksztatcenia N-punktowe
na bazie wielu przeksztatcen o niewielkiej (réznej) liczbie punktéw (ang. Paired Trans-
forms) [44] - uzyskano znaczne redukeje operacji arytmetycznych, to réwniez algorytmy
przyblizone oparte o arytmetyke stalopozycyjna, o mniejszych wymaganiach w stosun-
ku do ich implementacji sprzetowych [49, 104, 111], czy tez algorytmy dedykowane dla
komputeréw kwantowych [143].

Dla dyskretnych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego
rodzaju, wymagane z punktu widzenia rozwazanym algorytmow adaptacyjnych szybkie
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struktury obliczeniowe z przerzedzeniem w czasie, zaproponowane zostaly w pracach
[54, 55] odpowiednio dla przypadku sygnatéw jedno- i dwuwymiarowych. Za punkt
wyjscia przyjeto zaprezentowane w artykule [156] szybkie algorytmy dwuetapowe dla
przeksztalcen: DCT-II, DCT-IV, DST-II oraz DST-IV, a nastepnie na ich podstawie
skonstruowano algorytmy z przerzedzeniem w czasie, jedynie poprzez zastosowanie in-
nej niz bit-reverse [73] permutacji elementéw wejsciowego ciggu danych. Stad propo-
nowane szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie charakteryzuje taka sama zlozo-
no$¢ obliczeniowa co znane algorytmy dwuetapowe, tzn. ztozonosé obliczeniowa rzedu
O(NlogaN).

W sekcji 4.1.2 zamieszczono wzory rozktadéw szybkich algorytmoéow dwuetapowych,
natomiast w sekcji 4.1.3 znalez¢ mozna wyprowadzenia szybkich algorytméw z prze-
rzedzeniem w czasie dla przeksztalcen: DCT-II, DCT-IV, DST-II oraz DST-IV. Przez
wzglad na bezposrednie analogie pomiedzy rozwazanymi przypadkami, wyprowadzenia
poszukiwanych szybkich algorytméw zademonstrowano wylacznie na przyktadzie prze-
ksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju. Ponadto dla wszystkich przedstawionych
szybkich algorytmoéw zamieszczono wyrazenia pozwalajace na doktadne okreslenie licz-
by operacji arytmetycznych w postaci dodawan (odejmowan) i mnozen, ktérych liczba
jest zalezna od dlugosci przeksztalcenia.

W praktyce do szybkiego obliczania przeksztatcen dwuwymiarowych czesto stosuje
sie tzw. podejscie wierszowo-kolumnowe oparte o wlasno$é¢ separowalnosci catkowych
przeksztalcen Fouriera. Podejscie to wykorzystuje szybkie algorytmy dla przeksztatcen
jednowymiarowych, ktore stosuje sie poczatkowo do kazdego z wierszy (kazdej z ko-
lumn), a nastepnie do kazdej z kolumn (kazdego z wierszy) macierzy prébek sygnatu
wejdciowego [154]. Metoda ta nie moze byé jednak wykorzystana do szybkiego oblicza-
nia przeksztatcen catkowych w oparciu o proponowane schematy adaptacyjne (patrz
rozdzial 3). W tym przypadku, podobnie jak dla przeksztalcen jednowymiarowych,
wymagane sg szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie, ktére umozliwia obliczanie
przeksztalcenia 2N na 2M-punktowego, odpowiadajacego kwadraturze wyznaczanej
na danym etapie adaptacji, na bazie przeksztatcenia N na M-punktowego, bedacego
kwadratura pozyskana w poprzednim kroku. W przypadku przeksztalcenia Fouriera
wymagany szybki algorytm zostal opisany w pracy [8]. Wzdr rozktadu tego algorytmu
zamieszczono w sekcji 4.2.1. Dla dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych
drugiego i czwartego rodzaju algorytmy takie opisano w pracy [55]. Wzory rozkladu
tych algorytméw, wraz z wzorami na doktadne liczby wymaganych operacji dodawan
(odejmowan) i mnozen, zostaly zamieszczone w sekcji 4.2.3 monografii.

W dodatku A zestawiono procedury napisane w jezyku C, ktére zawierajg imple-
mentacje wszystkich przedstawionych szybkich algorytméw, wilacznie z procedurami
realizujacymi wymagane permutacje elementow wejéciowych ciagéw danych.

4.1. Szybkie algorytmy dla dyskretnych przeksztalcenn jedno-
wymiarowych

4.1.1. Szybkie algorytmy dla dyskretnego przeksztalcenia Fouriera

W niniejszej sekcji przedstawione zostang wzory rozktadéw szybkich algorytmow z prze-
rzedzeniem w czasie dla dyskretnego jednowymiarowego przeksztalcenia Fouriera, typu
radix-2 [28] oraz ”split-radix 2/4” [35].
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Algorytm z przerzedzeniem w czasie typu radiz-2

W pracy [28] przedstawiony zostal jeden z najpopularniejszych algorytmoéw szyb-
kiego obliczania dyskretnego przeksztalcenia Fouriera (FFT z ang. Fast Fourier Trans-
form). Nie nalezy on do najszybszych znanych algorytméw, jednakze charakteryzuje
go prostota i tatwos¢ implementacji w dowolnym jezyku programowania. Algorytm ten
nalezy do klasy algorytméw z przerzedzeniem w czasie typu radix-2. Doktadny jego
opis wraz z wyprowadzeniem znalez¢ mozna na przyktad w pracach [28, 73, 88].

Zacznijmy od przypomnienia definicji dyskretnego przeksztalcenia Fouriera przed-
stawionej w rozdziale 2. Niech z(n) oznacza N elementowy ciag liczb rzeczywistych,
ktéry reprezentuje probki sygnatu wejsciowego x(t) pobierane w dyskretnych chwilach
czasowych t,, gdzie N jest liczbg naturalna, bedaca potega dwoch. Zalozenie takie jest
niezbedne w przypadku szybkich algorytmoéw typu radix-2 i wynika z rekurencyjne-
go podzialu ciggu wejsciowego na elementy o indeksach parzystych i nieparzystych.
Wowczas dyskretne przeksztalcenie Fouriera definiujemy jako

N-1
Xy(k) = DFTy{a(n)} £ T SEQIER (4.1)

gdzie
o 2 2
Whr = =% hn = cos(%k:n) - Zsm(%k:n)

dla k =0,1,..., N — 1. Zgodnie z praca [28] wzdr rozkladu szybkiego algorytmu typu
radix-2 z przerzedzeniem w czasie dla jednowymiarowego przeksztalcenia Fouriera (4.1)
przyjmie posta¢ wyrazenia

Xn(k) = Xo(k) + X1 (k)WY
(4.2)
Xn(k+ %) = Xo(k) — X1 (k)W§

dlak=0,1,..,N/2 -1, gdzie

Xo(k) = DFTy {z(2n)},

Xy (k) = DFTy{x(2n + 1)}

Z réwnania (4.2) widaé, iz wedlug algorytmu radix-2 przeksztalcenie N-punktowe obli-
czane jest na bazie dwéch przeksztatcen N/2-punktowych, ktére operujg odpowiednio
na parzystych i nieparzystych elementach wejSciowego ciggu danych, przy czym wyni-
ki otrzymane po przeksztalceniu nieparzystych elementéw wymnazane sa dodatkowo
poprzez czynnik W¥.

Jezeli przyjmiemy, ze przeksztatcenie Xy (k) odpowiada kwadraturze N-punktowej,
to przeksztalcenie Xy(k) bedzie kwadratura N/2-punktowa obliczona na poprzednim
etapie adaptacji. Stad szybki algorytm obliczania DFT opisany zaleznoscig (4.2), moze
postuzy¢ do budowy szybkiego algorytmu adaptacyjnego obliczania catkowego prze-
ksztalcenia Fouriera.

Rekurencyjne uzycie wzoru (4.2) umozliwia szybkie obliczenie przeksztalcenia DF'T
dla liczby punktéw N bedacej potega dwdch, tzn. spelniajacej warunek N = 2°, gdzie
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Rysunek 4.1: Graf przeptywowy szybkiego algorytmy typu radix-2 dla N = 16 punk-
towego DFT

s jest liczbag naturalng. Graf przeptywowy szybkiego algorytmu typu radix-2 dla dys-
kretnego przeksztatcenia Fouriera w przypadku, gdy N = 16 przedstawiony zostal na
rysunku 4.1. Dla przejrzystosci zapisu kolejne wspotczynniki transformaty oznaczono
przez X (k) dlak=0,1,...,N — 1.

Poniewaz w kazdym kroku rekurencyjnego obliczania przeksztalcenia zgodnie z wy-
razeniem (4.2), elementy ciagu wejéciowego grupowane sa na elementy o indeksach
parzystych i nieparzystych, to postepowanie takie wymusza pewna specyficzna per-
mutacje elementéw transformowanego ciagu wejsciowego x(n) dlan =0,1,...,N — 1.
Kolejnosé taka nosi nazwe bit — reverse [73, 88] przez wzglad na mozliwo$é wyzna-
czenia nowego indeksu n dla elementu ciagu z(n), poprzez odwrécenie kolejnosci za-
pisu bitéw w rozwinieciu dwojkowym indeksu biezacego. W tabeli 4.1 przedstawiono
przyporzadkowanie indeksom ich odpowiednikow w kolejnosci bit — reverse, ktore jest
charakterystyczne dla permutacji szesnastoelementowego ciggu danych.

Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu radix-2 jest rzedu O(NlogaN). Na wyznaczenie
doktadnej liczby operacji rzeczywistych mnozeit Mn}? i dodawan Do%?, w zaleznosci
od dtugosci przeksztalcenia, pozwalaja wyrazenia (4.3) [88]

Mn7¢ = 2N (logy N — 2) + 4,
(4.3)
Do2 = 3N (logy N —1) + N + 2.
W dodatku A zamieszczono procedury napisane w jezyku C, ktére realizuja zaréwno

przemieszanie zgodne z kolejnoscia bit — reverse (procedura A.1), jak i szybkie dys-
kretne przeksztalcenie Fouriera wedlug wzoru rozkladu (4.2) (procedura A.2).
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Tabela 4.1: Przyporzadkowanie indekséw w kolejnosci bit-reverse dla szesnastoelemen-
towego ciggu danych

indeks | bit-reverse| indeks | bit-reverse

0000 (0) | 1000 (8) | 0001 (1)

1000 (8) | 1001 (9) | 1001 (9)

0100 (4) | 1010 0101 (5)

1101 (13)

1010 (10) | 1101 1011 (11)

0110 (6) | 1110 0111 (7)

(0)
(1)
(2) (10)
0011 (3) | 1100 (12) | 1011 (11)
(4) | 0010 (2) | 1100 (12) | 0011 (3)
(5) (13)
(6) (14)
(7) (15)

1110 (14) | 1111 1111 (15)

Algorytm z przerzedzeniem w czasie typu ”split-radix 2/4”

Szybki algorytm typu split-radix zaproponowany w pracy [35] taczy w sobie cechy
algorytméw radix-2 i radix-4. Dzieki czemu cechuje go ztozonosé obliczeniowa typowa
dla algorytmu radix-4, tj. o 25% mniejsza niz radix-2, oraz mozliwo$é obliczania prze-
ksztalcen, ktérych diugosci sa potegami dwoch, a nie czterech tak jak ma to miejsce
w przypadku algorytmow typu radix-4. Tutaj przeksztalcenie N-punktowe oblicza-
ne jest na bazie jednego przeksztalcenia N/2-punktowego oraz dwdch przeksztatcen
o dlugosci N/4-punktéw. Zgodnie z [35] wzdr rozktadu szybkiego algorytmu ”split-
radix 2/4” z przerzedzeniem w czasie dla jednowymiarowego przeksztalcenia Fouriera
opisuje wyrazenie

XN(k) = Xo(k) + Xg(k)W}@ + Xg(k)Wﬁ}’ﬂ
(4.4)
Xn(k+ %) = Xo(k) — Xo(k)WE — X3(k)W3F

dlak=0,1,..,N/2 —1, gdzie

Xn(k) = DFT{x(n)}, Xo(k) = DFT%{I(2TL)},

X (k) = DFTy{w(4n + 1)}, Xy(k) = DF Ty {w(4n +3)}.

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze algorytm typu ”split-radix 2/4” spelnia wymagania
potrzebne do budowy szybkiego algorytmu adaptacyjnego obliczania przeksztalcenia
Fouriera. Takze i w tym przypadku, Xy (k) odpowiada kwadraturze N-punktowej ob-
liczanej na danym etapie adaptacji, natomiast Xo(k) reprezentuje kwadrature N/2-
punktowg obliczong na etapie wczesniejszym. Dodatkowe przeksztatcenia wymagane
do wyznaczenia Xy(k), to dwa przeksztalcenia N/4-punktowe okreslone na elemen-
tach x(4n + 1) oraz x(4n + 3), ktérych wartosci wymnazane sa odpowiednio poprzez
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czynniki W¥ i W3k, Rekurencyjne uzycie zaleznosci (4.4) pozwala na szybkie obli-
czanie jednowymiarowego przeksztatcenia Fouriera o dlugosci bedacej potega dwoch,
przy czym elementy wejéciowego ciagu danych nalezy posortowaé zgodnie z kolejnoscig
przemieszania bit — reverse.

Doktadna liczbe operacji rzeczywistych dodawan Doy i mnozen Mny dla algoryt-
mu ”split-radix 2/4” definiuja ponizsze zaleznosci [35]

Mn% = N(logy N — 3) + 4,

Dot = 3N(logy N — 1) + 4.

W dodatku A zamieszczono procedure napisang w jezyku C, ktéra realizuje szybki
algorytm obliczania przeksztalcenia Fouriera wg. wzoru rozkladu (4.4) (patrz procedura
A2).

4.1.2. Szybkie algorytmy dwuetapowe dla dyskretnych przeksztalcen kosi-
nusowych i sinusowych

Na tresé¢ niniejszej sekcji sktadaja si¢ zamieszczone w pracy [156] wzory rozktadéw
szybkich algorytméw dwuetapowych dla jednowymiarowych dyskretnych przeksztal-
cen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju.

Przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju

Jako pierwszy rozpatrzony zostanie przypadek szybkiego algorytmu dwuetapowe-
go dla jednowymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego drugiego rodzaju
(FCT-II). Poniewaz algorytm ten stanowi punkt wyjscia dla wyprowadzenia szybkiego
algorytmu z przerzedzeniem w czasie, to w dalszej czesci paragrafu podane zostanie do-
ktadne wyprowadzenie wzoru rozktadu dla tego algorytmu. Na poczatku przypomniana
zostanie jednak definicja dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego drugiego rodzaju.

Niech z(n) oznacza N-elementowy ciag liczb rzeczywistych bedacych prébkami
transformowanego sygnatu x(t), ktore pobierane sa w dyskretnych chwilach czasowych
t). Wowcezas jednowymiarowe dyskretne przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju,
okreslone dla ciggu x(n), definiujemy jako

N—1 1
XSG (k) = DCTIIn{z(n)} 2 25 | 37 2(n)cos(=k(n + -)) (4.5)
N|& N 2
dla k=0,1,...., N — 1, gdzie
2 dla k =0,
Pk =
1dla k # 0.

§ s 1 . 5 ¥ § % . &
Poniewaz stale § i py nie wplywaja na sposob wyprowadzenia szybkiego algorytmu
i mnozenia przez nie mozna wykona¢ na samym koncu, to dla przejrzystosci zapisu
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zostang one pominiete w dalszych przeksztatceniach. Wéwcezas rozpisujac sume w wy-
razeniu (4.5) na dwie sumy odpowiednio po elementach o indeksach n parzystych i nie-
parzystych, otrzymujemy

N/2-1 -
XS = Z:O x(2n)cos (Nk(Qn—l— %)) +
N/2-1 .
+ Z z(2n + 1)cos (Nk:(Qn + g)) = (4.6)
g w 11
— ngo 2(2n)cos <(1;,)k(n+ 5 4))
K w1 LY
+ nz::Ox(nJr )cos(FJg—) (n+§+i)>
Nz T 1 s
— nz::O x(2n)cos <@k(n -+ 5) ~ N > +

=

Nj2-1 -
+ > x(2n+1)cos <mk(n + %) - ﬁk> .

Nastepnie korzystajac z wlasnosci kosinusa dla sumy katéw: cos(a+5) = cos(a)cos(B)+
sin(a)sin(B), oraz dla réznicy katéw: cos(a — 3) = cos(a)cos(f) — sin(a)sin(B), to
wyrazenie (4.6) mozna zapisaé w postaci

n=0

XG (k) = N/fll‘(?n) [COS (Wk?(n + 1)) cos <lk> +
(ﬂ) 2 2N

n=0 2

=

+

+ sin (@k(n + %)) sin (%k)
N N/i—lx(Qan 1) |cos ((z)kz(n + ;)) cos (%k) _

2

Stosujac w tym miejscu Whasnoé¢ 2.4.1, zamieszczona w rozdziale 2 i dotyczaca zwiaz-
kéw symetrii pomiedzy dyskretnym przeksztalceniem kosinusowym i sinusowym dru-
giego rodzaju, dalej zapisujemy wyrazenie (4.7) jako

XM (k) = Nglx&n) cos Ll{:(n—f—l) cos (Lk>+
N (&) 2 2N

n=0

+

+ (~1)cos ((%% —k)(n+ %)) sin (5:h)
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N/2-1

+ Z (2n+1)

cos (ék(nJr %)) cos (2Nk>
(—1)"cos (@(% B+ %)) s (%k)] ,

2

gdzie po odpowiednim zgrupowaniu sktadnikéw otrzymujemy wyrazenie postaci
s
cos | —=k
(QN ) *

~Bin+ )

CII >y ™ 1
X5k =1 > (z(2n) +z(2n+1)) cos (—k:(n + 5))

n=0 (%)

(4.8)

+

2| =

1\/7%1(_1)” (z(2n) — z(2n + 1)) cos <(:T)( sin (%kj)

dla k =0,1,..., N/2 — 1. W analogiczny sposéb na podstawie wlasnosci (2.4.2) otrzy-
mujemy

N/2-1 - 7r
XSH(N-k)=~— [ Zo (z(2n) + x(2n + 1)) cos <(N)k(n + ;)) sin (ﬁk) +
(4.9)
N/2-1 i _
+ Z (=1)" (z(2n) — z(2n 4+ 1)) cos (m(g —E)(n+ %)) cos (ﬂk)

dla k=0,1,..., N/2 — 1. Woéwczas wprowadzajac dodatkowe oznaczenia postaci

N/2—1

> (z(2n) + z(2n + 1)) cos <(§>k(n + ;))

n=0

X$M (k)

N/2—1 _ i
XMk = Z [(=1)" (x(2n) + 2(2n + 1))] cos <mk(n + _)> 7

n=0 2

oraz korzystajac ze wzordéw (4.8) i (4.9), mozemy zapisa¢ wzér rozktadu szybkiego
dwuetapowego algorytmu obliczania dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego drugie-
go rodzaju w ostatecznej postaci, za pomoca nastepujacych zaleznosci

N
XSG (k) = X§M (k)cos (%@ + XlCH(E — Huin (%k)

dlak=1,2,..,N/2 -1,

N
X§U(N — k) = XPU (5 -

5 k)cos (—k’) XM (k)sin (%k) (4.10)

2N
dlak=1,2,...,N/2 —1 oraz

X§M(0) = XP1(0), X§(5)

(0)-
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Obliczanie przeksztalcenia N-punktowego zgodnie ze wzorem rozkladu szybkiego
algorytmu dwuetapowego odbywa sie z wykorzystaniem dwoch przeksztalcen N/2-
punktowych, ktore nie operuja bezposrednio na elementach ciggu wejsciowego, lecz na
sumach i réznicach elementow o indeksach parzystych i nieparzystych. Stad algorytm
ten nie nadaje sie do budowy szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla przeksztatcenia
kosinusowego.

Poprzez rekurencyjne uzycie wyrazenia (4.10) otrzymujemy postaé szybkiego algo-
rytmu dwuetapowego dla przeksztalcenia o dhugosci bedacej catkowita potega dwdéch.
Woéwczas elementy wejsciowego ciagu danych musza by¢ przemieszane zgodnie z kolej-
noécig bit — reverse.

Z wzoru (4.10) wynika, iz szybki algorytm dwuetapowy DCT-II charakteryzuje zto-
zonos¢ obliczeniowa rzedu O(Nlogs N ). Doktadna liczbe operacji rzeczywistych mnozen
Mn§!T i dodawan Do§!! podaja nastepujace wyrazenia

MnST = 2N (logsN — 2) + N + 3,
(4.11)
Dot = 2N (logyN — 1) + 2.

Wyprowadzenia szybkich algorytmow dwuetapowych dla dyskretnych przeksztal-
cen: sinusowego drugiego rodzaju oraz kosinusowego i sinusowego czwartego rodzaju
przebiegaja w sposéb analogiczny do przypadku przeksztatcenia DCT-II. Zatem w dal-
szej czesci niniejszego rozdziatu zostana zamieszczone jedynie wzory rozktaddéw szyb-
kich algorytméw dwuetapowych dla tych przeksztalcen.

Przeksztalcenie kosinusowe czwartego rodzaju
Dyskretne przeksztaltcenie kosinusowe czwartego rodzaju dla N-elementowego ciggu
liczb rzeczywistych z(n) definiuje ponizsza zaleznosé (patrz rozdziat 2)

XU (k) = DOTIVy{x(n)} £ % Z_ x(n)cos(%(k‘ - %)(n - %))

dla k =0,1,..., N — 1, gdzie 2(n) oznacza N-elementowy zbiér prébek sygnatu z(t),
pobranych w chwilach t/,. Pomijajac czynnik normalizujacy ﬁ, przez ktory mnozenie
mozna wykonaé na kornicu, oraz stosujac wyprowadzenie analogiczne do przypadku prze-
ksztalcenia drugiego rodzaju, otrzymujemy dla przeksztalcenia DCT-IV wzér rozktadu
szybkiego algorytmu dwuetapowego (FCT-IV) w postaci

1
XGV (k) = XEV(k)cos (%(k + 5)) +

(4.12)
N 1 T 1
crvest = . e -
KT g -k 2)”"(2N(’H ))7
dlak=0,1,...,N/2 —1 oraz

XSV(IN-k—-1) = chfv(ﬁ_k_l)c%(i(wrl))_
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dla k=0,1,..., N/2 — 1, gdzie X§TV (k) i XFTV (k) sa okreslone jako

N/2-1 - i i
X§™M(k)= > (z(2n) +2(2n+ 1)) cos ((k; +)(n+ )) ,

m

N/2-1 =
chlv(k:) = Z (=)™ (z(2n) — z(2n 4+ 1))) cos (@(k + 1)(n + 1))

n=0 2

n=0

dla k =0,1,...,N/2 — 1, to N/2-punktowe przeksztalcenia kosinusowe czwartego ro-
dzaju.

Na podstawie powyzszej zaleznosci widaé, iz przeksztalcenie N-punktowe obliczane
jest na bazie dwoch przeksztalcei N/2-punktowych operujacych na sumach i réznicach
elementow wejéciowego ciagu danych. Zatem algorytm zbudowany zgodnie z zalezno-
$cig (4.12) nie spelnia warunku wymaganego dla budowy szybkiego algorytmu adap-
tacyjnego, ktory zaklada, iz przeksztalcenie N-punktowe wyznacza sie bezposrednio
na bazie przeksztatcenia N/2-punktowego, ktore jest odpowiednikiem kwadratury ob-
liczanej w poprzednim kroku adaptacji, oraz na bazie zbioru N/2 prébek dobranych
na danym etapie adaptacji.

Ze wzoru (4.12) wynika, iz zlozono$é obliczeniowa algorytmu dwuetapowego dla
dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego czwartego rodzaju jest rzedu O(NlogaN).
Doktadna liczbe operacji rzeczywistych dodawan Do§!" oraz mnozeti Mn§!Y | uzalez-
niong od dtugosci przeksztatcenia N, mozna wyznaczy¢ przy pomocy nastepujacych
wyrazen

1
Mn§IY = 2N (loggN + 5) ,

(4.13)
DoS!V = 2Nlog,N.

Poprzez rekurencyjne zastosowanie zaleznosci (4.12) mozna obliczy¢ jedynie prze-
ksztatcenie o dlugosci N bedacej catkowityg potega dwdch. Takze 1 w tym przypad-
ku elementy wejsciowego ciagu danych musza by¢ przemieszane zgodnie z kolejnoscia
bit — reverse.

Przeksztalcenie sinusowe drugiego rodzaju

Niech z(n) oznacza N-elementowy ciag liczb rzeczywistych bedacych prébkami sy-
gnatu wejsciowego. Wowczas dyskretne przeksztalcenie sinusowe drugiego rodzaju de-
finiujemy jako (patrz rozdzial 2)

N-1

1
XSH(k) = DSTIy{z(n)} & 25| ST a(n)sin( = (k + 1)(n + =)
N n=0 N 2
dla k =0,1,..., N — 1, gdzie
2dla k=0,

Pr =
1dla k #0.
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Wzér rozktadu szybkiego algorytmu (FST- II) dwuetapowego dla danego przeksztal-
cenia, z pominieciem stalej % oraz py, przedstawia ponizsza zaleznosé

XS (k) = X5U(k)cos (%(k‘ + 1))
(4.14)
_ XlSH(% — k— 2)sin (%(l@ + 1)) :

dla k=0,1,...,N/2 —1 oraz
N

XN =h=9 = XU

5 —k—2)sin (%(k + 1))

T
+ XM (k)cos (W(k; + 1))
dla k=0,1,...,N/2 — 1, gdzie

N/2-1 -
XgM(k) = > (2(2n) +2(2n+ 1)) sin ((k +1)(n+ 1)) ,

n=0 <%) 2
Nj2-1 -
XPH (R = Zo (=)™ (z(2n) + z(2n + 1))) sin (@(l@ +1)(n+ %))

dlak=0,1,..,N/2 — 1.

Dwuetapowy algorytm FST-II charakteryzuje ta sama ztozono$¢ obliczeniowa co
szybki algorytm dla przeksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju. Stad, takze i tym
w przypadku, doktadna liczbe operacji rzeczywistych dodawan Do’ i mnozeti Mn3i!
podaja zaleznosci postaci

MM = 2N (logoN —2) + N + 3,
(4.15)
DT = 2N (logaN — 1) + 2.

Przeksztalcenie sinusowe czwartego rodzaju
Znoéw stosujac analogiczne wyprowadzenie do pokazanego dla przypadku przeksztal-
cenia DCT-II, mozna wyznaczy¢ szybki algorytm dwuetapowy dla dyskretnego prze-
ksztalcenia sinusowego czwartego typu (FST-IV). Przeksztalcenie to dla N-elementowego
ciagu wejsciowego x(n) definiuje si¢ jako (patrz rozdzial 2)
SIv a1 [ . 1 1
X3V (k)= DSTIVy{z(n)} = — Z z(n)sin(—(k+ =)(n+ 2))
N | = N 2 2
dla k =0,1,..., N — 1. Szybki algorytm dwuetapowy dla tego przeksztalcenia opisuja
natomiast zaleznosci
T 1
XV(k) = X5V (k)cos (ﬁ(/ﬂ + 5)) —
(4.16)
N 1 7T 1
= XSV — -4 (— k 7)
V(G — k= sin (-6 +3)).
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dlak=0,1,..,N/2 -1,

: ™ 1
XSV(N—k—-1) = X3V(k)sin (ﬁ(k +- 5)) +

N 1 ™ 1

stv V1 T £
+ X (2 k 2)005 (2N<k+2))

dlak=0,1,..,N/2 -1, gdzie
e ™ 1 1
XgW(k)= 3 (2(2n) +z(2n+1)) sin m(k+§)(n+§) ;
n=0 D)

N/2—-1 i
Xlsfv(k') — Z ((=1)" (z(2n) + z(2n + 1))) sin (N(k; + })(n + 1))
n=0 ( ) 2 2

2

dlak=0,1,...,N/2—1, to N/2 - punktowe przeksztalcenia DST-IV okreslone na sumie
i réznicy elementéw wejsciowego ciagu z(n).

Ze wzoru (4.16) wynika, iz ztozono$é dwuetapowego algorytmu jest rzedu O(NlogaN).
Doktadna liczbe operacji rzeczywistych dodawaii Do3!V i mnozen Mn3!V moina wy-
znaczy¢ przy pomocy zaleznosci

1
MnSlV = 2N (loggN + 5) ,

(4.17)
DoV = 2Nlogy N.

Stosujac wzor rozktadu w sposob rekurencyjny mozna zbudowaé szybki algorytm
dwuetapowy dla dyskretnego przeksztalcenia sinusowego czwartego rodzaju o dtugosci
N bedacej potega dwobch.

4.1.3. Szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnych prze-
ksztalcen kosinusowych i sinusowych

W poprzedniej sekcji przedstawiono szybkie algorytmy dwuetapowe dla dyskretnych
przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju. Jak wspo-
mniano, algorytmy te nie posiadajg struktur odpowiednich do budowy szybkich al-
gorytmoéw adaptacyjnych. Stanowié¢ jednak beda baze dla wyprowadzen szybkich al-
gorytmow z przerzedzeniem w czasie, ktérych wzory rozkladu przedstawione zostang
w niniejszej sekcji.

Poniewaz we wszystkich rozwazanych przypadkach wyprowadzenia szybkich algo-
rytméw z przerzedzeniem w czasie przebiegaja w sposéb zblizony, to proces syntezy
wspomnianych algorytméw zademonstrowany zostanie wylacznie na przyktadzie prze-
ksztalcenia DCT-II. Dla pozostalych przypadkow podane zostang gotowe postaci wzo-
réow rozktadu szybkich algorytmow bez ich wyprowadzen.

Konstrukcja algorytméw dwuetapowych zaktadala przemieszanie elementéw ciagu
x(n), ztozonego z N prébek sygnalu wejsciowego, zgodnie z kolejnoscia bit — reverse.
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Tabela 4.2: Sposéb przyporzadkowania elementéw z(n) ciggom a(n) oraz b(n) dla
przypadku N = 16

n 0 1 2 3 4 ) 6 7

a(n) | z(0) | z(3) | x4) | «(7) | «(8) |2x(11) | (12) [ z(15)

b(n) | z(1) | z(2) | () | =(6) | z(9) | z(10) | z(13) | z(14)

WprowadZmy nastepujace N/2-elementowe ciagi pomocnicze ztozone z pewnych kom-
binacji elementéw z(n), ktére definiujemy jako

a(n) 2 1 [(2(2n) + o(2n + 1)) + (~1)" (2(2n) — 2(2n +1))],
(4.18)

b(n) & % [(z(2n) + z(2n+ 1)) — (-1)" (z(2n) — 2(2n + 1))]
dlan =0,1,..., N/2 — 1. Rozpisujac powyzsze wyrazenia otrzymamy réwnowazne za-

leznosci opisujace ciagi a(n) i b(n)
x(2n) dla n parzystych,
a(n) = (4.19)
xz(2n+1) dla n nieparzystych

oraz

z(2n+1) dla n parzystych,
b(n) =
x(2n) dla n nieparzystych,

gdzien = 0,1, ..., N/2—1. Z zaleznosci tych widaé, iz elementami ciagdéw a(n) oraz b(n)
sa odpowiednio przemieszane elementy wejsciowego ciagu x(n). Ponadto tatwo wyka-
zac, ze ciagil te nie zawieraja elementéw wspolnych, tzn. elementéw o tych samych indek-
sach, a zatem wykorzystuja caly dostepny zbiér elementéw x(n) dlan =0,1,..., N —1.
W tabeli 4.2 pokazano przyporzadkowanie elementéw x(n) nowo wprowadzonym cia-
gom pomocniczym a(n) i b(n) dla przypadku N = 16.

Nalezy tutaj zwroci¢ uwage na dwie bardzo istotne z punktu widzenia dalszych
rozwazan wlasnosci ciagéw (4.18). Wiasnodci te dotycza sumy oraz réznicy elementdw
nalezacych do wspomnianych ciagéw i posiadajacych te same indeksy n. Mianowicie

a(n)+b(n) = -[(z@2n)+z@2n+1))+ (-1)" (z(2n) —z(2n +1))] +

[(z(2n) + z(2n+ 1)) — (-1)" (z(2n) —z(2n 4+ 1))] = (4.20)

N = N

= z(2n)+z(2n+1)
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oraz

[(z(2n) + z(2n+ 1)) + (=1)" (z(2n) —z(2n + 1))] —

N —= N

[(z(2n) + 22n+1)) — (-=1)" (x(2n) —z(2n+1))] = (4.21)

= (=1)"(z(2n) —z(2n+ 1))

dlan=0,1,...,N/2—1. Zatem sumy oraz réznice elementéw a(n) i b(n) o tych samych
indeksach odpowiadaja kombinacjom elementéw ciagu x(n), na ktérych okreslone by-
ty przeksztalcenia Xy i X; we wzorach rozkladu szybkich algorytmoéw dwuetapowych.
W przeciwienistwie do kombinacji elementéw z(n) przeksztatcenia okre§lone na sumie
i réznicy elementéw a(n) i b(n), zgodnie z whasnoscia liniowosci rozwazanych prze-
ksztalcen, mozna rozpisac¢ jako sumy i réznice przeksztatcen opartych bezposrednio na
elementach a(n) i b(n), tj. na elementach ciggu x(n) (patrz wzor (4.19)). Ta whasci-
wos¢ jest kluczowa dla wyprowadzenia szybkich algorytmow z przerzedzeniem w czasie.

Przeksztalcenie kosinusowe drugiego rodzaju

Po wprowadzeniu pomocniczych ciagéw a(n) i b(n), oraz po uwzglednieniu ich wia-
snosci (4.20) i (4.21), wyrazenie (4.8), bedace wzorem rozkladu szybkiego algorytmu
dwuetapowego dla przeksztatcenia DCT-II postaci

XEU ) = lN/zQ:l (x(2n) + x(2n + 1)) cos (Lk(n + %)) cos (%k) +

(%)

n Ngl(-w (2(2n) — 2(2n + 1)) cos ((:N)(];f )+ ;)) sin (%k) ,
mozna zapisa¢ jako
N/2-1 " "
X$H (k) = [ nzzo (a(n) + b(n)) cos <@k(n + %)) cos (ﬁk) +

1 A:i: (a(n) — b(n)) cos ((Z\T,)(g] > ; > sin (%k) .

Po rozpisaniu wyrazen w nawiasach kwadratowych na osobne sumy otrzymujemy

XS (k) = (N/ila(n)cos ((:ﬂ)k(n 4 %))) cos (%k) +
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Sposdb zapisu powyzszej zaleznosci mozna dodatkowo uprodcié wprowadzajac N/2 -
punktowe przeksztalcenia DCT-II, okreslone odpowiednio na ciggach a(n) i b(n)

XEHU (k) = N/f 1a(n)cos (”k(n 3 1)) :

n=0

N/2-1 -
XSE (k) = n;o b(n)cos (F;,—)k(n + %)) .

Po ich podstawieniu otrzymujemy ostateczng postaé wzoru rozktadu szybkiego algoryt-
mu z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego drugiego
rodzaju

XGk) = (XS (k) + X§ (k) cos (%k>+

N N T
crr (N _ yerr (I o [ 5
T <X2 ( 2 k) X3 ( 2 k)) s (2N k)
dlak=0,1,..,N/2 — 1,
N N T
crr (N 4\ yorr (VO A
(X2 ( 2 k) X ( 2 k)) cos (2N k)

(XS (k) + X§™ (k) sin (%k)

XG'(N — k)
(4.22)

dlak=0,1,..,N/2 -1 oraz

X§U(0) = X§1(0) + X§"1(0)

XG(X) = 2(XF1(0) - X§™(0)).

Z zaleznodci (4.22) wynika natychmiast, iz zgodnie ze wzorem rozktadu szybkiego
algorytmu z przerzedzeniem w czasie, N - punktowe przeksztatcenie DCT-II obliczane
jest na bazie dwéch N/2 - punktowych przeksztalcen tego samego typu, operujacych
bezposrednio na elementach ciagéw a(n) i b(n).

Nalezy tutaj zwréci¢ uwage na fakt, iz ciagi a(n) i b(n) zawieraja elementy wejécio-
wego ciagu danych x(n) o indeksach dobranych zgodnie z regula (4.19). Zatem kon-
katenacja tych dwoch ciagéw odpowiada przemieszanemu ciggowi wejsciowemu z(n).
Stosujac rekurencyjnie zalezno$é (4.22) otrzymujemy algorytm pozwalajacy na szyb-
kie obliczanie przeksztalcenia DCT-II o dtugoséci NV bedacej catkowita potega dwdch.
Majac na wzgledzie schemat doboru elementéw x(n) dla ciagéw a(n) oraz b(n), to
dla algorytmu z przerzedzeniem w czasie otrzymujemy inne przemieszanie wejsciowych
elementéw ciagu x(n), niz bit—reverse w przypadku szybkiego algorytmu dwuetapowe-
go. W tabeli 4.3 pokazano sposéb przyporzadkowania indeksom n ich nowych wartosci
w zgodzie z kolejnoscia wymagana dla algorytmu z przerzedzeniem w czasie (p. w cz.).

Na rysunku 4.2 pokazano graf przepltywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem
w czasie dla przypadku N = 16 punktowego przeksztatcenia DCT-II. Z kolei w dodat-
ku A mozna znalezé odpowiednie procedury: realizujaca permutacje elementéw x(n)
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Tabela 4.3: Przyporzadkowanie indekséw wg. kolejnosci z przerzedzeniem w czasie
(p. w cz.) dla szesnastoelementowego ciagu danych

indeks p. W cz. indeks p- W cz.
0 0 8 1
1 15 9 14
% 7 10 6
3 8 11 9
4 3 112 2
5 12 13 13
6 4 14 5
7 11 15 10

zgodnie z kolejnoscia charakterystyczna dla algorytmu z przerzedzeniem w czasie (patrz
procedura A.3) oraz procedure szybkiego obliczania DCT-II zgodnie ze wzorem (4.22)
(patrz procedura A.4).

Poniewaz szybki algorytm obliczania przeksztatcenia DCT-II powstat na bazie szyb-
kiego algorytmu dwuetapowego, jedynie poprzez zastosowanie innej niz bit — reverse
permutacji elementéw wejsciowego ciagu danych, to charakteryzuje go ta sama zlozo-
no$¢ obliczeniowa. Stad w danym przypadku doktadng liczbe operacji rzeczywistych
dodawan i mnozen réwniez opisuja zaleznosci (4.11).

Przeksztalcenie kosinusowe czwartego rodzaju

W przypadku przeksztalcenia kosinusowego czwartego rodzaju postepujemy w spo-
s6b analogiczny, to znaczy wprowadzajac ciagi zdefiniowane poprzez wyrazenia (4.19),
otrzymujemy szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie opisany nastepujacym wzorem
rozktadu

Xgl\/(k) — (Xffv(k) + XgCIV(k:)> cos (%(k + %)) +
(4.23)
+ (XSIV(g_I{;—l)—XgIV(g—k—l)) sin (%(kjL%))

oraz

N v N
XV —k-1) = (X5 —k-D)-XEV(5 -k 1)

2
cos (%(k + %)) -

(XETV (k) + XSV (k)) sin (QL(k + 1))
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x(0) X(0)
x(15) X(1)
x(7) X(2)
x(8) X(3)
x(3) X(4)
x(12) & X(5)
x(4) X(6)
x(11) X(7)
x(1) X(8)
x(14) X(9)
x(6) X(10)
x(9) X(11)
x(2) X(12)
x(13) X(13)
x(5) X(14)
x(10) X(15)
a a+b a K a cos(w/(2N)k) + b sin(m/(2N)k)
b b ab b b cos(m/(2N)K) - a sin(m/(2N)k)

Rysunek 4.2: Graf przeptywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla
N = 16 punktowego przeksztatcenia DCT-II

dla k=0,1,...,N/2 — 1, gdzie

N/2-1 -
X§V (k)= X a(n)cos ((N)(k )t ;) ,

N/2-1 -
XS (k) = nZ::O b(n)cos (@(k; =R %)(n + %))

dla k = 0,1,...,N/2 — 1, to N/2 - punktowe przeksztalcenia DCT-IV operujace na
ciagach a(n) i b(n). Tym samym otrzymujemy wzdr rozkladu szybkiego algorytmu
pozwalajacego na obliczanie N-punktowego przeksztatcenia DCT-IV, na bazie dwdch
N/2-punktowych przeksztalceni tego samego rodzaju, ktére operuja bezposrednio na
elementach ciggu z(n).

Poprzez rekurencyjne uzycie powyzszej zaleznosci otrzymujemy szybki algorytm
obliczania DCT-IV o dlugosci bedacej potega dwdch, dla ktérego liczby operacji rze-
czywistych dodawan Do§!" i mnozein Mn§!V opisuja odpowiednio wzory (4.13). Graf
przeplywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla N = 16 punktowego
przeksztalcenia przedstawia rysunek 4.3. Procedura A.5, zamieszczona w dodatku A,
zawiera natomiast implementacje powyzszego algorytmu w napisana jezyku C.

Przeksztalcenie sinusowe drugiego rodzaju

W podobny sposéb otrzymujemy wzory rozkladu szybkich algorytméw dla prze-
ksztalcen sinusowych. Zaczynajac od przeksztatcenia drugiego rodzaju i podstawiajac
wezesniej zdefiniowane ciagi a(n) i b(n) do wyrazenia (4.14), ktore opisuje szybki algo-
rytm dwuetapowy, otrzymujemy wzor rozktadu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem
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X0)+— - n y el 9§ x0
X(f) N2 0 .’A \ 2 XM
e X \., ,,4“ ’3/,1553
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a a+b a >£< a cos(m/(2N)(k+0.5)) + b sin(z/(2N)(k+0.5))

a~—pP—— ab
B b >< ab b b cos(W(2N)(k+0.5) - a sin(w/(2N)(k+0.5))

Rysunek 4.3: Graf przeptywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla
N = 16 punktowego przeksztatcenia DCT-IV

w czasie postaci

Xf,”(k:) _ (X2SU(]<;) + Xzf”(k)) cos (%(k -+ 1)) — (4.24)

dlak=0,1,..,N/2—1

XN =k=2) = (X5"() + X§11(k)) sin (5o (k+ 1)) +

N N v
srrgtY oy ysiY ool
4 (X2 (5 —k=2) - X515 —k 2)) com (2N(k+ 1))
dlak=0,1,..,N/2—1 oraz
N N N
X5 -1 = (X515 -0+ X515 - 1),
2 2 2
xgr -y = Y2 (xen ¥ oy - xpr o),

przy czym

N/2-1 -
Xzsn(k) = Z a(n)sin (T>(k +1(n+ ;)) ,

n=0

(
Nj2-1 -
X3k =Y b(n)sm(

n=0

(k+1)(n+ %))

=
o

dlak=0,1,..,N/2 —1.
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Rekurencyjne uzycie powyzszej zaleznosci pozwala na szybkie obliczanie przeksztal-
cenia o dlugosci N bedacej potega dwodch, przy czym elementy wejsciowego ciagu
danych muszg by¢ przemieszane zgodnie z kolejnoscig charakterystyczng dla propo-
nowanych szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie (patrz tabela 4.3). Graf
przepltywowy szybkiego algorytmu dla przypadku przeksztalcenia N = 16 punktowego
przedstawiono na rysunku 4.4.

ZYozonosé obliczeniowa szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie jest iden-
tyczna jak algorytmu dwuetapowego. Zatem takze i w tym przypadku doktadng liczbe

operacji rzeczywistych dodawaii Do3!! oraz mnozeni Mn3!! moina wyznaczy¢ za po-
moca wzordw (4.15).

a a+b a k a cos(m/(2N)k) - b sin(m/(2N)k)
a—pP—— ab X >-<
b b ab b a sin(t(2N)k) + b cos(m/(2N)k)

Rysunek 4.4: Graf przeptywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla
N = 16 punktowego przeksztalcenia DST-II

W dodatku A zamieszczono procedure szybkiego obliczania DST-II z przerzedze-
niem w czasie (patrz procedura A.6).

Przeksztalcenie sinusowe czwartego rodzaju

Ostatnim rozwazanym przeksztalceniem jest przeksztalcenie sinusowe czwartego
rodzaju. Takze i tutaj, postepujac w sposéb analogiczny do pokazanego na przyktadzie
przeksztatcenia DCT-II, tzn. wprowadzajac ciagi a(n) i b(n) oraz definiujac pomocnicze
przeksztalcenia N/2-punktowe postaci

N/2-1 -
X5V (k) = > a(n)sin (<ﬂ>(k + %)(n o+ 1)) ’

n=0 2 2

X5V (k) = N/i_l b(n)sin L(k + 1)(n + 1)
3 %) 2 2 )
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otrzymujemy nastepujacy wzor rozkladu szybkiego algorytmu dla tego przeksztalcenia

XV (k) = (XQSIV(k) - nglv(k)) cos (%(k g %)) _

(4.25)
(Xf”/(% —k—1)— XSSW(% ke 1)) it (%(/@ + %))

dlak=0,1,...,N/2 —1 oraz

, o N
XFW-k-1) = (X

> —k—1) xsv Y g 1)) cos (l(k:+ %)) "

2 2N

SIv SIV - R 1
+ (X2 (k) + X3 (k’)) sin (ﬁ(k + 5))
dlak=0,1,..,N/2 - 1.
Graf szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla przypadku N = 16 punk-
towego przeksztalcenia DST-IV zamieszczono na rysunku 4.5.

X025 “ g 0 1 X(0)
X1S) w5 > ’A«% ﬁ‘ A X(1)
X(7, 0 A IA\ o
p T S AN A A
X@) ”ﬁ 0 ’0’0‘0 Sk /'ﬁ\\\ 4 X(4)
x(12) 1:#2 QOQ.% J'V “:“ ///I ‘\\s\ 5 x5)
ST -a v ”.}.0‘ //ﬁ\\ 6+ x(6)
A1) OO N T )
N2 X XXRIOO0
S "&&'%‘QQV 0
SECE ‘0 ﬁ‘\l/ ’O‘O’O’V |\
R R NN o
©) e . ‘:.:‘VA 11)
X(2) 0 — X(12)
o AR i
X(10) :;j; "‘ v X(15)
a a+b a k a cos(n/(2N)(k+0.5)) - b sin(z/(2N)(k+0.5))
b b ab b a sin(w/(2N)(k+0.5) + b cos(w/(2N)(k+0.5))

Rysunek 4.5: Graf przeptywowy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla
N = 16 punktowego przeksztalcenia DST-IV

Ztozono$¢ danego algorytmu jest identyczna jak algorytmu dwuetapowego. Stad
doktadng liczbe operacji rzeczywistych dodawai Do3!V i mnozetr Mn3!Y mozna wy-
znaczy¢ za pomoca zaleznosci (4.17).

W dodatku A zamieszczono procedure obliczania szybkiego algorytmu z przerze-
dzeniem w czasie dla DST-IV (patrz procedura A.7).

W niniejszej sekcji przedstawione zostalty wzory rozktadu szybkich algorytméw
dwuetapowych, oraz szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnych
przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju. Ponadto za-
mieszczono grafy przeptywowe dla szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie dla
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przypadkéw, gdy liczba probek N wynosita 16. Dodatkowo do kazdego z przeksztal-
cent dotaczono procedury napisane w jezyku C (patrz dodatek A), ktére zawieraja ich
implementacje.

Proponowane szybkie algorytmy otrzymano na podstawie znanych algorytmow dwu-
etapowych, jedynie poprzez wprowadzenie nowej permutacji elementéw wejsciowego
ciagu danych. Stad charakteryzuje je ta sama ztozono$é obliczeniowa co znane algoryt-
my dwuetapowe. Ponadto, jak pokazano, algorytmy z przerzedzeniem w czasie posia-
daja struktury odpowiednie dla szybkiego obliczania przeksztalcen catkowych wedtug
proponowanych schematéw adaptacyjnych, ktore przedstawiono w rozdziale 3.

Dalsza cze$é niniejszego rozdzialtu wypeia przypadek przeksztatcen dwuwymia-
rowych, ktére przez wzglad na specyfike algorytméw adaptacyjnych, nie moga byé
obliczane wedtug znanego podejscia wierszowo-kolumnowego.

4.2. Szybkie algorytmy dla dyskretnych przeksztalcen dwuwy-
miarowych

Dwuwymiarowe catkowe przeksztatcenie Fouriera, a takze przeksztalcenia kosinusowe
i sinusowe Fouriera, nalezg do klasy przeksztatcen o separowalnych funkcjach bazowych.
Stad w praktyce szybkie algorytmy dla dyskretnych dwuwymiarowych przeksztatcen
Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych przeksztalcen drugiego i czwartego rodzaju,
bardzo czesto buduje sie wedtug tzw. schematu wierszowo-kolumnowego, z wykorzysta-
niem szybkich algorytméw dla przeksztatcen jednowymiarowych. Podejscie to polega
na stosowaniu przeksztalcenia jednowymiarowego poczatkowo do wierszy (lub kolumn),
a nastepnie do kolumn (lub wierszy) macierzy probek sygnatu wejsciowego.

Jak juz wspomniano, do budowy szybkich algorytmoéw adaptacyjnego obliczania
wskazanych przeksztalcen dyskretnych potrzeba szybkich algorytméw, ktore umozliwia
obliczanie przeksztatcenia 2N na 2M - punktowego, bedacego odpowiednikiem kubatur
wyznaczanych na danym etapie adaptacji, bezposrednio na bazie przeksztatcenia N
na M-punktowego, ktére stanowi zespét kubatur liczonych na etapie poprzedzajacym
(patrz rozdzial 3). Stad w danym przypadku nie jest mozliwe zastosowanie schematu
wierszowo-kolumnowego. Powyzsze wymagania spelniajg natomiast szybkie algorytmy
z przerzedzeniem w czasie, ktére przedstawione zostana w dalszej czesci niniejszego
rozdziatu.

W sekeji 4.2.1 zamieszczono wzor rozktadu szybkiego algorytmu typu radix-2 dla
dyskretnego dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera (DFT2D) [8]. Z kolei w sekcji
4.2.2 przedstawiono wzory rozktadéw szybkich algorytméw dwuetapowych dla dyskret-
nych dwuwymiarowych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych, a nastepnie na ich
podstawie, poprzez wprowadzenie specjalnej permutacji elementéw wejsciowej macierzy
danych, zbudowano szukane szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie (patrz sekcja
4.2.3). Przez wzglad na znaczne analogie obecne we wszystkich rozwazanych przypad-
kach, pelne wyprowadzenia wzorow rozktadu szybkich algorytméw pokazano jedynie
na przyktadzie dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia kosinusowego drugiego
rodzaju (DCT2D-II).

W dodatku A zamieszczono procedury realizujgce opracowane szybkie algorytmy
z przerzedzeniem w czasie. Ponadto do opisu kazdego z przedstawionych szybkich al-
gorytmoéw zalaczono wyrazenia pozwalajace na doktadne wyznaczenie liczby operacji
arytmetycznych dodawan i mnozen.
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4.2.1. Szybki algorytm dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztalcenia
Fouriera

Niech z(n,m) dlan=0,1,... N—=1im=0,1,..., M — 1 oznacza N na M elementowa
macierz danych wejsciowych. Wéwcezas zgodnie z rozdziatem 2 dyskretne dwuwymia-
rowe przeksztalcenie Fouriera definiuje sie jako

1 N—-1M-1
X3Py (k,1) = DFT2Dy p {z(n,m)} £ N7 |Z > I(nvm)Wz@"Wz@l} (4.26)
n=0 m=0

dla k=0,1,.... N —1loraz [l =0,1,.... M — 1, gdzie
o 2 2
Whn = =ik = cos (Wﬂkn) —isin (kazn) ,
o 2 2
Whn = eI = cos (Mwlm) —isin <Mwlm) .

Pomijajac wspélczynnik normalizujacy W i rozpisujac kazda z sum z powyzszego
wyrazenia na dwie sumy elementéw o indeksach parzystych i nieparzystych, a tak-
ze odpowiednio grupujac czynniki, otrzymujemy wzér rozktadu szybkiego algorytmu
z przerzedzeniem w czasie dla dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera (FFT2D).
Wz6r ten opisuje ponizsza zaleznosé [8]

Xt (k1) = XgP(k, 1)+ X7P(k, )WY +

+ X2 (k,D)OWi + X3P (b, )WEWE, (4.27)

dlak=0,1,..,N/2—1,1=0,1,..,M/2 -1,

Ny = X1 - X0k )W +

X2 1 >

+ XZZD(k7l)W]lW - X?%D(kl)WZI\C/“WJZU

dlak=0,1,...,N/2—1,1=0,1,..,M/2—1,
M

- X3P(k,)Wyy — X3P (K, )WNW i,
dlak=0,1,...,N/2—-1,1=0,1,..., M/2 — 1,

N My o xeoan - x2P0k nwh -

X2 (k+ 5 5

= X3P(h, Wy + X3P (k, YW Wy
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bit-reverse

(0,3){(0,4)((0,5) | (0,6) | (0,7) (0,0)/(0,4) | (0,2)| (0,6) | (0,1)|(0,5) | (0,3) | (0,7)
(1,3)|(1,4)[(1,5) [ (1.6) | (1,7) (4,0)|(4,4) | (4,2)| (0,6) | (4,1)|(4,5) | (4.3)| (4,7)
(2,3)[(2,4)[(2,5) | (2,6) | (2,7) (2,0)[(2,4) [ (2,2)| (2,6) | (2,1) | (2,5) | (2,3) | (2,7)

(3,3)|(3,4)[(3,5) | (3,6) | (3,7)

bit-reverse

(0,3)|(4,4)((4.5) | (4.6)| (4,7) (1,0)[ (1.4) | (1.2) [ (1.6) | (1,1) | (1.5) | (1.3) | (1,7)

(63)| 54| (55)|5:6)|65:7) (5.0)|(5.4) | (5.2)| (56) | (5.1)|(5.5) | (5.3)|5.7)

6.3)| (6.4)| (6.5 | 6.6)| (6.7) 3034|3236 31|35 33|67

(7,3)|(7,4) | (7,5) | (7,6) | (7.7) (7,0)| (7,4) [ (7,2)| (7.6) | (7,4) | (7,1) | (7.3) | (7.,7)
a) b)

Rysunek 4.6: Przyporzadkowanie elementom macierzy danych wejsciowych (a) nowych
indekséw wg. dwuwymiarowe]j permutacji bit — reverse (b) dla przypadku N = M =8

dlak=0,1,..,N/2-1il=0,1,..,M/2 — 1, gdzie
X2k = DFT2Dy.y {(2n,2m)},

2

2

XiP(k,l) = DFT2Dy.u {x(2n+1,2m)},
X3P(k,l) = DFT2Dx w {2(2n,2m + 1)},

X3Pk 1) = DFT2Dy u {z(2n+1,2m + 1)}

dlak=0,1,..,.N/2—1il=0,1,...,M/2 — 1. Z wyrazenia (4.27) wynika, iz wedlug
wzoru rozktadu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie typu radix-2 przeksztal-
cenie N na M-punktowe obliczanie jest na podstawie czterech przeksztatcenn N/2 na
M /2-punktowych, ktére operuja na elementach x(2n,2m), z(2n+1,2m), (2n,2m+1)
iz(2n+1,2m+1)dlan=0,1,...,N/2—1im=0,1,..., M/2 — 1. Przeksztalcenia te
wymnaza si¢ dodatkowo poprzez nastepujace wspotezynniki zespolone WE oraz W},.
Rekurencyjne zastosowanie wzoru (4.27) umozliwia szybkie obliczanie przeksztalcenia
dwuwymiarowego o dtugosciach N i M bedacych calkowitymi potegami liczby dwa.
Taka operacja wymusza jednak przemieszanie elementéw wejsciowej macierzy x(n,m)
zgodnie z kolejnoscia bit — reverse, zastosowana odpowiednio do jej wierszy i kolumn.
Na rysunku 4.6 pokazano sposéb przyporzadkowania elementom macierzy x(n,m) no-
wych indekséw dla przypadku N = M = 8 punktéw.

W dodatku A zamieszczono procedure realizujaca wymagane przemieszanie (patrz
procedura A.8), a takze kod Zrédlowy procedury obliczania dyskretnego dwuwymia-
rowego przeksztalcenia Fouriera, realizowanego wedtug struktury szybkiego algorytmu
7 przerzedzeniem w czasie (patrz procedura A.9).
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Ztozonosé obliczeniowa N na M-punktowego przeksztalcenia DEFT2D, liczonego
bezposrednio z definicji (4.26), jest rzedu O(N*). Zastosowanie szybkiego algorytmu
redukuje te ztozonosé do poziomu O(N%logsN). Ponizsze zaleznosci pozwalaja na do-

ktadne wyznaczenie liczby rzeczywistych operacji dodawan Dod3P,,

BMN (5log, M +log, K —1) + AM?*+ M+ N+ % dla N > M,
Dod32y, =

3MN (3log, N —log, K — 1) + IN*+ N+ M +2 daN<M
i mnozenn Mn3P,,

2MN (3logy M +log, K —3) + 2M* +2(M + N)+ 4 dla N > M,
Mnify, =

2MN (3log, N —log, K —3) + 2N2+2(N+ M)+ 4 dla N < M,

gdzie K = N/M.

4.2.2. Szybkie algorytmy dwuetapowe dla dyskretnych dwuwymiarowych
przeksztalcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz czwartego ro-
dzaju

Za punkt wyjscia do budowy szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie dla dys-
kretnych dwuwymiarowych przeksztalceri: kosinusowego drugiego rodzaju (DCT2D-I1),
sinusowego drugiego rodzaju (DST2D-II), kosinusowego (DCT2D-1V) oraz sinusowego
czwartego rodzaju (DST2D-IV) przyjeto struktury znanych algorytméw dwuetapo-
wych [156], ktore rozszerzono na przypadki przeksztatcein dwuwymiarowych. Na ich
podstawie, poprzez wprowadzenie odpowiedniego przemieszania elementéw wejéciowej
macierzy danych z(n,m), uzyskano wymagane szybkie algorytmy z przerzedzeniem
w czasie. W niniejszej sekcji przedstawione zostalty wzory rozkladow algorytmoéw dwu-
etapowych, przy czym doktadne ich wyprowadzenia pokazano jedynie dla przypadku
przeksztatcenia DCT2D-II.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenie kosinusowe drugiego rodzaju

Niech z(n, m) oznacza dwuwymiarowsa tablice o N wierszach i M kolumnach. Wéw-
czas dyskretne dwuwymiarowe przeksztatcenie kosinusowe drugiego rodzaju, okreslone
na z(n,m), zgodnie z rozdziatem 2, definiuje zaleznosé

X$PPUD (ke 1y = DCT2DII {z(n,m)} =

_ Pkpl Zl le s (;\rfk(nJr %)) cos (%l(nﬁ %))]

n=0 m=0
dlak=0,1,...,N—1il=0,1,... M — 1, gdzie
2dlas=0,
Ps = (4.28)
1dlas#0.
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W dalszych rozwazaniach pominieto wspotczynniki W pr oraz p;, przez ktére mno-
zenia mozna wykona¢ na samym koncu. Wéwczas rozpisujac sunmy w powyzszym wy-
razeniu na sumy po parzystych i nieparzystych indeksach n i m, otrzymujemy wzor
postaci

N/2-1 M-1 1 . ]
XD (B ) = > Z (2n,m)cos (Nk(2n+ 2)) cos (Ml(m + 5)) +

n=0 m=0
(4.29)
N/2-1M—-1

+ Z Z 2n+1mcos<]7\r[k(2n+1+%)>cos(%l(m+%)>:

n=0 m=0

N/2-1M-1
1 1
— nzo mz_ x(2n, m)cos ((T)k(nJr 5) - ;;Vk) cos (%[(er 5)) 4

N/2—-1 pM—1

+ > N 2n+1m009(T)k( +1)+Wk)

n=0 m=0

-c0S (%l(m + %)) :

3

Korzystajac z whasnosci kosinusa sumy katow: cos(a+0) = cos(a)cos(8)—sin(a)sin(3)
oraz roznicy katéw: cos(a—[3) = cos(a)cos(5)+sin(a)sin(3), a takze majac na uwadze
Wihasnosé (2.4.1), to wyrazenie (4.29) mozna przeksztalcié do nastepujacej postaci

N/2—-1 M—1

X7 kD)= > 3 (#(2n,m) + z(2n 4+ 1,m)) cos (ﬁk(n—f— %))

n=0 m=0 2

-cOS (%k} cos | —
+N:i011:2_1 (z(2n,m) — z(2n + 1,m)) cos ((2) (];[ k)(n + ;))
szn( ) (—lm+;))

Postepujac w sposéb analogiczny wzgledem indeksu m, a takze wprowadzajac oparte
na kombinacjach elementéw x(n, m) pomocnicze przeksztatcenia DCT2D-II postaci

T 1

N/2—1 M/2—1
X§PED) = Y Y (z(2n,2m) + 2(2n+ 1,2m) + 2(2n,2m + 1) +

n=0 m=0

™

+ z(2n+1,2m+ 1))cos (&—)k(n + %)) cos <@l(m + %))

2 2
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dlak=0,1,..,N/2—-1il=0,1,..,N/2—1,

N/2—1M/2-1

chzDH(k’ ) = Z Z z(2n,2m) — x(2n+ 1,2m) + z(2n,2m + 1) +

™ 1 0 1
z(2n+1,2m + 1)))cos ((N>k:(n + 2)) cos ((M>l(m + 2))
2 2
dlak=0,1,..,N/2-1i1=0,1,...,N/2—1,

N/2-1 M/2-1
X0k [y = Z Z x(2n,2m) + x(2n + 1,2m) — x(2n,2m + 1) —

3

— z(2n+1,2m + 1))cos (ék(n + %)) cos (@l(m + %))

2
dlak=0,1,..,N/2—-1il=0,1,..,N/2 -1, oraz

N/2—1 M/2—-1

X§PPI (1) = Z Z Y (2(2n,2m) — z(2n + 1,2m) — z(2n,2m + 1) +

T

+ z(2n+1,2m + 1))cos ((g)k(n + ;)) cos (<1;1>l(m + ;))

2

dla k = 0,1,...N/2—-11il = 0,1,..., N/2 — 1, wraz z nastepujacymi symbolami
pomocniczymi dla skrécenia zapisu

L
C’N—cos<2N ), SN—Sm(2Nk>,

! ! -
Cyy = cos (2]\{07 Sy = sin (2]V1l>

to wzér rozktadu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnego prze-
ksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju (FCT2D-II), mozna zapisaé w ostatecznej
postaci jako

(4.30)

N
XERed) = X§P1(kDCKCH + XEP S

5 k SECE . +

(4.31)

M —1)skst,

+ XSG} 5 - M

nelst, + xgeon @ g M

2 2
dla k = 1,2,..,N/2 — 1 oraz | = 1,2,..., M/2 — 1. Wyrazenie to pozwala na syn-
teze szybkiego dwuetapowego algorytmu dla przeksztalcenia DCT2D-II. Jednak dla
potrzeb implementacyjnych wygodne jest rozpisanie powyzszej zaleznosci z uwzgled-
nieniem wszystkich przypadkéw szezegdlnych, wynikajacych z symetrii dwuwymiarowe-
go dyskretnego przeksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju. Tak rozpisang postac¢
wzoru (4.31) zamieszczono ponizej drobnym drukiem. Postaé te uzyskano na podstawie
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Wiasnosei (2.5.2) - (2.5.3) oraz (2.5.4) - (2.5.6) przedstawionych w rozdziale 2 niniejszej
monografii.

XGPOU(N—kl) = —X§?PH(k1)SkCL +XxC2PIT(L_knCkCl —

X011 e M)k 8L, + XS (L —k M)k
dlak=12,.,N/2-11=12.,M/2-1,

XGPHT (e, M—1) = —X*PI (k1O S, —XC2PH(E _k 1)Sk SY +

+ XGDII(k M _1)CK,Cl+ XSO (N -k M 1)K Ch,
dlak=1,2,..,N/2-11=12 ., M/2-1,

XPRI(N-kM-1) = X§2PU(k1)Sk S}, —XC?PI(§—k)CE S~
GO NNkl
© o X§IIN M ok ol

dlak=12,.,N/2-11=12.,M/2-1,

XG2B11(0,0)=xF2P11(0,0), X2 (4 0)="2 X 2P (0,0),

XG2H1(0. )= Xg2P11(0,0), XG2H1 (5, 4= XF2P11(0,0)

oraz

XD (k0) = XF2PH(k,0)Ck+xF2PI (L —k0)sk,
XGDI(N—k0) = —X§PH(k0)Sk+XT2PII(N_k0)Ck,
XQDIT (R, ALy = M2 x$2DII(40)Ck 432 XS2PTT (N _k 0)5k
XQ2DIT(N—k, M) = _M2XF2DI(k 0)gk 4 Y2 xG2DIT(N _ )k
dlak=1,2,...,N/2 -1, a takze
XG2PM 00 = X000k +X$2PT (0,4 —1)st
XG2DH0,M-1) = —X§2PH(0,1)Sk+X$?PT (0, 1),
XQRUNY) = XPDINCK+LEXGPH (0,4 s,
XGLU (N ppop) = —M2xC2DU (g )5k 4 Y2 XF2DI (0, M _pyol

dlal=1,2,..,M/2— 1.

Z zaleznosci (4.31) wynika, iz dla szybkiego obliczenia dwuwymiarowego przeksztal-
cenia DCT2D-IT o N na M punktach, potrzeba czterech przeksztalcenn N/2 na M/2-
punktowych tego samego rodzaju, ktore operuja na pewnych kombinacjach elementéw
macierzy z(n,m), a takze prostych operacji arytmetycznych w postaci rzeczywistych
dodawan i mnozen przez state opisane zaleznoscia (4.30). Zatem konstrukcja algoryt-
mu wyklucza jego uzycie do szybkiego obliczania dwuwymiarowego przeksztalcenia
kosinusowego wedtug zaproponowanego w rozdziale 3 schematu adaptacyjnego.
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Rekurencyjne uzycie wzoru (4.31) umozliwia konstrukcje szybkiego algorytmu obli-
czania dwuwymiarowego przeksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju o dtugosci N
na M punktéw, gdzie N i M sg catkowitymi potegami dwoch. Szybki algorytm dwueta-
powy zbudowany zgodnie z przedstawionym wzorem redukuje ztozonosé obliczeniows
DCT2D-II 7 poziomu O(N*) do poziomu O(N?log,N). Elementy wejéciowej tablicy
x(n, m) musza by¢ posortowane zgodnie z kolejnoscia bit — reverse, ktéra stosuje sie
najpierw do wierszy (kolumn), a nastepnie kolumn (wierszy) macierzy x(n,m).

Na doktadne wyznaczenie liczby operacji rzeczywistych dodawain Do§*HH oraz
mnozett Mn§PDI pozwalaja ponizsze zaleznoci

6MN (log, M + Llog, K — 1) = 2M? + 4(M + N) -4 dla N > M,

Do C2DIT __

ON.M =
6MN (logy N — $log, K —1) = 2N?+4(M + N) -4 dlaN <M
oraz
SMN <log2M + Llogy K — ) —3M*+11(M+N)—5 dlaN> M,
MnZBH —

8MN (log, N — }log, K — 1) = 3N+ 1(M + N) =5 dla N < M,

gdzie K = N/M.

W analogiczny sposéb buduje si¢ szybkie algorytmy obliczania dwuwymiarowych
dyskretnych przeksztatcen kosinusowego czwartego rodzaju oraz sinusowego drugiego
i czwartego rodzaju. Wzory rozkladu dla tych algorytmow przedstawione zostaly w dal-
szej czescl niniejszego rozdziatu.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie kosinusowe czwartego rodzaju
Dyskretne dwuwymiarowe przeksztalcenie kosinusowe czwartego (DCT2D-IV) ro-
dzaju definiuje nastepujace wyrazenie

XDV (k1) = DCT2DIVy.pp {z(n,m)} £

5, St (s e ) on (G i )]

gdzie k =0,1,....N—1il=0,1,..., M —1. Pomijajac czynnik normalizujacy ﬁ, oraz
stosujac analogiczne przeksztatcenia do tych, ktérych uzyto podczas wyprowadzania
dwuetapowego algorytmu FCT2D-II, otrzymujemy wzor rozktadu szybkiego algorytmu
dwuetapowego dla danego przeksztatcenia.

WprowadZmy nastepujace N/2 na M /2-punktowe przeksztatcenia pomocnicze, ope-
rujace na kombinajach elementéw x(n, m) o indeksach parzystych i nieparzystych

N/2—1 M/2-1
XTPV (k)= Y0 > (#(2n,2m) + z(2n + 1, 2m) + 2(2n,2m + 1) +

n=0 m=0

+z(2n 4+ 1,2m 4+ 1))cos (@(k + ;)(n + %)) cos (é([ + 5)(m + 5))
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dlak=0,1,..,N/2—-1il=0,1,..,N/2—1,

N/2-1 M/2-1
KOOIV (e 1 Z > (=1)™(x(2n,2m) — z(2n + 1,2m) 4+ (2n,2m + 1) +
m=0

—z(2n+1,2m + 1)))cos (ﬁ(l@ + %)(n + %)) cos <<;> (I+ 1)(m + %))

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..,N/2—1,

N/2—1 M/2-1
XV (k)= 3 Y (1)™(2(2n,2m) + x(2n + 1,2m) — 2(2n, 2m + 1) —
n=0 m=0
2n + 1,2m + 1)) e I+ 1
—x(2n+1,2m + 1))cos @ ) cos (M)(+2)(m+§)

dlak=0,1,..,N/2-1il=0,1,..,N/2—1,

N/2—1 M/2-1
X§2PIV (g I Z Z )" (2 (2n,2m) — x(2n + 1,2m) — z(2n,2m + 1) +

+z(2n + 1,2m + 1))cos (JT)(k + %)(n + %)) cos (é(l + %)(m + %))

dla k = 0,1,..,.N/2—-111 = 0,1,...,N/2 — 1, wraz z nastepujacymi symbolami
wymaganymi dla skrocenia zapisu

(+3) . 1) (s+3) -(L 1)
Cy —003(2N(k: 2) Sy 2 =sin 2N(k;+2) ,

+% ™ 1) (l+)_)_( 1)
O _ eos (QM(Z+ )), s sin (-1 +5)

Woéwcezas wzor rozktadu szybkiego algorytmu dwuetapowego (FCT2D-1V) dla prze-
ksztalcenia DCT2D-IV mozna zapisaC w postaci

Xﬁzﬁlv(k.l) XCQDIV(k Z)C(k+ )C(l+ )
(4.32)

N
E—1 l)S(IH_ >C<l+ ) X2C’2DIV(k 7 —]—= 1)C<k+ >S(l+ )

+X102DIV(5 _

N M
pxgmel g3, _pnysftalglhd
2 2
dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..., M/2 — 1. Powyzszy wz0r moze stanowi¢ podstawe
dla implementacji algorytmu FCT2D-IV. Wygodniejszg postaé, ktéra uwzglednia wta-
snoéci symetrii przeksztatcen sktadowych wzoru (4.32), zamieszczono ponizej drobnym
drukiem.
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XG2DIV(N_k—1]) = —X§2DIV(k, l)S(H )C(l+ )
+ xOv(N_p g noHD D _yoapiv g a_y_gygtHD gD
N M (k+ ) (l+ )
b OXGRDIV(N g M qyo ) gt

dlak=01,..,N/2—111=0,1,...,M/2—1,

(k+ ) (143 )

Xﬁ?ﬁIV(k7M7171) — 7XCZDIV(I€ l) SM
- XODIV(N_j_ 11)5“* D5t xoanrvp u e Dol
+ xgDIV(E 1, My st oD

dlak=0,1,..,N/2—-1i1=0,1,....M/2 — 1 oraz

k l
X2V (N—k—1,M~I-1) = X$2PIV(k1)Sy 2 )S(M+ L

XC2DIV (N ) 1l)C(H )SI(\,ZT+ 3)

(k+%) (HQ)

M (k+ ) (l+ )
XCEDIV(k —I-1)Sy CM

+ X§IV(E k1M _1-nCy

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,...,.M/2—1.

Zgodnie z wzorem (4.32) obliczanie dwuwymiarowego N na M-punktowego prze-
ksztatcenia DCT2D-IV odbywa sie na podstawie czterech przeksztatcenn N/2 na M/2-
punktowych, ktére operuja na kombinacjach elementéw macierzy x(n,m), przy czym
wiersze i kolumny tej macierzy musza by¢ przemieszane zgodnie z kolejnoscig bit —
reverse.

Ztozonosé obliczeniowa przedstawionego dwuetapowego algorytmu FCT2D-IV jest

rzedu O(N%logaN). Doktadna liczbe operacji rzeczywistych dodawani DoSPH!V oraz

mnozett Mn§D!V podaja ponizsze zaleznosci

6MN (log, M + 1log, K)  dla N > M,

Do§ZRIV =
6MN (logy N — $log, K)  dla N < M
oraz
SMN (log, M + Llog, K + 1) dla N > M,
MnG2BIV =

8MN (log, N — 1log, K + 1)  dla N < M,
gdzie K = N/M.
Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenie sinusowe drugiego rodzaju

Niech x(n,m) bedzie macierza o N wierszach i M kolumnach. Wéwczas dyskretne
dwuwymiarowe przeksztalcenie sinusowe drugiego rodzaju (DST2D-II), okreslone na
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elementach tablicy z(n,m), definiuje sie jako
XD (| 1) = DST2DI Iy .y {x(n,m)} £

A PrPi ]Vil
NM n=0

dlak=0,1,..N—1,1=0,1,.... M — 1, gdzie

J\:lzz(i x(n, m)sin (%(k + D)(n+ ;)) sin (]\/[(l + H(m+ %))] ,

2 dla s =0,
Ps =
1 dla s # 0.

WhprowadZzmy dodatkowe N/2 na M /2-punktowe przeksztalcenia DST2D-II, okreslone
na pewnych kombinacjach elementéw xz(n, m) z wejsciowej macierzy danych, postaci

N/2—1 M/2—1

X5 (k1) = 3 Y ((2n,.2m) + 2(2n + 1,2m) + z(2n,2m + 1) +

n=0 m=0

+z(2n +1,2m + 1))sin <<—j\rf§(k’ +1)(n+ %)) sin (<£> (I+1)(m ;))

2
dlak=0,1,..,N/2—1il=0,1,..,N/2—1,

N/2-1 M/2-1
X52PH (k1) Z Z z(2n,2m) — z(2n + 1,2m) + z(2n,2m + 1) +

—z(2n +1,2m + 1)))sin ((T(k:—f—l)( ;)) sin ((M) (l+1)(m ;))

dlak=0,1,..,N/2-1il=0,1,..,N/2—1,

N/2—1 M/2-1

X52DI (1, ) Z Z z(2n,2m) + z(2n+ 1,2m) — x(2n,2m + 1) —

>(k:+1)( ;))sin((g)(l+1)( ;))

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..,N/2 —1,

—z(2n+1,2m + 1))sin (

—
kS

N/2-1 M/2—1
Xswn k1) Z Z ) (@ (2n,2m) — x(2n +1,2m) — z(2n,2m + 1) +

n=0 m=0

+z(2n+1,2m + 1))sin (&(/ﬂ +1)(n+ %)) sin ((M) I+ 1)(m ;))
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dlak=0,1,..,N/2—1il=0,1,...,N/2 — 1. Stosujac odpowiednie przeksztalcenia,
ktére przeprowadza si¢ w sposob zblizony do pokazanego dla przypadku przeksztatce-
nia kosinusowego drugiego rodzaju, w rezultacie otrzymuje sie wzor rozktadu szybkiego
dwuetapowego algorytmu (FST2D-II) dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztatce-
nia sinusowego drugiego rodzaju. W celu uproszczenia zapisu wprowadZzmy ponizej
zdefiniowane symbole

(k+1) T (k+1) _ K
Cy —COS<2N(k’+1)> Sy 9m(2N(k+1)>,

(+1) _ B oy g ) (+1) ( 141 )
Ol = cos (4D, S = sin ( o+ 1)
Wowczas wzér rozktadu dwuetapowego algorytmu FST2D-II przyjmie postaé

N
XSZDII(k7 l) XSQD[](k_ l)o(k_'»l)O](\l;»l) _ XiS'QD[](E _ k _ 27 Z)S%C+1)C§\ff+l) _

(4.33)
N M

M
_XéSZDH(k’ 7_ ] — 2)0 (k+1) S (1+1) Xé’S'ZDH(E k-2, - - I— 2)S (k+1) S (1+1)
dlak=0,1,...,N/2 =2 oraz l = 0,1,..., M/2 — 2. Ponizej zamieszczono dalsza postaé
wzoru rozkladu dla algorytmu FST2D-II, ktora rozpisana zostata z uwzglednieniem
symetrii poszczegdlnych przeksztatcen sktadowych. Postaé ta utatwia implementacje
rozwazanego szybkiego algorytmu obliczania przeksztatcenia DST2D-II.

XD (N—k—2,1)

X(SS‘QDII(k_’l>SI(\1]€+1)C](JI+1)+

+

5 ’ k1 ot < k+1) o(I+1
x§2PI(N_p_o noF+D o) _ x52D1rg M _y_gyg(k+1)glitl)_

ngQDn(g_k_z%_l_z)c](\?ﬂ)sgy—l)
dlak:O,l,...,N/2~2 il :O,l,...,M/Q—Q,

XS2DI(p M—1-2) = X5 (g 1ycED gt
XiS‘?DII(%_k_zl)S](\;C‘Fl)SJ(\T-l)+X25‘2D11(k,%_l_Z)CJ(\IIC'*-l)C](J;-l)_

X§2DI(N o M_;_gyg(HDgln)
dlak=0,1,..,N/2—2il=0,1,...M/2—2,

XSRI(N-k—2,M~1-2) = X§PI(k1SED gl
1 X152D”(%—k—2,l)C'](\l,c+l)SEVII+1>+X§§2DH(k=%—1—2)55\5“)(71(&,“)+

e X§2D11(%7k727%7l72)cl(\;€+1)cj(vl1+1)

dlak=0,1,..,N/2—-2il=0,1,...,M/2 -2,

XPEPI(H 1,4 1) = Lx§Pi(Fq, Uy,
XPRU(N-1,M 1) = ZxFoi(X_g M y),
XPRIE-LM-1) = ZXFPI(F o1 ),
POl = X§PU(E1 o)
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oraz

XPRIG Y- = o (X el -
5 N M S(k+1)
- x{rf g2, 8 -1)sy )
XSDIN(N—k—2,M 1) — Q(XOSQD”(IC,%fl)S%HUJr
52 N M k+1
+ X$DI(N_p o M_ gyl >),
XSDI (g M—1) = X$2PI (M _yo+h 4
3 N M J(k+1)
+ X§PH(L g2, —1-2)5/",
v k41
XDI(N_k—2,M~1) = X§2PI(} M _1)g(Fh)

+ X$PIU(N_goM_1)o(tD
dla k=0,1,...,N/2 — 2 oraz
XPRIE ) = f (X E-1yo-
_ X?ZDU(%ily%{iliz)Sx;l))7
XS2DIN(N 1 pi-2) = Q(XOS”D“”(%—1,1)51&‘[“)4r
+ Xf?DfI(%q,f}zifzfz)cg{“))A,
X§2DI(N-1]) = Xx§I(HN ol _
_ XéS'QDU(%_L%_l_Q)SZ(&H),

XPPI(N-1,M—1-2) = XfZDII(%_Ll)S](\l;-l)Jr

4+ X§DI(N_ Mg gyoln

dlal=0,1,..,M/2—2.

Ztozonosé obliczeniowa szybkiego algorytmu dwuetapowego, ktéry skonstruowano
wedtug wzoru rozkladu (4.33), jest rzedu O(N?logaN). Na wyznaczenie doktadnej licz-
by operacji rzeczywistych dodawan Do oraz rzeczywistych mnozett Mn3?RIT | w za-

leznosci od rozmiaru N na M przeksztatcenia, pozwalajg ponizsze wzory

6MN (log, M + 1log, K — 1) = 2M* +4(M + N)— 4 dla N> M

DoS2BH — 3 |
6MN (log, N — Llog, K —1) = 2N+ 4(M+N)—4  dla N <M
oraz
8MN (log, M + {log, K — 1) = 3M* + 11(M + N) =5 dla N > M,
MnS2R)T =

8MN (logy N — {log, K — 1) =3N2+ 11(M + N) =5 dla N < M.

Wystepujacy w powyzszych zaleznosdciach symbol K, obliczamy jako stosunek wartosci
N do M, tzn. jako K = N/M.
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Jako ostatni rozpatrzony zostanie przypadek dyskretnego dwuwymiarowego prze-
ksztalcenia sinusowego rodzaju czwartego.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie sinusowe czwartego rodzaju

Dyskretne dwuwymiarowe przeksztalcenie sinusowe czwartego (DST2D-1V) rodza-
ju, okreslone na macierzy elementéw wejéciowych z(n, m) o wymiarze N wierszy na M
kolumn, definiuje sie zgodnie z zalezno$cia

X32DUV) (k. 1) = DST2DIViy.ar {z(n,m)} &

N—-1M-1 1 1

ol mjsin 5+ 5)0n-+ 3)) sin (0 + m + M

n=0 m=0

dla k =0,1,.... N—1il=0,1,..., M — 1. Po pominieciu czynnika normalizujgcego

postaci ﬁ, oraz po wprowadzeniu nastepujacych przeksztalcenn pomocniczych

N/2—1 M/2-1
X521V (K1) Z Z x(2n,2m) + z(2n + 1,2m) + z(2n,2m + 1) +

+z(2n+1,2m + 1))sin (@\r)(k + %)(n + ;)) sin (<iM>(l + %)(m + ;))

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..,N/2—1,
N/2—1 M/2—1

X520V (. 1) Z Z xz(2n,2m) — x(2n+ 1,2m) + x(2n,2m + 1) +

—z(2n+1,2m + 1)))sin (é(k + %)(n + %)) sin <<—

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..,N/2—1,

N/2-1 M/2-1
XD (g 1) Z Z z(2n,2m) + x(2n 4+ 1,2m) — x(2n,2m + 1) —

—z(2n+ 1,2m + 1))sin (N )(n+ 1)) sin (}7\2(1 -+ %)(m+ ;))
(%) (%)
dlak=0,1,..,N/2—-111=0,1,..,N/2 -1,

N/2-1 M/2-1
X52DIV (k. ) Z Z 1)™™(z(2n,2m) — z(2n + 1,2m) — 2(2n,2m + 1) +

+z(2n+1,2m + 1))sin <<ﬂ) (k+ ;)(nﬁ— ;)) sin (<_
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dlak=0,1,..,N/2—-1il=0,1,...,N/2 — 1, a takze dodatkowych symboli postaci

O = cos <2N(k+ )> SN = sin (QN(k+1))

-+ _ ™ 1) (+3) (L 1)
Cy ¥ =cos <2M(l+ V), Sy 2 =sin 2M(l+2) .

to wzér rozktadu szybkiego algorytmu (FSTIV-IV) dwuetapowego dla dyskretnego
dwuwymiarowego przeksztatcenia sinusowego czwartego rodzaju mozna zapisac zgodnie
z ponizsza zaleznoscia, jako

XSDIV(k, 1) = X522V (koD O —

(4.34)
N 1 . M
Xf?DIV( 5 )S(k+ >C’]<\l4+;) ésQDJV(k > I 1)C<k+ )S(l+ >
N M
J(?QDIV( 2 k ]-7 2 )S(k+ )SM

dlak=0,1,..,N/2—-111=0,1,..., M/2 — 1. Dokladng postaé¢ tego wzoru rozpisana
wedtug symetrii przeksztatcenl sktadowych podano ponizej drobnym drukiem.

+3)
Cy 2+

(k+%)

L
X$DIV(N_k—1]) = X$2PIV(k1)set?)

(1+%)
POyt

k+3)

M (k+ ) (l+ )
XS2DIV(IC —1-1)Sy SM

-+
M

+ XPIV(E_k-1nCy

X5PV(H g1, M —1—1cy " ?'S

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,...M/2—1,

k L
XDV (b, M—1-1) = X1V (kD gl

(k+3) <z+2> (+3)

_ XS2DIV(N k—1,)Sy s\ (l+2)

+X5V (kM —1-1)0y T2 O,
k+d) 0+3)

- X§PV(H g1, M-Sy L

C

dlak=0,1,..,.N/2—-1i1=0,1,...,M/2 — 1 oraz

(k1) L+ d)

Sy 4T+
(k+3)

X$EDIV(N_fp—1,M—1-1) = X52PIV(k01)Sy

(k+%) (+3)

(l+ )
2°s CM +

. +XSZDIV(k M = 1)5

+ XSZDIV(N . 1M - l)C(H )CJ(VH 3)

+  XPIV(E—k-11)Cy

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,...M/2—1.

Obliczanie N na M-punktowego przeksztatcenia DST2D-IV, przy uzyciu algorytmu
opisanego zaleznoscig (4.34), odbywa si¢ na podstawie czterech przeksztalcen N/2 na
M /2-punktowych tego samego rodzaju. Stad szybki algorytm dwuetapowy FST2D-IV,
podobnie jak dotychczas opisane szybkie algorytmy dwuetapowe, charakteryzuje zto-
zonos¢ obliczeniowa rzedu O(N2log, N). Tutaj dokladna liczbe operacji rzeczywistych



98 4.2. Szybkie algorytmy dla dyskretnych przeksztatcen dwuwymiarowych

S2DIV S2DIV
N-M

dodawan Do3fy; ¥ oraz mnozen Mny/ definiuja nastepujace zaleznosci

6MN (logy M + 3log, K)  dla N > M,

DoSZRIV =
6MN (log, N — 2log, K)  dla N < M
oraz
SMN (log, M + log, K +1) dla N > M,
MnZy" =

8MN (log, N — Llog, K + 1) dla N < M,

gdzie K = N/M.

Tym samym w niniejszej sekcji przedstawiono wzory rozkladéw szybkich algoryt-
méw dwuetapowych dla rozwazanych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych. Al-
gorytmy te nie pozwalaja jednak na konstrukcje szybkich algorytméw adaptacyjnego
obliczania kosinusowego i sinusowego przeksztalcenia Fouriera, przez wzglad na to, iz
w kazdym kroku dziatania szybkiego algorytmu dwuetapowego, przeksztalcenie N na
M-punktowe obliczane jest na bazie czterech przeksztalcen, ktére nie operuja bezpo-
srednio na elementach x(n, m) macierzy wejsciowej, lecz na pewnych ich kombinacjach.

W kolejnej sekeji przedstawiono schemat budowy szybkich algorytmoéw z przerze-
dzeniem w czasie na bazie algorytmoéw dwuetapowych, ktéry zaktada zastosowanie
innego niz bit — reverse przemieszania elementéw x(n, m) wejsciowej macierzy danych.
Przedstawione algorytmy z przerzedzeniem w czasie spelniaja warunki wymagane do
budowy szybkich algorytmoéw adaptacyjnych dla catkowych przeksztalcen Fouriera.

4.2.3. Szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnych dwuwy-
miarowych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych drugiego i czwar-
tego rodzaju

Przedstawione w poprzedniej sekcji algorytmy dwuetapowe operuja na pewnych kom-
binacjach elementéw x(n, m) wejsciowej macierzy danych i tym samym nie pozwalaja
na budowe szybkich algorytméw adaptacyjnego obliczania przeksztalcen catkowych.
Podobnie jak w przypadku przeksztalcen jednowymiarowych, takze i tutaj poprzez
wprowadzenie specjalnego przemieszania elementéw x(n, m) wejSciowej macierzy da-
nychdlan=0,1,...N—1im=0,1,..., M — 1, mozliwe jest wyprowadzenie wzoréw
rozktadu szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie. Za punkt wyjscia przyjeto
przedstawione w poprzedniej sekcji szybkie algorytmy dwuetapowe. W tym celu wpro-
wadzmy N/2 na M/2-elementowe ciagi a(n,m), b(n,m), c(n,m) oraz d(n,m) ztozone
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z elementéw xz(n, m) i definiowane wedtug nastepujacych regut
a(n,m) £ 2(2n,2m) + z(2n + 1,2m) +
+ (=1)"(z(2n,2m) —z(2n+ 1,2m)) +
+ (=)™ (z(2n,2m) + z(2n + 1,2m)+
+ (=" (xz(2n,2m) —z(2n+1,2m))) +
(4.35)
+ z(2n,2m+1)+z(2n+1,2m+1) +
+ (-D)"(z(2n,2m+1) —z(2n+1,2m+1)) —

— (=" (x(2n,2m+ 1) +xz2n+ 1,2m + 1)+

+ (=" (z(2n,2m+1) —z(2n+1,2m + 1)))
dlan=0,1,.,N/2—1im=0,1,..,M/2—1,

b(n,m) £ z(2n,2m) +z(2n+1,2m) —

— (=1)"(z(2n,2m) — z(2n + 1,2m)) +

+ (=)™ (z(2n,2m) + z(2n+ 1,2m)—

— (=)™ (x(2n,2m) — x(2n + 1,2m))) +

+ z(2n,2m+1)+2z(2n+1,2m+1) —

— (=D"(z(2n,2m+1) —z(2n+1,2m + 1)) —

— (=)™ (z(2n,2m+1)+2z(2n+1,2m +1)—

— (=)™ (z(2n,2m+1) —z(2n+ 1,2m + 1)))
dlan=0,1,.,N/2—1im=0,1,...,M/2 1,

cn,m) £ 2(2n,2m) + 2(2n + 1,2m) +

+ (=)™ (z(2n,2m) —z(2n+1,2m)) —
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— (=)™ (z(2n,2m) + z(2n + 1, 2m)+

+ (=)™ (z(2n,2m) — z(2n + 1,2m))) +

+ z(2n,2m+1)+2(@2n+1,2m+1) +

+ (=)™ (z(2n,2m + 1) —2(2n+1,2m + 1)) +
+ (=)™ (=(@2n,2m+1) +z(2n+1,2m + 1)+

+ (D" (z(2n,2m+1) —z(2n+1,2m + 1)))
dlan=0,1,...,N/2—1im=0,1,..,M/2 — 1 oraz

d(n,m) 2 z(2n,2m)+ z(2n +1,2m) —

— (=)™ (z(2n,2m) —z(2n+1,2m)) —

— (=)™ (z(2n,2m) + z(2n + 1,2m)—

— (=)™ (x(2n,2m) — z(2n + 1,2m))) +

+ z(2n,2m+1)+z(2n+1,2m+1) —

— (=D)"(x@2n,2m+1) —z2n+1,2m+ 1)) +

+ (=)™ (z(2n,2m+ 1) +z(2n+1,2m+1)—

— (1" (z(2n,2m+1) — z(2n +1,2m + 1)))
dlan=0,1,..,N/2—1im =0,1,..., M/2 — 1. Poprzez odpowiednie pogrupowanie

sktadnikéw ciagéw a(n,m), b(n,m), c¢(n,m) oraz d(n, m) wzgledem indekséw n i m,
powyzsze wyrazenia mozna zapisa¢ w alternatywnej postaci jako

x(2n, 2m) dla n i m parzystych ,
x(2n +1,2m) dla n nieparzystych i m parzystych,

a(n,m) = (4.36)
x(2n,2m + 1) dla n parzystych i m nieparzystych ,
z(2n+1,2m+1) dla n i m nieparzystych ,
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gdzien=0,1,....,N/2—1im=0,1,...,M/2 — 1,

z(2n + 1,2m) dla n i m parzystych ,

x(2n,2m) dla n nieparzystych i m parzystych,

z(2n+1,2m + 1) dla n parzystych i m nieparzystych ,

x(2n,2m + 1) dla n i m nieparzystych ,

gdzien=0,1,...N/2—1im=0,1,..,M/2 1,
x(2n,2m + 1) dla n i m parzystych ,
z(2n+1,2m+ 1) dla n nieparzystych i m parzystych,

e(n,m) =

x(2n, 2m) dla n parzystych i m nieparzystych ,

x(2n + 1,2m) dla n i m nieparzystych ,

gdzien=0,1,....,N/2—1im=0,1,...,M/2 — 1 oraz

z(2n+1,2m+1) dlanim parzystych ,

x(2n,2m + 1) dla n nieparzystych i m parzystych,
d(n,m) =

xz(2n 4+ 1,2m) dla n parzystych i m nieparzystych ,

x(2n,2m) dla n i m nieparzystych ,

gdzie n=0,1,...,N/2—11im=0,1,..., M/2—1. Z powyzszych zaleznosci wynika, iz
elementami nowo wprowadzonych ciggéw, definiowanych jako (4.35), sa odpowiednio
przemieszane elementy x(n, m) macierzy wejsciowej. Ponadto tatwo wykazadé, iz ciagi te
nie posiadajg elementéw wspélnych, tj. elementéw o tych samych indeksach n oraz m,
i w ten sposéb wykorzystuja caly dostepny zbiér elementéow xz(n, m) dlan=0,1,..., N—
1im = 0,1,...,M — 1. Rysunek 4.7 prezentuje sposéb doboru elementéw z(n,m)
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(0,0)|(0,1)1(0,2)|(0,3) [ (0,4)|(0,5) | (0,6) | (0,7)

2) (1,3) (1,4)| (1,5) (1,6) a(n,m)
(2,2) (2,3)|/(2,4) (2,5)
b(n,m)
i I c(n,m)
(6,0) (5.1) (5.2) [(6.8)|{(5:4)| (5.5) (5.6) |(8.7)
(6,0) ) (6,3) (6,4) ( ) (6,7) i)

el ool o

Rysunek 4.7: Sposéb doboru elementéw z(n,m) dla ciagéw a(n,m), b(n,m), c(n,m)
oraz d(n,m) w przypadku, gdy N = M =38

dla ciagéw a(n,m), b(n,m), c(n,m) oraz d(n,m) dla przypadku N = 8 na M = 8
elementowej macierzy wejsciowej.

Proces syntezy szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnych
dwuwymiarowych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego i czwartego ro-
dzaju opiera si¢ na nastepujacych wtasnosciach ciagéw definiowanych jako (4.35)

a(n,m) + b(n,m) + c(n,m) + d(n,m) =
(4.37)
=z(2n,2m) +z(2n+1,2m) + z(2n,2m + 1) + z(2n + 1,2m + 1)

dlan=0,1,.,N/2—1im=0,1,...M/2—1,
a(n,m) — b(n,m) + c(n,m) — d(n,m) =
= (=1)"(x(2n,2m) —x(2n+ 1,2m) + 2(2n,2m + 1) — z(2n + 1,2m + 1))
dlan=0,1,..,N/2—1im=0,1,..,M/2 1,
a(n,m) + b(n,m) — c(n,m) — d(n,m) =
= (=)™ (z(2n,2m) + z(2n + 1,2m) — z(2n,2m + 1) — x(2n + 1,2m + 1))
dlan=01,..,N/2—1im=0,1,..,M/2 1,

a(n,m) —b(n,m) —c(n,m) + d(n,m) =

=(=1)"(=1)™(z(2n,2m) —z(2n+1,2m) — z(2n,2m+ 1) + (2n + 1,2m + 1))
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dlan=0,1,...,N/2—1im = 0,1,.... M/2 — 1. Wlasnosci (4.37) wskazuja na to, iz
sumy i réznice elementéw ciagéw a(n,m), b(n,m), c(n,m) i d(n,m) o tych samych in-
deksach, stanowia kombinacje elementéw macierzy x(n,m), na ktérych okreslone byty
przeksztalcenia Xy, X7, Xo i X3 we wzorach rozktadu szybkich algorytmoéw dwueta-
powych. W przeciwienstwie do tych kombinacji przeksztatcenia operujace na sumach
i réznicach elementéw a(n,m), b(n,m), ¢(n,m) i d(n,m), zgodnie z wlasnoscia linio-
wosci rozpatrywanych przeksztalcen trygonometrycznych (patrz [9, 14, 42, 94, 136]),
mozna rozpisa¢ jako sumy i réznice przeksztalcen operujacych bezposrednio na elemen-
tach a(n,m), b(n,m), ¢(n,m) i d(n,m), a co za tym idzie, operujacych bezposrednio
na elementach x(n,m) macierzy danych wejsciowych.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenie kosinusowe drugiego rodzaju

WprowadZmy pomocnicze N/2 na M /2-punktowe przeksztalcenia kosinusowe dru-
giego rodzaju, ktére operuja odpowiednio na elementach a(n, m), b(n, m), ¢(n,m) oraz
d(n,m)

dlak=0,1,..,N/2-1i1=0,1,...,M/2 —

N/2—1 M/2—1
XCZDHkl Z Z b(n, m)cos

- N/2-1 M/2-1 - 1
X747 (kD) —k =
Z Z a(n,m)cos (n+ 2)

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,..,M/2 -1,

N/2-1 M/2-1 = 1 - 1
X kD)= > Y c(n,m)cos Tk + 5) cos | o~ l(m+ 5)
n=0 m=0 (?) (7)

dlak=0,1,..,N/2-1i1=0,1,..,M/2 —

N/2-1 M/2-1 1 . 1
X$2PI (1) Z Z d(n, m)cos ( k(n+ )) cos (l(m+ ))

(3) 2 () 2
dlak=0,1,..,N/2—1il=0,1,..., M/2 — 1. Woéwczas na mocy Wlasnosci (4.37) cia-
géw a(n,m), b(n,m), ¢(n,m) i d(n,m), oraz liniowosci rozpatrywanych przeksztatcen
trygonometrycznych (patrz [9, 14, 42, 94, 136]), wzér rozktadu szybkiego algorytmu
dwuetapowego dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztatcenia kosinusowego dru-
giego rodzaju (4.31) mozna zapisaé w postaci

XD = (XPH (kD) + X2 (k1) +
+ XU (k, 1) + XT2PU (k1)) CHCYy +

b (XPPIC — kD) - XEPIE - kD (438)

+

N N
XPPIU(Z — k) = XEPI(Z k1)) S+
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M M
+ (Xfw”(k, o D+ Xk S - 1)
M M
Xebie 5 == Xiehiiip, o 1)> Cx Sy +
N M N M
xepn et 28y xC2DI T T
+ ( (G kg S =X k5 =)
N M N M
XPDIU( — by = — D)+ XPPI( — k5~ D)) SkShy

dlak=0,1,..,.N/2—-111=0,1,...,M/2 — 1, gdzie
ko T S
Cy = cos (QNk>’ Sy = sin (2Nk>’

Lo T b — s |
C’Mfcos(2Ml),SM 5m<2Ml>.

7Z analizy powyzszej zalezno$ci wynika, iz do obliczenia N na M-punktowego przeksztal-
cenia DCT2D-IT wymagane sa tutaj cztery przeksztalcenia N/2 na M/2-punktowe te-
go samego typu, ktére operuja na ciagach a(n,m), b(n,m), c(n,m) oraz d(n,m), tzn.
bezposrednio na elementach z(n,m) wejsciowej macierzy danych (patrz (4.36)). Stad
mozna jednoznacznie stwierdzié, iz otrzymany poprzez wprowadzenie ciagdéw (4.35)
szybki algorytm, jest algorytmem z przerzedzeniem w czasie, a co za tym idzie posiada
on strukture odpowiednig do budowy szybkiego algorytmu adaptacyjnego obliczania
caltkowego kosinusowego przeksztalcenia Fouriera.

Zalezno$é (4.38) prezentuje wzor rozktadu szybkiego algorytmu (FCT2D-II) z prze-
rzedzeniem w czasie, ktory pozwala na jego implementacje programowa. Jednakze po-
nizej drobnym drukiem zamieszczono postac tego wzoru rozpisana wzgledem wlasnosci
symetrii przeksztatcen sktadowych. Postaé ta jest znacznie wygodniejsza i pozwala na
tatwiejsza implementacje szybkiego algorytmu.

X2 (N—k)

_ (XEZDII(k’l)+X5C‘2DII(k.’l)+
XSG (k1) + X 2P (k1)) Sk, C -+

(X402D”(%71@,07}(5021)”(%716,”4*

+ o+ o+

XG2PI(H 1y xT2PI(H k1)) Ck O, -

= (XAICZD”()C,%7Z)+X§2D”(k,l—¥~fl)f

—  X§APT (kM) xE2PI (5, 2 1)) Sk 8%+

()QEZ‘?DII(%_k’%_D_XsC?DII(%_ky%_w_',

X§2PH (5 —k Bl 1)+ X E2PI (§ —k, L 1)) OF S},
dlak=0,1,.,N/2—1il=0,1,..,M/2—1,

X@RIEMD) = (XU (D+XE (kD

+ XGPPH (k1) + X 2P (1)) Ck S —
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dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,...

dlak=01,..,N/2—1i1=0,1,...

oraz

— (XfZD”(%7k,l)7X§2D”(%fk,l)+

XG2PI(H ko 1) - xF2PT(H k1)) Sk 5%+

(szDn(ky%gfl)JrXscan(hA;I_,l),

- XGRPI (g M ) x G201 (5, M _p))Ch O+

N M N M
(XEQDH(7—k,T—l)—XSCQDII(T—k‘,T—l)-‘r

X52D11<%_k,%_l)+X702D11(%_k,%—l))sjk\,Cfu

XG2DIN(N_k,M-1) =

,M/2 -1,

(X§2P (k1) +XE2PT (ki 1)+

XG2PH (k1) + X C2PT (k1) ) S& 54 —
(XEZDII(_IQE7k,l)7XSCQDII(%7k’l)+
XﬁCQDII(%_k,l)_Xg?DII(%_k’l>)CJISJS§M_
(XfQDII(k,% —l)+XSC2DU(k.,%—l)—

XG2PH (5, M 1) XxC2D1 (5, M 1)) Sk CL +
(XfQD”(%—k,%—l)—XgQD”(%—k,%—l)-&-

XGC2DII(—Jz\lfk,—]\z/—lfl)+xg2DII(%j—*k,%*l))Cﬁrcﬁu

,M/2 —1 oraz

Xﬁ?ﬁlf(o,o) = (X52D11(0,0)+X§2D11(O,O)Jr

X§EH (40

+

X52D11(0’0)+X$2DII(0’0))7

% (XEQDII<O,O)_XSC2DII(0’0)_'_

+

Xé}ZDII(O,O)_X?C?DII(O’O))’

XERIO) = (PP O0+XT 00)-

C2DII(N M
XNM (?77)

X3 (k0)

XG2DIL(N—k,0)

= XGCZDII(070)7X7C'2DII(0’0))7

%(X402D11(070)7X5C2D11 (0,0)—

_ X'gﬂDII(070)+)(7C2D11(0‘0))7

= (X§2PH(k,0)+X$2PTT (k,0)+
XG0 XE2 (50)) i+

+ (XEQDII(%_k’o)_X5C2DII(%_k,O)+
+ XGDI(N _k0)-XC2DI (N _k,0))Sk,
= —(XEPH RO HXEP () +

+ XG2PI(k,0)+ X 2P (1,0)) Sk +
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Xﬁ?ﬁ”(h%) g(szml(k’O)JrXsczDu(k’O),

+

(XfZD”(%*k,O)*X?‘?D”(%fk,O)ﬁ»

+

Xg,‘ZDII(%716‘0)7X7C‘2D11(%7k70>)ckp

X§2DI(3,0) - XE2DH (1 0) ) Ok +
4 4(XEQDII(%_k.’())_Xg:?DII(%—k.,O)—
- XGPU(H_k0)+XF2PI (X —£0))8%,

XNk ) = (X2 (R 0)+XE2PH (0~

_ XGC2DII(k$0)7Xg2DII(k’0))SII%+
+ g (X4czD11(%7,670)7)(5021)11(%,;6‘0),

- XGI(H_f0)+XF2PI (K —k,0))Ck
dla k=0,1,...,N/2 — 1 oraz

XPhI) = (X£PI(00)+XE2PI(00)+
X§2PI(0,1)+XE2PT(0,1))C4 +

(XEQDII(O,%_l)_XSC2DII(O’%_l)+

+ o+ o+

XgZQDII(O,%_l)_X7C2DII<O’% _l))55W

XG2D1(0,M-1) —(X§2PI(0,1)+X$2PH (0,1)+
XGC2DII(()’l)+X7C2DII<O,l))wa+

(X4€2DII(O7%4_7”7X502D11(0’%71)4’»

+ o+ o+

XG2D11(0, M _j)_ xC2DII (07%4))6‘5\,»

XPEIED = Z(XPPIO)-XFPI O+
Xg2D11(071)7X$2D11<075))C§W+

M2(XG2PII(0,M 1) xF2DT1 (0, —p)—

+ o+

XgZQDII(O,%_l)+X7CQDII<O,%_Z>)S§VF

XGRS M-

_4 (XEQDII(0,1)_X§,‘2D11(0J)+
xX§2PH(0,)—xF2PI(0,1))S%, +
+ E(XE2PI(0, A 1) X F2D1 (0, 1)~

_ X(){,‘QDII(()’%7l)+X7CL’2DII(071}2;1_7l))05‘4

dlal=0,1,..,M/2— 1.

Rekurencyjne uzycie zaleznosci (4.38) umozliwia szybkie obliczanie dwuwymiaro-
wego przeksztalcenia DCT2D-II dla N i M bedacych potegami dwoch. W zwigzku
z wykorzystaniem ciggdw pomocniczych a(n,m), b(n,m), ¢(n,m) oraz d(n,m), kté-
re zawieraja elementy z(n,m) o odpowiednio dobranych indeksach n i m, na wejscie
szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie podaje sie macierz elementéw x(n, m)
przemieszang zgodnie z pewng specyficzng kolejnoscia, inng niz kolejnos¢ bit — reverse.
Rysunek 4.8 przedstawia sposéb przemieszania elementéw dla przypadku N = M = 8.
Natomiast w dodatku A zamieszczono procedure realizujaca wymagane przemieszanie
elementéw dla szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie (patrz proc. A.10).

Poniewaz wzér rozkladu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie (4.38) zo-
stal wyprowadzony na bazie szybkiego algorytmu dwuetapowego (4.31), jedynie po-
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| permutacja p. w cz. I

—

(0,0)|(0,1)|(0,2)|(0,3) | (0,4) | (0,5) | (0,6) | (0,7) (0,0)|(0,7) | (0,3)| (0,4) | (0,1)| (0,6) | (0,2) | (0,5)

(1,00 (1,1) (1,2 (1,3)[(1,4) | (1,5) | (1,6) | (1,7) (7,0)| (7,7) | (7,3)| (7,4) | (7,1) | (7,6) | (7,2) | (7,5)
N
o

= 2,00/ (2,1)](2,2)|(2,3)| (2,4) | (2,5) [ (2,6) | (2,7) (3,00[(8,7) [ (3,3)| (3:4) [ (3,1)|(3.,6) | (3,2) | (3,5)
s
=

§ (3,0)(3,1)](3,2)[(3,3) [ (3,4) | (3,5) | (3,6) | (3,7) (4,0)| (4,7) | (4,3)| (4,4)| (4,1)|(4,5) | (4,3) | (4,7)

% (4,0)| (4,1)| (4,2)|(0,3) | (4,4)| (4,5) | (4,6) | (4,7) 1,0)|(1,7) | (1,3)| (1,4) | (1,1) | (1,6) | (1,2) | (1,5)
Q.

(5,0)|(5,1)|(5,2)|(5,3) | (5,4)|(5,5) | (5.6) | (5,7) (6,0)|(6,7)|(6,3)| (6,4)| (6,1)|(6,6) | (6,2) | (6,5)

(6,0)| (6,1)|(6,2)|(6,3)|(6,4)|(6,5)|(6,6)|(6,7) (2,0)|(2,7)|(2,3)| (2,4)| (2,1) | (2,6) | (2,2) | (2,5)

(7,0 | (7.1)|(7,2)| (7,3) | (7,4) | (7,5) | (7,6) | (7,7) (5,0)|(5,7) | (5,3)| (5,4) | (5,1)| (5,6) | (5,2) | (5,5)

a) b)

Rysunek 4.8: Sposob przemieszania elementéw macierzy danych (a) wejsciowych dla
algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla przypadku N = M =8 (b)

przez zastosowanie specjalnego przemieszania elementéw wejsciowych, to charaktery-
zuje go ta sama zlozonos¢ obliczeniowa co algorytm dwuetapowy. Zatem na wyznacze-
nie doktadnej liczby operacji rzeczywistych dodawan DoS2D!T i mnozen Mn§PoM dla
algorytmu FCT2D-II z przerzedzeniem w czasie, pozwalajg zaleznosci podane w po-
przedniej sekcji dla algorytmu dwuetapowego.

W dodatku A zamieszczono procedure bedaca implementacja szybkiego algorytmu
(patrz wzor (4.38)) obliczania dwuwymiarowego przeksztalcenia kosinusowego drugie-
go rodzaju (patrz proc. A.11).

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie kosinusowe czwartego rodzaju

W analogiczny sposob konstruuje si¢ szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie
dla dwuwymiarowego dyskretnego N na M - punktowego przeksztatcenia kosinusowe-
go czwartego rodzaju. W tym celu do przedstawionego we wczesniejszym paragrafie
wzoru rozktadu szybkiego algorytmu dwuetapowego, wprowadzamy pomocnicze ciagi
a(n,m), b(n,m), ¢(n,m) oraz d(n,m) dlan =0,1,...,N/2—1im =0,1,....,M — 1,
definiowane jako (4.35), oraz posiadajace wlasnosci postaci (4.37). Dla uproszczenia za-
pisu wprowadzamy nastepujace przeksztalcenia N/2 na M /2-punktowe, ktére operuja
na wspomnianych ciggach

X720 (k1) =

N/2-1 M/2-1 1 1 1 1
= > > a(n,m)cos (—(k+2)(n+ 5) cos 2)(m+§)

T+

n=0 m=0

|2
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dlak=0,1,..,N/2—1orazl=0,1,...,M/2 — 1,

X520 (k1) =

N/2-1 M/2-1 I . , X
— ngo mZ:O b(n, m)cos (< (k+ 2)(n+ 2)) cos (%)(Z + 2)(m+ 2))

dlak=0,1,..,N/2—1orazl=0,1,...,M/2 — 1,

vz
~—

X0 (k1) =

N/2-1 M/2-1 1 1 1 1
Z z ¢(n, m)cos (( (k+ )( 5)) cos (—(l+ 2)(m+ 5))

N
~—

dlak=0,1,...,N/2—1orazl=0,1,..,M/2—11i

XY (1, 1) =

N/2—1 M/2—1 1 1

=X X dnmcos<( >(k+2)(n+§)> cos<@<z+%)<m+%)>

n=0 m=0

dla k=0,1,...,N/2—1oraz l =0,1,..., M/2 — 1. Wowczas wzdr rozktadu szybkiego
algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla dwuwymiarowego dyskretnego przeksztatcenia
kosinusowego czwartego rodzaju przyjmuje postac

X](\,;2]51V(k7l) (XCZDI‘/(k l)+XCZDIV(k l)

(4.39)
+X602D”/(k7l)—S—X?CZD]V(k,l))C’ZJF%CE%+
N N
+(X4C'2DIV(5 Ck—10) - X5021:>1r\/(3 —k-1,0)+
N N 10t
JrXﬁcsz(? —k=1,h= X7C2D1V(5 == 171))5‘]’;%05;5 +
M M
H(XO2PIV(k, = 1 —1) + XEPIV(, T [-1)—
M M
7X6CZDIV(]€’ 5= I=1) = X7§‘2D1V(k V= - 1))C’N 2Sl+z
N N N M
XODIV(L ] )= XDV 1 1) —
+( 4 ( 9 7 9 ) 5 ( 2 2 2 )
N N N M 2ghra
_XGCZDIV(E —k-1,5-1- 1)+ X7czmv(3 —k-15 -l 1))5’;{%55\;%

dlak=0,1,..,N/2—-1il=0,1,..,M/2 —1, oraz
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XGPHV(N-k=11) = —(X§2PIV(k,1)+XE$2PIV (k,1)+
XC’ZDIV(k l)+X02D1V(k l))Sk+20l+2+
+  (XGPIV(H_f—1,)-XxEF2PIV (L —k—1,1)+
C2DIV (N C2DIV (N ket Hi
+ XS (5 —k-10)-X5 (5—k=LD))Cy *C)
(X§2PIV (g, M —1—1)+ X T2DIV (o, ML —1—1)—
C2DIV (1, M C2DIV (1, M kg g
- X§ (kM —1-1)—X& (kY —1-1))S) 285 2+
N N M
+ (xQIV(H_j 1——1—1)—X5CQDIV(7—k—1-,7—l—l)—

DI il
XCZ V(N k— __l_]) XCZDIV(N oo 1 1 1))Ck+zsiw+%
dlak:(), ,...,N/2~1il:O,l,...,M/Q— 5

XG2DWV (k,M—1-1) = —(X$2PIV(k1)+XEF2PIV (k1)+
c2DIV Cc2DIV kg gtd
+ Xg (kD) +X5 (BD)Cy 28y %=
- (X{PPIV(L_g-1)-X§PIV (E —k-1,1)+
k !
XE2PIV(N 11— x$2PIV (N _k_11))8 +2S+2+
(XF2PIV (e, AL —1—1)+ X F2PTV (k, L —1-1)—
y k !
XE2DIV (o, M 1)~ XE2DIV (M _i_1))C +QC+2
+  (x§PV(E -1, 5 —1-1)-X PV (J k-1, —1-1)—

XEDIV(N 1 N 1y xCDIV(N gy My qygthoits
dlak=0,1,..,N/2—-1i1=0,1,...,M/2 — 1 oraz

XG2DIV(N—k—1,M—I—1) = (XZ2PIV (k)4 XT2PTV (,))+
4+ XO2DIV (1 1) 4 XS2DIV (k, l))Sk+7 Sl+7
- (X§PPIV(H_f—1)-XF2PIV(H —k—1,1)+
k 1

+ XCZDIV(N E—1,)— XC2DIV<N k—1,0))Cy +ZS *7
= (XEQDIV(kﬂ%_l_l)_,'_XsCZDIV(k’%_l_l)_
_ XQ2DIV(k,M —1)—X2DIV (i, M—l—l))s +2CH’2

> N N M
+  (xgV(E g1, H 11X G2PIV(E g1, M 1)

k+ l+
- XQIV(N_p 1 N 1) x0IV(E_p 1 M 1o 20,2

dlak=01,..,N/2—1i1=0,1,..,M/2—1,

gdzie

U3 oo (S (14 2)), S5 —sin (4 L
Cuy fcos<2M(l+2)), Su fsm<2M(l+2)).

7 powyzszych zaleznosci wynika, iz wedtug proponowanego szybkiego algorytmu
z przerzedzeniem w czasie N na M punktowe przeksztatcenie DCT2D-IV obliczane
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jest na podstawie czterech przeksztalcenn N/2 na M/2 punktowych tego samego ro-
dzaju, ktére operuja bezposrednio na elementach wejsciowej macierzy danych z(n, m).
Rekurencyjne uzycie wzoru (4.39) umozliwia budowe szybkiego algorytmu z przerze-
dzeniem w czasie dla przeksztalcenia kosinusowego czwartego rodzaju o wymiarze N
na M, gdzie N i M sa potegami dwdch. Elementy wejéciowej macierzy danych x(n,m)
musza by¢ wowczas przemieszane zgodnie z kolejnoécia wynikajaca ze sposobu doboru
prébek xz(n, m) dla ciagéw a(n, m), b(n,m), c¢(n,m) oraz d(n,m) (patrz rysunek 4.8).
Wymagane przemieszanie realizuje procedura A.10, natomiast implementacje szybkie-
go algorytmu zbudowanego zgodnie ze wzorem rozktadu (4.39) zawiera procedura A.12.

Poniewaz szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie powstal na bazie szybkie-
go algorytmu dwuetapowego jedynie poprzez wprowadzenie innego niz bit — reverse
przemieszania elementow macierzy danych wejsciowych, to charakteryzuje go ta sa-
ma zlozonosé obliczeniowa co wspomniany szybki algorytm dwuetapowy. Zatem do
wyznaczenia doktadnej liczby rzeczywistych operacji dodawania Do$?2!" i mnozenia
MnSPPIV poshuzyé moga zaleznoéci podane w poprzedniej sekcji.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztatcenie sinusowe drugiego typu

Przez analogie do poprzednio prezentowanych przeksztatcen, réwniez i w tym przy-
padku wprowadZzmy N/2 na M/2 punktowe pomocnicze przeksztalcenia sinusowe dru-
giego typu, ktore operuja odpowiednio na elementach ciagéw a(n, m), b(n,m), c¢(n, m)
oraz d(n,m)

X0 (k, 1) =

N/2—1 M/2—-1 1
“E B e p) o

dlak=0,1,..,N/2-1i1=0,1,..,M/2—1,
X5 (k1) =

( (l—i—l)(m—i—%))

NSRS

N/2—1 M/2—1 -
=X X bnmsm((Q)(kH)( ;)) sin<>(l+1)(m+;))

n=0 m=0
dlak=0,1,...,N/2—1i1=0,1,..,M/2 -1,
XégZD[I(k7l) —
N/2—1M/2-1 1 1
=Y > cnm (—k‘—f—l ) (Tl+1 m+§))
n=0 m=0 ( ) o

dlak=0,1,..,N/2—1i1=0,1,...M/2— 11
X-}SQDII(IC, l) _

N/2—1 M/2-1 (

= Z:O ZO d(n,m)sin

—~
SN
~—
—
-
_|_
—_
-
A
|
S~—
N

1
(5) "2
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dlak=0,1,..,N/2—1i11=0,1,..., M/2—1. Przy pomocy wprowadzonych przeksztal-
cen pomocniczych, oraz na mocy wlasnosci (4.37) ciagéw a(n,m), b(n,m), c(n,m)
i d(n,m), definiowanych wedlug (4.35), mozna przeksztalci¢ wzor rozkltadu szybkie-
go algorytmu dwuetapowego dla przeksztalcenia DST2D-II (4.33) tak, aby otrzymaé
zadany szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie. Wowczas wzér rozktadu takiego
algorytmu przyjmie posta¢ wyrazenia

XX (k1) = (X221 (k, 1) + X521 (k1) +

—‘y—XSQDH(k‘ l) X%%DH(]C, l))Ck,_HC[l\}H _ (440)
_(XEQDH(g —k—2,0)— ngDH(% — k=20 +

+X§2D”(% —k—=2,0)- X7S2D”(g —k—2,1)SyCHt -

—(X2PH (k, % —1-2) + X" (k, % -1-2)-

*Xé?QDII(k,’ % —f=3) = X?QDII(k’ % _ ))Ck+1Sl+1

+(Xfw”(g —k—2 ];[ [—2)— X552D”(g — k-2, % —f—2)—
_XﬁszDu(g —B—9, % —§—1 +X752D11(g —h—3, % ] 2))Sk+lsl+1

dlak=0,1,.,N/2—2i1=0,1,.., M/2 -2, gdzie
E+1 _ I k+1 _ o
Cy —cos( N(k+ )), S5 Szn(zN(k+1)>

m ; ™
CH! = cos (W(l -+ 1)) , St = sin <m(l + 1)) .

Ponizej drobnym drukiem zamieszczono posta¢ wygodna do programowej implementa-
c¢ji algorytmu FST2D-II z przerzedzeniem w czasie.

XPPI(N—k—2,1) (XF2PI (k) + X 522 (ke 1)+

+ XbQDII(k l>+X52DII(k l>)5k+lcl+1

+  (XPPI(E g2 - x52PT(H —fp—2,1)+

+  X§PI(H 21— xF2PIN( T g2 1))ChT O

_ (X52D11<k,%_1_2)+X§}2D11(k_%_l_2)_

- X§EPI (AL —2)—XF2DI (o M —|—2))SEFI S —

- (xR (H g2, H—1-2)-XxF2DIN(H 2 M _|-2)—

- X$PI(H o Ny 9)4 X$2DIL(N ko M _o))Cchghtt
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dlak=0,1,..,N/2—211=0,1,...,M/2—2,

XM (k,M~1-2) (XF2PH (o 1)+ X 52D (k1) +

+ Xé”D”(k,l)-&-X;”D”(k,l))C}f,“Sﬁ\}l—

- (XPPI(H o) - x52PI(J —_g—21)+
XGSZD”(%—k—2,l)—X732D”(%—k—Z,l))S;ﬁ,“ Sé\}rl_'_
(X 2P (g, M ——2) 4 X 52D (p, M 1 —9)—

_ XéS‘ZDU(k7ﬂ217l72)7X%92D11(k$%7172))0§+105v}—17

- (X H g2, 8 —1—2)-Xx52DII(J 2 M _j-2)—

— XZWINN g o N _j 9y xZ2DINN _p o M | gy)ghtightt

dlak=0,1,..,N/2—-211=0,1,..,M/2—2,

XPPH (N—k—2,M~1-2) (X2 (kD) +X52P (R 1)+

Xé”D”(k,l)+X§2D”(k,l))S;’;,+1 SE—I'F
(XF2PH(H —g—2,1)-Xx52PI (X _k—21)+

X§PI (K _p—01)-X$2DI (N 2 ))ohttsity

+ o+ o+ o+

(X§2PH (kM —1—2)+ x 52D (g, M _j—2)—
_ X{?ZDIIUC,%*l*?)*X?’ZDII(kA,%*l*?))S]]fﬁlCﬂvlJr
+  (xPPI(E g2, 8 1-2)-xF2PIN(H o M _j_9)—

- X§H(H g9 Ny 2)4 x52DIN( N 9 M _;_oyckrici?

dlak=0,1,..,N/2—2i1=0,1,...M/2 — 2 oraz

XFER 1

LxpP (1, Y1)+

xS (J 1 M 1)+

+ o+

XA (G 1,5 —)+X72PH (5 -1,5-1)),

XS2DIN(N—1,M4 _1) L (xSDI(N_g Mgy

N M
- XS E_ M_q)4

3 N M N M
+ XéSEDII(?_1,7_1)_X$2DII(?_1,7_1)),

X$2DINN _y ar1) = ME(x§DIN(H_g M_yy,

+ X‘%S'QDII(%_L%_D_

_ XéSQDII(%_1_’%_1>_X%5‘2DII(%_1,%_1)),
XPAPH(N-1,M-1) = (X§2PH(J_1M_7)-

_ XE)SzDJI(%,L%,l),

— XSEDII(N_j M_ 1)y xS2DII(N_1 M_1))
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oraz

XD (k1)

X201 (k,M—1)

M
XPPI(N—k—2,2L 1)

XZ2DIN(N —k—2,M 1)

dlak=0,1,...,N/2—21i

2 N
XPR(E-1D

+ 4+

4(XEZDII“:,%_1)+X\%S2D11(k_’%_1)+
Xé"zD”(1@%71)+X752D”(k,1‘—2471))01’?\}+17
M2(x§2DI(N_p o M_y)_
XS2PHU(J_fp—2, M 1)+
x§2PH(J—p—2, 4 —1)—
X752D11(_12\17k727%71))5113]+17
(XAZS'QDII(,C,%_1)+X552D11(k,%_1)_
Xé”D”(k.,%—1)—X$2D”(k,%—1))C‘]k\,“—
(x§2PI(H -2 M 1)
X$I(H 2 M 1)
XgPH (B —p—2, M 1)+
X752D”(%*k*27%*1))5§1+1,
g(x‘kszpu(ky%il)JngzDu(ky%fl)Jr
Xég‘ZDII(k?%71)+X§2D11(/€,%71))S§ﬁ1+
V2(x§2DI(N _p o M_y)_
X$I (N 2, M 1)+
XFI( N -2, M 1)
X%S‘ZDII(%_IC_Q,%_I))C;&\}JH,
(XEQDIIUC,%_1>+X‘%92D11(k,%_1)_
XéS2DII(k,%—1)—X$2D11(k,%—1))sﬁ+1+
(x52PH (L2, _1)—
XgQDII(%
XgZDII(%7k727M71)+
7

X,.?92DII(

%(szDn(%_1,Z)+X§‘2D11(%—1,l)+
X§2PIT(N 1 1) 4 X§2PII(N 1 1y)chil -
2(x5DIL(N_ My gy
XS2DI(N 1 M g)_
X§2DI(N _1 M _j_9)_

N M 1
X£2PH(H 1 M _j_9))sitt,
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XS2DIN(N _y pp_1-9) V2(x§2DI(N _y gy xS2DII(N _q gy
‘){(.).92DII(%717”4’»)(%5'2DII(%7171))55;1Jr

M2 (xSINN_ ) My oy

+ o+ o+

xgPr(d 1 M9y

xgPI(H 1 M)
s N_ 1M I+1
- X7 2DII(7_177_Z_2))CM ’

XF2PIN(N—1,1)

(X52DII(%_Ll)_XSSZDII(%_Ll)_F
+  X§IN(H _q - xF2DIN( N py)ohtt -
= (XEZD“(%fl,%flfmf
_ ngDll(%717%,l,2),
- X§PH(E_1 M 9)+
+ XFRPI(E 1 Y oSy,
XPPU(N-1,M-1-2) = (XJ?PII(H_1)—x52PII(H_11)+
+ X§DIN(N 1y x52DII(H 1 py)ghtty
£ (Xf2DII(%_1_’%_l_2)_
_ X532D11<%_1,%_l_2)_
- Xx§H(H o1 M9yt

+  X$PI(H g M g)Citt

dlal=0,1,..,M/2—2.

Na podstawie wzoru rozkladu (4.40) mozna skonstruowaé szybki algorytm z prze-
rzedzeniem w czasie dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztalcenia sinusowego dru-
giego rodzaju o rozmiarze N na M, gdzie N i M sg potegami dwoch. Wowczas elemen-
ty x(n,m) wejSciowej macierzy danych musza by¢ przemieszane zgodnie z kolejnoscia
realizowang przez procedure A.10. Implementacje szybkiego algorytmu DST2D-II za-
mieszczono w dodatku A w postaci procedury A.13.

Poniewaz szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie powstal na bazie szybkiego
algorytmu dwuetapowego (4.33), jedynie poprzez wprowadzenie innego przemieszania
elementow macierzy danych wejéciowych, to charakteryzuje go ta sama ztozonos¢ ob-
liczeniowa, co znany algorytm dwuetapowy. Dokladng liczbe operacji rzeczywistych
dodawan Do*PH i mnozett Mn3?PIT mozna zatem wyznaczy¢ za pomoca wyrazen po-

danych w poprzedniej sekcji.

Dwuwymiarowe dyskretne przeksztalcenie sinusowe czwartego typu
Ostatnim z poszukiwanych szybkich algorytméw jest szybki algorytm z przerzedze-
niem w czasie dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztalcenia sinusowego czwartego
rodzaju. Rowniez w tym przypadku, jako punkt wyjscia przyjmujemy wzér rozkladu
szybkiego algorytmu dwuetapowego, ktory poprzez wprowadzenie ciagéow (4.35) prze-
ksztalcony zostaje do postaci wzoru rozkladu algorytmu z przerzedzeniem w czasie.
W tym celu definiujemy pomocnicze przeksztatcenia N/2 na M /2 punktowe, ktore ope-
ruja odpowiednio na ciagach a(n,m), b(n,m), c(n,m)id(n,m) dlan=0,1,..., N/2—1
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im=0,1,.,M/2—1

X722 (k, 1) =

N/2—1 M/2—1 - 1 ] - i .
— nzzo mzzo a(n,m)sin T)(k+§)(n+ 5) sin @(l+§)(m+§)
2 2
dlak=0,1,..,N/2—1il=0,1,...,M/2 -1,
X520 (k, 1) =

T 1

1 . 1 1

2

= > > b(n,m)sin

n=0 m=0

N/2—-1 M/2-1 (

dlak=0,1,...,N/2-1il=0,1,...,M/2 -1,

X6$2Dlv(k', l) _

|

= Z Z c(n, m)sin

N/2—1M/2-1 p 1 1 . i 1 1

2

ol
Sl

dlak=0,1,..,N/2-1i1=0,1,..,M/2—11i

X (k1) =

1 1

N/2-1 M/2-1 i X X | 7T
((g)(k’ - 5)(71 + 2)) sin (<M>([ 4 5)(m + 2))

=Y > dn,m)sin
n=0 m=0

2

dlak=0,1,..,N/2—111=0,1,..., M/2 —1. Nastepnie korzystajac z wprowadzonych
przeksztalcen, oraz stosujac sie do wlasnosei (4.37) ciagdéw a(n,m), b(n,m), c(n,m)
i d(n,m), mozna przeksztalcié wzér rozktadu dwuetapowego szybkiego algorytmu dla
przeksztatcenia DST2D-IV (4.34) do nastepujacej postaci

XY (k) = (X1 (k) + X5 (1) +
(4.42)

1 1
FXFP (R, 1)+ XSO (k1) ON Oy —

N N
_(XfQDIV(E — k= 171) _ X5SQDIV(5 — k= 171) +

N N 1 1
FXPPI (G k= L) = XPPV (S — k= L0)Sy O —

M M
—(XPPV (k5 = L= 1)+ X2 (k- — 1= 1)=
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M

stmv( 7% 1) - stmv(]~C7 . ] 1))O’€+le+z

N N N M
XV =], = =[=1)=XPP | — =1 —
+( 4 (2 a2 ) 5 (2 ’2
N N N M 1
XSZDIV(2 ko __l_1)+XSQDIV(2 k1 77_1_1))Sk+§51+§
dlak=0,1,..,N/2—-1il=-0,1,...., M/2 — 1, gdzie

k3 I 1
Cy —COS(2N(k+ )) Sy —sm(QN(k—f— ))

1 1 1
o5 — gos (27;4(1 )),Sl+2—sin<2M(l+ ))

Rozpisujac zalezno$é (4.42) wedlug symetrii przeksztalcen sktadowych otrzymujemy
nastepujace zaleznoéci, ktore umozliwiaja tatwa implementacje procedur realizujacych
algorytm FST2D-IV z przerzedzeniem w czasie.

X}?[?JEIV(N—/C—LZ) — (XS‘ZDIV(k l)+XS2DIV(k7 l)+
XS2DIV(k l) XSZDIV(k l))Sk+ZCl+2+
(XSZDIV(ﬂ,k,lyl),XSQDIV(ﬁ7k7171)+
4 XS2DIV(N _p_1,0)- X201V (N _j 1l))CH2Cl+2
_ (XSZDIV(k M7171)+X§2D1V(k Mflfl)
— X§2DIV (kM M_y_qy_ X52DIV (j, M M_;_ 1))5’”?5”2
- xRV k-1, Y1) - XxF2P IV (-1, —1-1)—

_ XSQDIV(N L1, ﬂ_l_1)+X752DIV(%_k_L i 1))C +2Sl+2
dlak=0,1,..,N/2-1il=-0,1,..,M/2 -1,

X3PV (k,M—-1-1) = (X7?PIV(k1)+X52PIV (k,1)+
o XSZDIV(k l)+XSQD1V(k, Z)>Ck+2sl+2
_ (XS2D1V(N E—1,1)— XSQDIV(N k—1,)+
+ X$DIV(N _po1)-X$2PIV (N k118 +2SH2+
(XSZDIV(k,M7l71)+X52D1V(k’,M717].)
— XSV (k, M—l 1)—XS$2DIV (i, M—l 1))Ck+§Cl+7
_ (XSZDIV<N k— 1——l 1) XSQDIV(N k— 1——l 1)

_ XS'ZDIV(N fie 1__[ 1)+X5201v<1v ke 1M 1-1))S% ‘*'zcl‘*'z
dlak=0,1,..,N/2—1il=-0,1,...,M/2 — 1 oraz

X PPV (N—k—1,M—1-1)

(XSZDIV(kﬁl)JrXSEDIV(k,l)Jr

XZ2DIV (ko 1)+ XS2PTV (k1)) S +251+2+

+

+

(X52DIV (N g 1,0y X52DIV(E k1014
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S2DIV (N S2DIV (N kg glts
X3 (B —k—1,)—-X52P1V (N g1 )0y 28, 2+

+  (XPPIV (e, AL —1—1)+ X 52PTV (g ML 1)~
y y k+3 1+
- X5PIV (kM —i—1)-XF2PIV (5, M _1-1))S " 2C) 2+
+  (XPIV(H -1, —1-1)-Xx52PIV(H 1,4 1)
k+d

i I+
- Xx$PWV(H 1 F 1)+ xFPIV(E g1, M —1-1)C 20y, 2

dlak=0,1,..,N/2—1il=-0,1,...,M/2 1.

Zgodnie z wyrazeniem (4.42) N na M-punktowe przeksztalcenie obliczane jest na
bazie czterech przeksztatcen N/2 na M /2-punktowych, ktére operuja bezposrednio na
elementach x(n, m) macierzy danych wejsciowych. Rekurencyjne uzycie tej zaleznosci
pozwala na szybkie obliczanie dwuwymiarowego przeksztalcenia sinusowego czwartego
typu o wymiarze N na M, gdzie N i M sg potegami dwoch. Elementy wej$ciowej macie-
rzy danych musza by¢ przemieszane z kolejnoscia wynikajaca z doboru elementéw dla
ciagéw a(n,m), b(n,m), c¢(n,m) i d(n, m). Procedura A.10 z dodatku A realizuje wspo-
mniane przemieszanie. W rezultacie otrzymuje sie szybki algorytm z przerzedzeniem
w czasie dla przeksztatcenia DST2D-IV. W dodatku A zamieszczono takze procedure
A.14, ktéra jest implementacjg rozwazanego szybkiego algorytmu w jezyku C.

Poniewaz szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie powstal na bazie szybkiego
algorytmu dwuetapowego, jedynie poprzez wprowadzenie nowego przemieszania ele-
mentéw x(n, m) macierzy danych wejsciowych, to charakteryzuje go ta sama ztozonos$é
obliczeniowa, co znany algorytm dwuetapowy. Stad dla wyznaczenia dokladnej licz-
by operacji rzeczywistych dodawan Do3*P!V oraz mnozen MnPPIV stuza zaleznoci
przedstawione w poprzedniej sekcji.

W niniejszej sekcji przedstawiono wzory rozktadu szybkich algorytméw z przerze-
dzeniem w czasie dla wszystkich rozwazanych dwuwymiarowych dyskretnych prze-
ksztalcen trygonometrycznych. Algorytmy te wyprowadzono na bazie szybkich algo-
rytméw dwuetapowych poprzez uzycie innej niz bit — reverse permutacji elementéw
macierzy danych wejéciowych. Stad algorytmy te charakteryzuje ta sama ztozonosé ob-
liczeniowa co algorytmy dwuetapowe, tj. ztozono$¢ rzedu O(N?logyN). Ponadto struk-
tury szybkich algorytmoéw z przerzedzeniem w czasie spelniaja wymagania stawiane
przez proponowane schematy szybkich algorytmoéw adaptacyjnego obliczania trygono-
metrycznych przeksztatcen catkowych.

4.3. Podsumowanie i wnioski

W niniejszym rozdziale zamieszczone zostaly definicje szybkich algorytmow z przerze-
dzeniem w czasie dla dyskretnych jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen kosinuso-
wych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju. Znajomos¢ wspomnianych algorytmaéow
jest wymagana do budowy szybkich algorytméw adaptacyjnych.

Dla przypadku przeksztatcen jednowymiarowych szybkie algorytmy z przerzedze-
niem w czasie wyprowadzone zostaly na podstawie wzoréw rozktadu znanych szybkich
algorytméw dwuetapowych (patrz [156]), jedynie poprzez zastosowanie odmiennego
przemieszania elementéow wejsciowych ciggéw danych. Stad algorytmy te charaktery-
zuje identyczna zlozonosé obliczeniowa rzedu O(Nlogs N) (patrz sekcja 4.1.3).
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W przypadku przeksztalcen dwuwymiarowych charakterystyka proponowanych al-
gorytmow adaptacyjnych uniemozliwia zastosowanie popularnego podejscia wierszowo-
kolumnowego (patrz [154]), ktére polega na przykladaniu przeksztalcen jednowymia-
rowych odpowiednio do wierszy i do kolumn wejéciowej macierzy probek sygnatu. Stad
takze i tutaj, nalezalo opracowaé szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie dla roz-
wazanych przeksztatcen dyskretnych. Algorytmy te wyprowadzono podobnie jak dla
przeksztalcen jednowymiarowych, tj. na bazie dwuwymiarowych szybkich algorytméw
dwuetapowych, poprzez wprowadzenie odmiennego od bit — reverse przemieszania ele-
mentow macierzy danych wejsciowych. Opisy tych algorytmoéw, podobnie jak algoryt-
moéw realizujgcych wymagane przemieszania, przedstawiono w sekcji 4.2.3.

Szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie dla jedno- i dwuwymiarowych dys-
kretnych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych zostaly opublikowane odpowiednio
w pracach [54] 1 [55].

Nalezy tutaj zwr6ci¢ uwage na fakt, iz proponowane szybkie algorytmy z przerze-
dzeniem w czasie posiadaja struktury symetryczne, przez co moga by¢ w tatwy sposob
implementowane zaréwno programowo jak i sprzetowo, w tym rowniez wedlug schema-
tow réwnolegtych i rozproszonych.

Dla jedno- i dwuwymiarowych dyskretnych przeksztatcen Fouriera szybkie algoryt-
my z przerzedzeniem w czasie stanowig jedne z algorytmow najczesciej wykorzystywa-
nych w praktyce, jednakze z uwagi na ich ogromne znaczenie dla rozwazan zawartych
w dalszej czesci ksiazki, wzory rozkladow dla tych algorytméw zostaly przedstawione
i krotko opisane odpowiednio w sekcjach 4.1.1 1 4.2.1.

W dodatku A zamieszczono implementacje w jezyku C procedur realizujacych
wszystkie opisane szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie, a takze wymagane
przemieszania elementow wejsciowych struktur danych.

W kolejnym rozdziale zamieszczone zostana propozycje szybkich algorytméw adap-
tacyjnych dla jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen catkowych Fouriera, na ktorych
budowe pozwolily opracowane szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie, i w ktorych
struktury odpowiednio wkomponowano mechanizmy oceny bledéw dla algorytmoéow ad-
aptacyjnych, tj. algorytméw (3.1) i (3.2) w przypadku przeksztalceri jednowymiaro-
wych, oraz (3.3) i (3.4) dla przeksztalcen dwuwymiarowych.



Szybkie algorytmy adaptacyjne

| rozdziale 3 opisano propozycje algorytméw adaptacyjnych dla catkowych

jedno- i dwuwymiarowych przeksztalcen Fouriera. Algorytmy te, bazujac
v na dyskretnych przeksztatceniach trygonometrycznych, a takze korzysta-
jac z zaproponowanych* regul oceny rzeczywistych btedéw przyblizania wartosci prze-
ksztalcen catkowych poprzez przeksztatcenia dyskretne, pozwalaly na automatyczny
dobodr takiej liczby prébek sygnatu, ktora jest wystarczajaca do obliczenia przeksztatce-
nia catkowego z zadang doktadnoscia. Ocena bledu realizowana byta na podstawie war-
tosci dwoch przeksztatcen dyskretnych, odpowiednio N i 2N-punktowych w przypadku
jednowymiarowym, oraz N na M i 2N na 2M-punktowych dla przeksztatcen dwuwy-
miarowych. Jednakze konstrukcja zaproponowanych algorytméw nie dawalta mozliwosci
wykorzystania obliczen z etapow wczesniejszych do obliczania wartosci przeksztatcen
na kolejnych etapach adaptacji. Takie podejscie znacznie wydluzalo catkowity czas
dziatania algorytmu i sprawiato, ze zaproponowane algorytmy adaptacyjne sa mato
efektywne, a ich praktyczne zastosowania ograniczone.

Przyspieszenie obliczen, a tym samym uzyskanie ztozonosci rzedu O(NlogaN) dla
przeksztalcenn jednowymiarowych oraz ztozonoéci O(N?log,N) w przypadku dwuwy-
miarowym, mozliwe jest poprzez wbhudowanie mechanizmoéw shuzacych do oceny btedu
bezposrednio w struktury szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie (patrz roz-
dziat 4). Co prawda, dodatkowe obliczenia zwiagzane z oceng bledu wydtuzaja czas
dziatania szybkiego algorytmu (jak wykazaly badania o okoto kilka do kilkudziesieciu
procent w zalezno$ci do wymiaru przeksztalcenia i wartosci parametréw wejsciowych
(patrz rozdzial 7)), jednakze rzad ztozonosci obliczeniowej, charakterystyczny dla szyb-
kich algorytméw obliczania dyskretnych przeksztalcen trygonometrycznych, pozostaje
ten sam.

W ostatnich latach badania prowadzone nad ulepszaniem metod obliczania dyskret-
nych przeksztatcen trygonometrycznych w duzym stopniu koncentrowaly sie réwniez na
technikach adaptacyjnych. Dla przyktadu w pracach [81, 82] znajdujemy propozycje al-
gorytmow adaptacyjnych, ktore dopasowuja funkcje bazowe przeksztatcenia do sygnatu

*Dotychczas podano wyrazenia oceny bledu w metryce Czebyszewa. Wyrazenia przedstawione
w innych popularnych metrykach zamieszczone zostaly w rozdziale 6.

119
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wejsciowego wedlug kryterium: blgd rekonstrukcji-wspdiczynnik kompresji, przy czym
dopasowanie przeksztalcenia odbywa si¢ poprzez modyfikacje operacji motylkowych
z zachowaniem ich ortonormalnosci. Wszystkie obliczenia realizowane sa zgodnie ze
strukturami algorytmow typu Cooley’a-Tukey’a. Przeksztatcenie to daje lepsze wyniki
kompresji od przeksztalcen: DCT-II, DFT, przeksztatcenia Haara oraz przeksztalce-
nia Walsha-Hadamarda, co wykazano na przyktadzie danych pomiarowych z zakresu
fizyki nuklearnej. Z kolei w pracach [120, 132, 147] zaprezentowano grupe algorytmoéw
tzw. SA (ang. Shape-Adaptive), ktére dostosowuja sie do ksztaltu transformowanego
obszaru danych. Obszar ten nie musi by¢ prostokatny. Takie podejscie pozwolito na
lepsze dopasowanie przeksztalcen do fragmentéw obrazéw otrzymywanych na przyktad
w procesie segmentacji, i tym samym na uzyskanie wyzszych wspoétczynnikéow kom-
presji. Algorytmy SA-DCT zastosowano miedzy innymi w kompresji sekwencji wideo
w standardzie MPEG-4 [51]. Rownie dobrze znane sa zagadnienia dotyczace praeksztal-
ceni kosinusowych z adaptacyjna kwantyzacja wektorowa [6, 69], a takze adaptacyjnych
filtréw kosinusowych LMS [10, 30].

Techniki adaptacyjne stanowia jedne z szeroko rozwijanych podejéé¢ w ramach wspot-
czesnej informatyki, miedzy innymi z obszaru cyfrowego przetwarzania danych (np.
filtracja adaptacyjna [113, 161]), czy tez z obszaru sztucznej inteligencji [90, 114].

W niniejszym rozdziale zamieszczono opisy szybkich algorytméw adaptacyjnych dla
jedno- i dwuwymiarowych catkowych przeksztatcen Fouriera, oraz sinusowego i kosi-
nusowego przeksztalcenia Fouriera. Wzmiankowane algorytmy wykorzystuja struktury
szybkich algorytmow z przerzedzeniem w czasie dla jedno- i dwuwymiarowych dyskret-
nych przeksztatcen, odpowiednio przeksztalcenia Fouriera oraz kosinusowego i sinuso-
wego przeksztalcenia drugiego i czwartego rodzaju.

Jako pierwszy opisany zostal przypadek jednowymiarowego przeksztatcenia Fourie-
ra (patrz sekcja 5.1). Nastepnie przypadki jednowymiarowych przeksztatcen kosinuso-
wych i sinusowych obliczanych za pomoca dyskretnych przeksztalcen drugiego i czwar-
tego rodzaju (patrz sekcja 5.2). Ostatnie dwie sekcje 5.3 1 5.4 po$wiecono przeksztal-
ceniom dwuwymiarowych.

5.1. Szybki algorytm adaptacyjny jednowymiarowego przeksztal-
cenia Fouriera

Dobér probek dla przeksztatcenia Xon (k) w kolejnych etapach dzialania algorytmu
adaptacyjnego Fouriera (patrz algorytm 3.1) kontroluje reguta opisana zaleznoscia

b = NE,

gdzie At = T/(2N). Z kolei probki, na zbiorze ktorych obliczane byto przeksztalcenie
Xn (k) na etapie poprzedzajacym, mozna traktowaé jako prébki o indeksach parzystych
dla etapu biezacego, tj. etapu o 2N prébkach, ze wzgledu na fakt, iz probki te pobierane
byty w nastepujacych chwilach czasowych

T
b, = nﬁ = 2nAt

dlan =0,1,...,N — 1. Jezeli przeksztatcenie Xy (k) oznaczymy symbolicznie poprzez
Xo(k) = DFTy{z(2n)}, to na etapie biezacym do obliczania przeksztalcenia X,y (k),
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bedacego 2N-punktowa kwadratura numerycznego obliczania przeksztatcenia Fouriera,
mozna wykorzystaé¢ dowolny z dwdch szybkich algorytméw przedstawionych w rozdzia-
le 4, tj. szybki algorytm typu radix-2, lub typu “split-radix 2/4”. Wéwczas algorytm
adaptacyjny powtarza¢ bedzie strukture wybranego szybkiego algorytmu z przerze-
dzeniem w czasie. Na ponizszym rysunku pokazano schematy blokowe pojedynczych
etapow szybkich algorytméw adaptacyjnych, konstruowanych w oparciu o szybkie al-
gorytmy opisane zaleznosciami (4.2) (patrz rysunek 5.1a) i (4.4) (patrz rysunek 5.1b).

a) X,(K) b) X (K)
< <
S FFT, S FFT,
— ol - o FD
2N 2N
X (K IX e .
- +€ g{ - FEy x| an
3 R
g FFT, & (o
x g{ : FFTg X,(K)
[— e 3 ra— _—

Rysunek 5.1: Schematy blokowe pojedynczych etapéw dla szybkich algorytmow adap-
tacyjnych, budowanych w oparciu o szybkie algorytmy z przerzedzeniem w czasie typu
radix-2 (a) i “split-radix 2/4” (b)

Bloki oznaczone symbolicznie przez F Doy +€ (F'D z ang. forward decomposition) reali-
zujg operacje wynikajace z przyjetych wzordw rozktadu szybkich algorytméw, tj. opera-
cje okreslone zaleznosciami (4.2) lub (4.4), oraz zawierajg mechanizm automatycznego
doboru takiej liczby prébek sygnatu (dla metryki Czebyszewa jest to nieréwnosé posta-
ci (3.31)), ktora jest wystarczajaca do obliczenia przeksztalcenia catkowego z zadana
doktadnoscia €. Z kolei jako F'F'T oznaczono bloki szybkich algorytméw dla dyskretne-
go przeksztalcenia Fouriera, ktére operuja na odpowiednio dobranych zbiorach prébek
sygnalu. W wyniku uzyskuje sie schemat szybkiego algorytmu adaptacyjnego, ktory
charakteryzuje ztozono$¢ obliczeniowa taka, jak dla wykorzystanych szybkich algoryt-
méw z przerzedzeniem w czasie, tj. ztozono$é rzedu O(NlogaN). Oczywiscie liczba
N probek musi spelnia¢ warunek stawiany przez szybkie algorytmy z przerzedzeniem
w czasie, tzn. musi by¢ catkowita potega liczby 2. Ze wzgledu na prowadzona na kaz-
dym etapie adaptacji kontrole doboru liczby probek sygnatu, catkowita liczba operacji
arytmetycznych powigkszona zostaje o operacje zwigzane z oceng btedu (np. te wynika-
jace z obliczent w ramach nieréwnosci (3.31)). Ztozono$é tego procesu jest jednak rzedu
O(N) (dla pojedynczego etapu). W rozdziale 7 zamieszczono wyniki eksperymentalnej
analizy wplywu operacji potrzebnych do oceny btedu na catkowity czas wykonywania
obliczen.

Stad szybki algorytm adaptacyjny dla przeksztalcenia Fouriera (AFFT), oparty na
strukturach szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie typu radix-2 lub “split-
radix 2/4”, mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci
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ALGORYTM 5.1 (Szybki algorytm adaptacyjny dla przeksztatcenia Fouriera)

Na wejsciu dany musi byé sygnal x(t) okreslony na przedziale [0,1] i przyjmujgcy war-
tosci rzeczywiste, zbior jego N probek pobranych w punktach t, = nAt, gdzie N jest
catkowitg potegg 2 i At = 1/N, a takze liczba M < N wspdlczynnikéw widmowych,
branych pod uwage w procesie adaptacyi, oraz dopuszczalna wartosé bledu e.

1. Za pomocq szybkiego algorytmu FET oblicz dyskretne N -punktowe przeksztalcenie
Xn(k) = Xo(k).

2. Dobierz N prébek w punktach ta, 1 = (2n+ 1)At/2 dlan=0,1,..., N — 1.

3. W zaleznosci od typu szybkiego algorytmu FFT (tj. radiz-2 lub “split-radiz 2/4”)
oblicz na podstawie dobranego zbioru probek odpowiednio: N -punktowe przeksztal-
cenie X1(k) = DFTn{x((2n + 1)At/2)} lub dwa przeksztalcenia N/2-punktowe
postaci Xo(k) = DFTy {z((4n + 1)At/4)} i X3(k) = DFTy {z((4n + 3)At/4)}.

4. Korzystajge z wzoru (4.2) (dla algorytmu FFET typu radiz-2) lub zaleznosci (4.4)
(dla algorytmu FFT typu “split-radiz 2/4”) oblicz przeksztalcenie Xon (k).

5. Wyznacz przyblizong wartosé €S, na podstawie nastepujgcej zaleinosci

1
&= o {§|\X2N(k:) - XN(k)H} Jezeli € < € to skocz do 7.
e 5

6. Podstaw Xy (k) = Xon(k) dla k =0,1,...,2N — 1, N = N - 2 oraz At = At/2.
Skocz do 2.

7. Wypisz Xon(k) dla k = 0,1, ..., %, Xon(2N — k) dla k = 1,2, ..., % — 1, oraz
wartosci 2N i E%D.

Koniec.

W dodatku A zamieszczono przykitadowa procedure implementujaca szybki algo-
rytm adaptacyjny dla dyskretnego jednowymiarowego przeksztalcenia Fouriera, ktore
obliczane jest wedlug struktury szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie typu
radix-2 (patrz procedura A.15).

5.2. Szybkie algorytmy adaptacyjne dla jednowymiarowych ko-
sinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera

Kolejny rozwazany przypadek stanowia algorytmy adaptacyjne dla jednowymiarowych
catkowych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych Fouriera, ktére oblicza si¢ nume-
rycznie za pomoca dyskretnych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz
czwartego rodzaju. Obowiagzujaca w przypadku stosowanych tutaj przeksztatcen dys-
kretnych reguta doboru probek, ktére pozyskuje sie w chwilach czasowych definiowa-
nych wedlug wyrazenia: t/, = (n+1/2)At, uniemozliwia na kolejnych etapach adaptacji
(patrz algorytm adaptacyjny 3.2) wykorzystanie do obliczania nowych przyblizen war-
tosci przeksztatcenia catkowego, obliczen z etapéw poprzedzajacych. Wynika to z faktu,
iz zbiory probek transformowanego sygnatu, ktére pobierane sa na sasiednich etapach,
bedg roztaczne, tzn. punkty czasowe ¢/, doboru prébek na wczesniejszym etapie, nie
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beda naleze¢ do zbioru punktéow czasowych doboru prébek na etapie nastepnym. Stad
nie jest mozliwe obliczanie wartoéci 2N-punktowych kwadratur XIH (k) (X2 (k))
z wykorzystaniem wartoéci kwadratur XL (k) (X5 (k)) o N punktach, gdzie P to
typ przeksztalcenia. W rezultacie nie jest takze mozliwe bezposrednie przyspieszanie
obliczen wedtug schematu zaproponowanego dla przeksztatcenia Fouriera, i tym samym
bezposrednia konstrukcja analogicznych szybkich algorytmow adaptacyjnych.

W przypadku przeksztalcen kosinusowych i sinusowych Fouriera problem budowy
szybkich algorytmow adaptacyjnych rozwiazuje sie poprzez wprowadzenie wstepnego
zalozenia pewnej maksymalnej, dostepnej na przedziale [0, 7] (w dalszej czedei przyj-
muje sie T = 1) liczby N prébek sygnatu wejsciowego. Dopiero wowezas, gdy znana jest
taka liczba, mozliwe jest zastosowanie odpowiedniego do typu przeksztatcenia szybkie-
go algorytmu z przerzedzeniem w czasie (patrz rozdzial 4) i budowa w oparciu o jego
strukture szybkiego algorytmu adaptacyjnego. Takie podejscie znajdzie zastosowanie
tam, gdzie sygnal wejsciowy najpierw jest nadprobkowany, a nastepnie poszukuje sie
zbioru Ny < N probek, ktére umozliwiaja obliczanie reprezentacji sygnalu w dziedzi-
nie catkowego kosinusowego lub sinusowego przeksztalcenia Fouriera z pewna zadang
doktadnoscig €. Jednakze wymagana przez szybkie algorytmy z przerzedzeniem w cza-
sie permutacja wejéciowego zbioru prébek sygnatlu (patrz permutacja p. w. cz (4.19))
sprawia, iz prébki te, chociaz ich zbiory zawieraja si¢ w kolejno rosnacych etapach
adaptacji, nie beda pobierane ani na poczatkach, ani w srodkach przedziatéw o dtu-
gosciach wynikajgcych z rozwazanej na danym etapie liczby prébek 2N;. Co wiecej,
reguta doboru prébek dla funkcji bazowych przeksztalcen dyskretnych, ktére wchodza
w sklad struktur szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie, odbiega w kolej-
nych etapach (poza etapem ostatnim, gdy 2N; = N) od reguly stosowanej w procesie
probkowania sygnatu wejéciowego. Sytuacje te wyjasnia rysunek 5.2. Na rysunku tym

2N =2, N=16 Ar

0 1 2 3
| T T T T T T L4 Il "’ hd T T T hd |T'| Tl
0 ¢ ' 1"t " Tt
le—0 A ! 1 2 3
t
il
2N =8, N=16
1
O gy
0 1 2 3 4 5 6 7
IR T I L P AP LR S i
0V v 't " f ¢ T t
i 0 i 1 2 3 4 5 6 74
At

Rysunek 5.2: Punkty czasowe doboru préobek funkcji bazowych dyskretnych przeksztal-
cenn (patrz o) oraz transformowanego sygnatu (patrz ) dla krokéw 2N; = 2, 8,4 szyb-
kiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie, przy N = 16

symbolicznie poprzez e oznaczono punkty czasowe doboru prébek transformowanego
sygnatu w kolejnych etapach dziatania szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie,
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ktérych polozenie opisuje ponizsza zaleznosé

" 1 (_1)n

t"'n=(n+ ?Atl - (At; — At)
dlan=0,1,...,2N; — 1, gdzie At; = T/2N; oraz At = T/N. Natomiast punkty ozna-
czone jako o wyznaczaja chwile czasowe ¢/, = (n + 1/2)At; doboru prébek dla funkeji
bazowych dyskretnych przeksztalcen (np. cos(w/(2Ny)k(n +1/2)) dla DCT-II), ktore
to chwile obowigzuja w kolejnych krokach dziatania szybkiego algorytmu z przerzedze-
niem w czasie, tutaj 2N; = 2,4, 8, przy czym N = 16. W konsekwencji wspomnianych
faktow, uzyskiwane wyrazenia przyblizonego obliczania wartosci przeksztalcen caltko-
wych, nie beda spelniaty zalozen konstrukcyjnych wymaganych przez rozpatrywane
w niniejszej ksiazce réwnomierne zlozone kwadratury prostokatéw (3.8), oraz ztozone
kwadratury trapezéw (3.10).

Stad w dalszej czedci niniejszej sekcji dla potrzeb omdwienia wyrazen oceny bledu
na kolejnych etapach adaptacji, przyjete zostaly odpowiednie zalozenia pozwalajace na
sprowadzenie przeksztalcen sktadowych szybkich algorytméw z przerzedzeniem w cza-
sie do kwadratur postaci (3.8). Proponowany wariant szybkiego algorytmu adaptacyj-
nego dla kosinusowych i sinusowych przeksztalcen Fouriera opiera si¢ na zatozeniu, iz
probki sygnatu wejsciowego x(t) przyjmuja w punktach ¢/, i ¢/ w przyblizeniu réwne
wartoscl, tzn. zachodzi zwiazek (1)) ~ z(t)). Wowczas otrzymywane na kolejnych eta-
pach kwadratury X2 (k) mozna traktowaé jako réwnomierne kwadratury prostokatéw
o punktach lezacych w $rodkach przedziatow dyskretyzacji, a proces ich obliczania re-
alizowa¢ zgodnie ze wzorami rozktadu szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie.
To znaczy do obliczania wartosci kwadratur X5 (k) wykorzystywaé obliczenia z etapu
poprzedniego w postaci kwadratur X§Z(k). Przy takich zalozeniach do oceny btedu
numerycznego obliczania wartosci przeksztalcen catkowych mozna stosowal wyraze-
nia opracowane dla réwnomiernych kwadratur prostokatéw, np. te podane w rozdziale
3 (patrz wzory (3.32) i (3.33)) dla metryki Czebyszewa, a takze wzory oceny bledu
w innych metrykach, ktére zestawione zostaly w rozdziale 6.

Ponizej zamieszczono propozycje szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla kosinuso-
wych i sinusowych przeksztalcen Fouriera, ktory w swietle powyzszych zatozen skon-
struowany zostal w oparciu o struktury szybkich algorytméw z przerzedzeniem w cza-
sie. Algorytm ten w zaleznosci od rodzaju przeksztalcenia oznaczaé bedziemy jako
AFCT-II (AFCT-1V) dla przeksztalcen kosinusowych oraz AFST-II (AFST-IV) dla
przeksztalcen sinusowych.

ALGORYTM 5.2 (Szybki algorytm adaptacyjny dla kosinusowego i sinusowego prze-
ksztalcenia Fouriera)

Na wejsciu dany musi byé sygnat x(t) okreslony na przedziale [0, 1], zbior jego N probek
{z(n) :n=0,1,...,N — 1} pobranych w punktach t,, = (n + 1/2)At, gdzie At = 1/N,
liczba M < N wspolczynnikow widmowych uwwzglednianych w procesie adaptacyi, typ
przeksztalcenia P, oraz dopuszczalna wartosé bledu e. Liczba N musi byc catkowitq
potega 2.

1. Podstaw za Ny najmniejszq potege 2, wiekszq od M.

2. Posortuj wszystkie dostepne N probek zgodnie z kolejnoscig p.w.cz.
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3. Na zbiorze {z(n) : n = 0,1,..., Ny — 1} pierwszych Ny probek sygnalu oblicz
przeksztalcenie X (k) (XPW( 1)) przy uzyciu szybkiego algorytmu. Wowczas
zachodzi tozsamosciowa réwnosé XM (k) = XTH(k) (XFV (k) = XTTV (k).

4. Operujgc na zbiorze {x(n) : n = Ni,..,2N; — 1} kolejnych Ny prébek oblicz
przeksztatcenie X (k) (XFTV(k)) przy pomocy z szybkiego algorytmu.

5. Korzystajgc z odpowiedniego wzoru rozkladu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem
w czasie (wzory (4.22) - (4.25)) oblicz przeksztatcenie X35! (k) (XaNY (k)).

6. Oblicz prayblizong wartosé eHT (e

nosci

QEIV') bledu na podstawie nastepujacej zales-

1
OPII PII PII
Mp =, X {3_Pk ’Xle (k) — Xn, (k)’}

1
i = _max, SR 0) - XV W)},
Jezeli €T (951 ) < € lub 2Ny = N to skocz do 8.

7. Podstaw X§H(k) = Xg3(k) (XFV(k) = XV (k)) dia k = 0,1,...,2N; — 1,
N1 = Ny - 2. Skocz do 4.

8. Wypisz Xo!(k) (X3 (k)) dla k = 0,1,...,M — 1, oraz wartosci 2N i e5fA!
(QPIV).

Koniec.

W dodatku A znaleZé¢ mozna przykladowa implementacje powyzszego algorytmu dla
przypadku przeksztalcenia kosinusowego obliczanego numerycznie przy pomocy dys-
kretnego przeksztalcenia kosinusowego drugiego rodzaju (patrz procedura A.16). Po-
niewaz w pozostalych trzech przypadkach procedury te konstruuje sie w sposéb analo-
giczny, to nie zostaly one zamieszczone w niniejszej monografii.

Na rysunku 5.3 przedstawiono schemat blokowy pojedynczego kroku dla szybkich
algorytméw adaptacyjnego obliczania jednowymiarowych kosinusowych i sinusowych
przeksztalcenn Fouriera. Bloki F'D + € realizuja odpowiednio piaty i szosty punkt al-
gorytmu 5.2, tzn. zawieraja operacje arytmetyczne opisane wzorami (4.22) - (4.25),
oraz dokonuja oceny bledu numerycznego przyblizenia wartosci przeksztalcen calko-
wych przez kwadrature X7 (k) (X35! (k)). Z kolei jako FTT oznaczono bloki szybkich
algorytméw obliczania dyskretnych przeksztalcen trygonometrycznych, tzn. w rozwa-
zanym przypadku przeksztalcenia kosinusowego lub sinusowego drugiego i czwartego
rodzaju. Taki schemat obliczeniowy daje ztozonosé rzedu O(NlogaN).

5.3. Szybki algorytm adaptacyjny dla dwuwymiarowego prze-
ksztalcenia Fouriera

W kolejnych dwoch sekcjach proponowane szybkie algorytmy adaptacyjne rozszerzone
zostana na przypadki dwuwymiarowych przeksztatcen catkowych. Jako pierwsze roz-
patrzone zostanie catkowe przeksztalcenie Fouriera.
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Rysunek 5.3: Schemat blokowy pojedynczego etapu szybkich algorytméw adaptacyj-
nych dla jednowymiarowych kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera

Dla dwuwymiarowego catkowego przeksztalcenia Fouriera obliczanego w sposob nu-
meryczny za pomoca przeksztatcenia dyskretnego opisanego wzorem (2.19), schemat
doboru probek cechujacy szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie, odpowiada sche-
matowi wbudowanemu w przedstawiony w rozdziale trzecim algorytm adaptacyjny
(patrz algorytm 3.3). Stad budowa szybkiego algorytmu adaptacyjnego wymaga jedy-
nie bezposredniego przeniesienia regut oceny btedu do struktury szybkiego algorytmu.
Woéwcezas do obliczania kubatury 2N na 2M-punktowej mozliwe bedzie wykorzystanie
obliczen z etapu poprzedniego, tj. wartosci kubatury N na M-punktowej, uzyskujac
w konsekwencji redukcje obliczen do poziomu rzedu O(NZ2log,N). Ponizej zamiesz-
czono opis proponowanego szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla dwuwymiarowego
przeksztalcenia Fouriera (AFFT2D).

ALGORYTM 5.3 (Szybki algorytm adaptacyjny dla dwuwymiarowego przeksztalce-
nia Fouriera)

Na wejsciu dany musi byé sygnal x(t, s) okreslony na przedziale [0,1] x [0,1] i przyj-
muggcy wartosci rzeczywiste, zbior jego N na M prébek pobranych w punktach (t,, sm),
gdzie t, = nAt i At = 1/N, oraz s, = mAs i As = 1/M, dopuszczalna warto$é bledu
€, a takze liczba wspolczynnikow widmowych Ny < N na My < M, ktore brane sqg pod
uwage w procesie adaptacyi.

1. Na danym zbiorze prébek za pomocq szybkiego algorytmu oblicz X3P, (k, 1), gdzie
zachodzi tozsamodciowa réwnosé X3P, (k1) = X2P(k,1).

2. Dobierz kolejno zbiory N na M prébek w nast. punktach: (toni1, Sm), (tn, S2m+1)
oraz (tons1, Somi1) dlan = 0,1,..,N —14im = 0,1,..., M — 1, gdzie punkty
t2n+l = (2n + 1)At/2 1 Som+1 = (2m 4= 1)AS/2

8. Dla tak dobranych zbiorow probek oblicz przy pomocy szybkiego algorytmu naste-
pujgce przeksztalcenia:
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X2(k,1) = DFT2Dy.p{z(tans1,5m))},
X3P (k,l) = DFT2Dn.y{x(tn, s2ms1))},

X:?D(k, l) = DFT2DN.]\/{[{.’L‘(t2n+1, 52m+1))}~

4. Na podstawie wzoru (4.27) rozkladu szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w cza-
sie oblicz przeksztatcenie X282 .., (k,1).

5. Oblicz prayblizong wartosé €255 na podstawie nastepujacej zaleznosci

O = e {51 X300 (k1) — X3 . 1)}

Jezeli 308 < € to skocz do 7.

6. Podstaw X2P,(k,1) = X2B,,,(k,1) dla k=0,1,...2N —-141=0,1,....2M — 1,
N=N-2, M=M-2 oraz At = At/2 i As = As/2. Skocz do 2.

7. Wypisz:

X220 (k1) dlak=0,1,.., 8 §1=0,1,..., 2

X2, (2N — k1) dlak=1,2,..., 0

Xy (k,2M 1) dlak=0,1,.., 20 i1=1,2,... 20 —1,
XN —k2M —1) dlak=1,2,.., 2 —1il=1,2,.., % -1,
oraz wartosci 2N, 2M i 309,

Koniec.

Wystepujacy powyzej symbol B okresla zbiér czworek (k, 1, k', 1"), ktére definiowane
sg wedlug wyrazenia nastepujacej postaci

k=0,1,.... 3L 1=0,1,.... 2L k'=k i /=l

B2 (kLK) :

k=0,1,...,%,l=2M—(ﬂ—1) ..... 2M—1k'=kil'=l-M

k=2N—(ZL_1),..2N-11=2M— (M 1), 2M -1 k'=k—N i I'=l1-M
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5.4. Szybkie algorytmy adaptacyjne dla dwuwymiarowych ko-
sinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera

W ostatniej kolejnosci rozwazone zostana przypadki dwuwymiarowych kosinusowych
i sinusowych catkowych przeksztatcen Fouriera. Dla tych przeksztalcen, podobnie jak
w przypadku jednowymiarowym, opracowany zostal wariant szybkiego algorytmu ad-
aptacyjnego. Algorytm ten opiera sie na zalozeniu, iz wartosci transformowanego sy-
gnatu z(t,s) w dyskretnych chwilach czasowych (¢,s)) oraz (¢, s!,) sa w kolejnych
krokach dziatania szybkiego algorytmu w przyblizeniu rowne, tzn. zachodzi zawigzek
x(t,sh,) =ah, sh)ydlan=0,1,..,2N; —1im=0,1,....2M; — 1, gdzie 2N, i 2M;

to wymiar przeksztalcenia rozwazanego w danym kroku, natomiast

=™
2

sho=(m+ %)Asl - (Asy — As), sl = (m+ %)Asl

dla krokéw dyskretyzacji Aty = T1/2Ny, At = T1/N, Asy = Ty/2My 1 As = Ty/M
(w dalszej czesci rozdziatu przyjmujemy Ty = T = 1). Przez N i M rozumiemy catko-
wita liczbe probek sygnatu x(¢, s) roztozonych na jego przedziale okreslonosei i dobra-
nych zgodnie z regutami doboru probek dla dyskretnych przeksztalcen kosinusowych
i sinusowych (patrz rozdzial 2). Wowczas kubatury XJ2P01 (k. 1) (X32PIY, (k1)) otrzy-
mywane w kolejnych krokach dziatania szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie,
mozna traktowaé jako réwnomierne kubatury zlozone, opisywalne zaleznoscia (3.23).
Przy tak sformulowanych zalozeniach mozliwe jest bezposrednie zastosowanie do osza-
cowania btedu na kolejnych etapach adaptacji wyrazen (3.39) lub (3.40), ktérych dobér
uzalezniamy od typu przeksztatcenia.

Stad mozliwe jest sformutowanie proponowanego wariantu szybkiego algorytmu ad-
aptacyjnego dla dwuwymiarowych kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fourie-
ra. Algorytm ten w zalezno$ci od rodzaju przeksztalcenia oznacza¢ bedziemy jako
AFCT2D-II (AFCT2D-1V) dla przeksztatcen kosinusowych oraz AFST2D-IT (AFST2D-
IV) dla przeksztalcen sinusowych.

ALGORYTM 5.4 (Szybki algorytm adaptacyjny dla dwuwymiarowych kosinusowych
i sinusowych przeksztalcen Fouriera)

Na wejsciu dany musi byé sygnat x(t, s) okreslony na przedziale [0, 1] x [0, 1], dyskretny
zbior N na M prébek {x(n,m) :n =0,1,...,N —1,m = 0,1,.... M — 1} pobranych
w punktach (t),s..), przy t, = (n+ 1/2)At i s, = (m + 1/2)As, gdzie At = 1/N
i As=1/M, liczba Ny < N na My < M wspélczynnikéw widmowych, ktére brane bedg
pod uwage w procesie adaptacyi, typ przeksztalcenia P, oraz dopuszczalna wartosé bledu
€. Liczby N i M muszq byé catkowitymi potegami 2.

1. Podstaw za Ny najmniejszq potege 2, wiekszq od No, podobnie za My najmniejszq
potege 2 i jednoczesnie wiekszqg od M.

2. Posortuj wszystkie dostepne N na M probek zgodnie z kolejnoscig p.w.cz. dla
przeksztalcen dwuwymiarowych.
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3. Na zbiorze {x(n,m) :n =0,1,...N; — 1,m = 0,1,..., My — 1} pierwszych Ny
na M, prébek sygnalu oblicz przeksztatcenie XPR1(k, 1) (X{2R1Y (k1)) przy
uzyciu szybkiego algorytmu. Zachodzi wowczas toisamo$ciowa rowno$c postaci
XAk, 1) = XP2PH (k1) (X231 (k) = XP*PIV (kL 1))

4. Operujgc na kolejnych zbiorach probek postaci:

{z(n,m):n=Ny,....,2N; —1,m =0,1,...,M; — 1},
{z(n,m):n=0,1,...Ny — 1,m = M, ....2M; — 1},

{z(n,m):n=Ny,...2N; — 1,m = M, ..., 2M; — 1}

oblicz przy pomocy szybkich algorytméw nastepujace przeksztatcenia: XF*PH (k1)
(X521 (K, 1)), X2 (K, 1) (X*PTY (K, 1)) oraz X72PH (K, D) (X72P1V (k,1)).

5. Korzystajgc z dobranego do typu przeksztatcenia wzoru rozkltadu szybkiego algo-

rytmu z przerzedzeniem w czasie (wzory (4.38) - (4.40), (4.42)) oblicz przeksztal-
cenie XL (k, 1) (XER2IY, (k).

6. Oblicz prayblizong wartosé eVFHOIT (P2DOIV ) ng podstawie nastepujgcej zaleino-
sct
; 1
P2DOIT P2DIT (1. P2DIT
€mMp = ax {3 ’X2N1»2Ml(k7 1) = Xno, (, l)’}
DrPi
k=0,1,...,Na—1
1=0,1,....Ma—1
1
P2DOIV P2DIV P2DIV
€MD = g {g ‘Xle»le(ka ) — Xy, (k, l)’})

k=0,1,...,Na—1

1=0,1,...,.M>—1

Jezeli eF2ROIL (P2DOIV) L ¢ to skocz do 8.

7. Podstaw XFRIT (1) = XERHL (k1) (XERIY (k1) = X2, (k1)) dia & =
0,1,....,2N;—141=0,1,...,.2M, — 1, oraz Ny = Ny -2 i My = M, -2. Skocz do 4.

8. Wypisz XI55, (k1) (X350, (k1)) dlak=0,1,..,No—141=0,1,..,Mp—1,
oraz wartosci 2Ny na 2M; i elFHOIT (L2DOTV ),

Koniec.

Ze wzgledu na fakt, iz implementacje programowe szybkich algorytmoéw adaptacyj-
nych 5.3 i 5.4, w odniesieniu do przypadku jednowymiarowego, realizuje si¢ w sposob
analogiczny z doktadnoscia do wymiaru przeksztatcenia, to przyktady takich imple-
mentacji nie zostaly zamieszczone w dodatku A.
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5.5. Podsumowanie i wnioski

W niniejszym rozdziale opisano propozycje szybkich algorytméw adaptacyjnych dla
rozwazanych catkowych przeksztatcen trygonometrycznych.

W przypadku jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen Fouriera mechanizm doboru
probek w kolejnych etapach adaptacji powtarza kolejnosé¢ doboru prébek dla szybkich
algorytméw z przerzedzeniem w czasie. Zatem tutaj konstrukcja szybkich algorytméw
adaptacyjnych byta mozliwa poprzez bezposrednie whudowanie mechanizmu oceny btle-
du w struktury szybkich algorytméw. Takie rozwiazanie pozwolito na redukcje obliczen
poprzez wykorzystanie do wyznaczania wartosci kwadratur (kubatur) na kolejnych eta-
pach, wartosci kwadratur (kubatur) obliczanych na etapach poprzedzajacych. Stad
proponowane szybkie algorytmy adaptacyjne dla przeksztatcen Fouriera charakteryzu-
je ztozono$é obliczeniowa rzedu O(NlogaN) dla przypadku jednowymiarowego, oraz
O(N?logaN) dla przeksztalcen dwuwymiarowych.

Dla trygonometrycznych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych Fouriera budo-
wa szybkich algorytméw adaptacyjnych wymagata przyjecia pewnych dodatkowych
zatozen, co do sposobu zachowania transformowanego sygnatu w otoczeniu punktow
lezacych w srodkach podprzedziatéw catkowania. Zabieg taki wymuszata inna kolejnosé
doboru prébek dla algorytméw adaptacyjnych (patrz rozdziat 3) i szybkich algorytmdow
z przerzedzeniem w czasie (patrz rozdzial 4). W konsekwencji mozliwa byta konstruk-
cja szybkich algorytméw adaptacyjnych, ktorych funkcjonalno$é oparto o rownomierne
kwadratury prostokatéw (odpowiadajace im kubatury catkowania numerycznego (patrz
sekcja (5.4)), a schemat realizacji obliczefl powtarzal struktury szybkich algorytméw
z przerzedzeniem w czasie o zlozonosci rzedu O(NlogaN) dla przeksztalcen jednowy-
miarowych, oraz odpowiednio O(N?log,N) dla przypadku dwuwymiarowego.

Zatem mozna jednoznacznie stwierdzi¢, iz dla wszystkich rozwazanych przypadkow
przeksztalcen trygonometrycznych mozliwa jest budowa szybkich algorytméw adapta-
cyjnych. Ich skutecznos¢ poddana zostala praktycznej weryfikacji, a uzyskane wyniki
eksperymentalne zestawiono w rozdziale 7. Z kolei w rozdziale 6 zamieszczone zostaty
propozycje wyrazen oceny btedu w innych, niz cytowana dotychczas metryka maksy-
malnej odleglosci (metryka Czebyszewa).

Opisane szybkie algorytmy adaptacyjne dla dyskretnych przeksztalcen trygonome-
trycznych opublikowane zostaty w pracach [56, 98, 99, 100].



Wyrazenia oceny btedu w innych metrykach

< dotychczasowych rozwazaniach do oceny catosciowego btedu numeryczne-

go obliczania przeksztatcen catkowych przy pomocy przeksztatcen dys-

kretnych, wykorzystywano wyrazenia (3.31)-(3.33) oraz (3.38)-(3.40), ktére

konstruowane byly w metryce Czebyszewa, zwanej réwniez metryka maksymalnej odle-

glosci (MD) (z jez. ang. mazimum difference) [124]. Na podstawie opisanego w rozdziale

3 mechanizmu oceny bledu dla poszczegdlnych wartosci parametru &k (lub parametréw

k il w przypadku dwuwymiarowym), mozliwe jest wskazanie wyrazen oceny bledu

calosciowego w innych popularnych metrykach, takich jak: metryka btedu éredniokwa-

dratowego (MSE) (z jez. ang. mean square error), czy tez metryka szczytowego stosunku
sygnalu do szumu (PSNR) (z jez. ang. peak signal to noise ratio) [124].

Stad w niniejszym rozdziale opisano propozycje wyrazen oceny bltedéw w metry-
kach MSE i PSNR dla wszystkich rozwazanych przypadkéw jedno- i dwuwymiarowych
przeksztatcen Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera, ktore
obliczane sg za pomoca przeksztalcen dyskretnych Fouriera oraz przeksztalcen kosi-
nusowych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju. Przy czym rozpatruje sie tutaj
zar6wno metryki pozwalajace na przedstawienie bledu w postaci bezwzglednej (dla me-
tryk MSE 1 PSNR), jak i w postaci bledu wzglednego (dla metryk MD, MSE i PSNR),
ktéry dla metryki MD wyrazony jest w procentach wartosci moduléw wspoétezynnikéw
widmowych, a w przypadku metryk MSE oraz PSNR w procentach ich energii.

W dalszej czesci rozdziatu proponowane wyrazenia oceny btedu pogrupowano wzgle-
dem wymiaru przeksztalcen. W sekcji 6.1 przedstawiono wyrazenia dla oceny bledéw
wzglednych i bezwzglednych dla przeksztalcen jednowymiarowych, natomiast w sekcji
6.2 zamieszczono propozycje analogicznych wyrazen dla przypadku dwuwymiarowego.

6.1. Wyrazenia oceny bledu dla przypadku przeksztalcen jed-
nowymiarowych
Na podstawie definicji popularnych metryk oceny btedu MSE i PSNR [124], a takze

majac na wzgledzie zwiazki wystepujace pomiedzy przeksztalceniami catkowymi i roz-
wazanymi typami przeksztalcen dyskretnych (patrz rozdzial 2), mozna we wspomnia-
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nych metrykach zapisa¢ wyrazenia, ktore pozwalaja na obliczenie rzeczywistych warto-
sci catosciowych bledow numerycznego obliczania przeksztatcen catkowych za pomoca
2N-punktowych przeksztalcen dyskretnych. W dalszych rozwazaniach uwzglednia sie
jedynie pewng liczbe M niskoczestotliwosciowych wspotezynnikéw spektralnych. Jako
pierwszy rozpatrzony zostanie przypadek przeksztalcenia Fouriera. W tym przypadku
przyjmujemy, ze M jest liczbg parzysta.

Dla metryki MSE wyrazenie umozliwiajgce wyznaczenie rzeczywistego bledu nu-
merycznego obliczania catkowego przeksztatcenia Fouriera przy pomocy DFT przyjmie
wowczas postaé

M My
e £ 57 L IX@)~ Xan(RIF = 57 X IX (@)~ Xon (N B +
k=—(%-1)
z 1
+ 37 2 X = Xon I = g7 (X (en) = Xan O+ (61)
!
+ X () - Ko (I +2 31X ()~ KoK

gdzie wy = kAw i Aw = 27 /T (patrz rozdzial 2), przy czym przyjmujemy T = 1. Taki
sposéb rozpisania powyzszego wyrazenia wynika bezposrednio z zaleznosci Xoy(—k) =
Xon (2N —k) (patrz rozdziat 2 i wzér (2.7¢)), z whasnosei symetrii widma amplitudowe-
go przeksztalcenia DFT (patrz Wlasnos$¢ 2.3.1), oraz z analogicznej wlasnosci symetrii:
I X (w_r)|| = || X (wk)]|, ktéra mozna tatwo wykazaé dla przeksztalcenia Fouriera w po-
staci catkowej.

Zgodnie 7z rozwazaniami zamieszczonymi w rozdziale 3 wiadomo, iz przyblizong
warto$¢ bledu numerycznego obliczania X (wy) za pomoca kwadratury Xon(k), mozna
wyznaczy¢ jako: || Xon (k) — Xn(k)||/3. Stad po podstawieniu tej zaleznosci do wzoru
(6.1) otrzymuje sie szukane wyrazenie stuzace do oceny bledu calosciowego, ktérego
posta¢ wyrazona zostaje w metryce MSE

Gise 2 51z (IXaw(0) = X0 + X 5) — Xn(G)I+

>

1\4

—1
+ 2 Z | Xon (k) — Xn(B)|1? | = €rs-

Dla metryki PSNR rzeczywistg warto$¢ btedu mozna obliczy¢ wedtug zaleznosci

max {HX(wk)H }

k=0,1,...

R A
epsvr = 1010g;g
6MSE

(k)|| sa bliskie modutom wartosci przeksztal-
ceni catkowych || X (wy)]|, to przyblizona warto$é powyzszego wyrazenia mozna obliczy¢é
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wedltug nastepujacej zaleznosci

max, {97}

(o) é {0 — R
€psnr = 101logy, eO ~ €pPSNR: (6.3)
MSE

Tym samym w postaci wzoréw (6.2) i (6.3) otrzymujemy wyrazenia oceny rzeczy-
wistego btedu obliczania catkowego przeksztalcenia Fouriera, ktore skonstruowane sa
w bezwzglednych metrykach MSE oraz PSNR.

Dla przeksztaltcen kosinusowych i sinusowych Fouriera, ktére obliczane sg odpowied-
nio za pomoca 2/N-punktowych dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych
drugiego oraz czwartego rodzaju, wzory umozliwiajace obliczanie calosciowych btedow
rzeczywistych MSE oraz PSNR dla liczby M niskoczestotliwosciowych wspotczynnikéw
widmowych, zapisuje si¢ jako

M-1
(RPIT A P PIT 0|2
€MSE = Z ‘X - Xon (k)‘ )
& M-
RPIV P PIV
(i 2 z X7t - x5 W)
oraz
poo X {’XP ”)’ }
RPII A =0, 1,055
epsnr = 101og RPIT )
EMSE
2
k om M- {‘XP )‘ }
(RPIV A = 1
epsnr — 101ogy, cRPIV )
MSE

gdzie wi{! = kAW i w¥ = (k+ 3)Aw’, przy Aw’' = 7/T (patrz rozdzial 2), natomiast
P oznacza typ przekszta}cenia. Wéwezas stosujac zabieg analogiczny do zastosowanego
dla przeksztalcenia Fouriera, mozna zbudowaé wyrazenia oceny rzeczywistych btedow
MSE i PSNR, ktére w zaleznosci od typu i rodzaju (IT lub IV) przeksztalcenia, przyj-
muja postaci wzoréw

1 M-

EEE o \xPHo«) XEEE)[ v ERE, (6.42)
9M =
1 M—
(e & 37 32 v — o ~ ety (6.40)
k=0

dla metryki MSE, oraz odpowiednio

{|xsicof}
RPII

cOPIT ~ €pSNR> (6.5a)
MSE

A Tl
oPII A =0,1,...M -1
psnr = 10log
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max {‘Xf]év(k)’ }

OPIV A 101 k=0,1,...M—1 eRPIV 6.5b

€PSNR = 0819 (OPIV ~N €EpSNR (6.5b)
MSE

dla metryki PSNR.

W dalszej czesci rozdzialu zamieszczone zostaly wzory umozliwiajace ocene bte-
déw wzglednych we wszystkich rozpatrywanych metrykach, tzn. metryce MD, MSE
oraz PSNR. Dla metryki MD wartos¢ bledu wzglednego wyrazona jest w procentach
amplitud wspétezynnikéw widmowych, natomiast w przypadku metryk MSE i PSNR,
w procentach energii tych wspélczynnikéw.

Dla przypadku przeksztalcenia Fouriera przyjmuje sie, ze M jest liczba parzysta.
Wowczas rzeczywista warto$¢ wzgledna bltedu numerycznego obliczania catkowego prze-
ksztalcenia Fouriera za pomocg przeksztalcenia DFT, definiujemy w metryce MD jako

5 1X (@) — Xon(R)]
= -1 . :
D= { Xl 0% (6.6)

2

Jezeli przyjaé, ze zachodzi dla poszczegdlnych k nastepujaca zalezno$é pomiedzy war-
tosciami btedéw rzeczywistych, a ich przyblizeniami

[ X (wi) = Xon (B)]| < [ Xan (k) — Xn(K)||/3, (6.7)
to przeksztatcajac lewa strone powyzszej nieréwnosci w nastepujacy sposob
[ X (wi) = Xon (k)| = | Xan (k) = X(we) | > [ Xan (B)[| — [ Xn(R)]
i podstawiajac otrzymany wynik do wzoru (6.7)
[ X (i)l > | Xon (R)]| = ([ Xon (K) — X (R)]I/3, (6.8)

uzyskujemy w rezultacie oddolne oszacowanie wartosci || X (wy)||. Oszacowanie to po-
zwala na budowe wzoru, ktéry umozliwia przyblizone obliczenie wartosci btedu €%, p,.
Wzér ten przyjmuje postaé¢ ponizszego wyrazenia

Xon(k) —
o & {| (k)

€MD

Xn(k)|1/3 0
e } 100% ~ € 1, (6.9)

— M
k=0,1,.., 4

gdzie D(k) = || Xon (B)|| — || Xon (k) — Xn(R)|/3.

W przypadku metryk MSE i PSNR wartos$¢ bledu wzglednego wyrazana jest w pro-
centach energii wspélczynnikéw widmowych, tzn. rzeczywiste wartosci wzgledne tych
bledéw obliczamy odpowiednio jako

R
R A EMSE 0
EMSE — M—l '100%},
2

X (wo) I? + 1 X (wan) 1 +2 3 [1X (wi) 1
k=1
oraz

Cmax {1 (wn) [P}

7712

_ A
€§SNR: 101ogy, ek o5 102
MSE
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Znéw korzystajac z nieréwnodei (6.8) mozna tatwo skonstruowaé wyrazenia umozliwia-
jace przyblizone obliczanie wartosci bledow X o oraz efgy . Wyrazenia te przyjmuja
postaci nastepujacych wzoréow

0]
G it -100% ~ € o (6.10)

D(0)* + 242 Z D(k
dla metryki MSE, oraz
_max | {[|Xon(k)|I*}

i

A _
epsnr = 10logyg ~ €psnr (6.11)

o 2
€vse - 107

dla metryki PSNR.

W analogiczny sposdéb mozna skonstruowaé¢ wyrazenia oceny rzeczywistych wartosci
catosciowego bledu wzglednego dla przypadku kosinusowych i sinusowych przeksztal-
cen Fouriera. Definicje wzglednych btedéw rzeczywistych w rozwazanych metrykach
przyjmuja odpowiednio postaci

_RPIT A { ’XP(“’I?) - XQPJ\I/I(]‘?)’

Sap = H10X |XP (W]

=0,1,...M—1
eBFIV & may ‘XP( - X%V(k)‘ -100%
MD T o | XP(wiv)]

dla metryki MD,

} - 100%,

RPII RPII

effih 2 | e S |00, | el 2 | O | 100%
> x| > |xPwih)|
k=0 k=0

dla metryki MSE, oraz
2
ma; {‘XP )‘ }
gRPII 5101 k=0,1,...M
€PSNR gﬁIb{E . 102 ?
Py avy|?
max {’X (wy, )‘ }
gRPIV A 101og k=0,1,...
€PSNR — —RIV 10-2
EMSE

dla metryki PSNR. Wéwczas w zaleznosei od typu P irodzaju (II lub IV) przeksztatce-
nia, wyrazenia stuzace do oceny bledow rzeczywistych w tych metrykach mozna zapisaé
jako nastepujace wzory

XPH(k) _XPH(k)’ /3
_OPIT A ’ 2N N C100% ~ RPII
€up =, max { DPIT(k) 100% = eyrp (6.12a)
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XPIV XPIV k 3
(f@gvﬁ maX{_l{’ b~ XV )/ } 100% ~ ﬁ’},”) (6.12b)

k=0,1,....\ DPIV (k)
dla metryki MD, gdzie DP (k) = ‘XQPA? ’ ’XP” Xﬁ”(k)’ /3 oraz odpowiednio
DPIV (k) = | X5V (k)| - ‘XP[V — XV (k)| /3, a takie
ZOPIT A eRise . 100% ~ eRPII (6.13a)
MSE = | m—1 0~ €\SE -
Z DPII(k,)Q
k=0
ZOPIV A GJOVII;%/ L1009 ZRPIV
QRIly A 100% ~ efRIY (6.13b)

Z DPIV(k,)Z
k=0
dla metryki MSE, oraz

2
max ’XQPAV(I{:)’
_OPII A k=0,1,...,M—1

€PSNR = 10 lOglO ﬁ%}[ 10 2 ~ _ﬁgfl\/]f{ (6143)
MSE
ma {‘XPIV )’ }
gOFIV A 1010 k=0,1,...M _RPIV (6 14b)
PSNR — g10 {1\)/75%/ 10-2 A €EpSNR g

dla metryki PSNR.

Przedstawione wyrazenia oceny btedéw moga by¢ stosowane w miejscu wyrazen oce-
ny bezwzglednych bledéw rzeczywistych MD w punktach: czwartym algorytmu (3.1)
oraz piatym algorytmu (5.1) (tzn. wzory (6.2), (6.3) oraz (6.9)-(6.11)), a takze w punk-
cie czwartym algorytmu (3.2) oraz w punkcie szostym algorytmu (5.2) (tzn. wzory
(6.4a, 6.4b), (6.5a, 6.5b) i (6.12a, 6.12b)-(6.14a, 6.14b)). Wowczas przez e rozumiemy
dopuszczalng wartos¢ bledu wyrazona w wybranej metryce.

6.2. Wyrazenia oceny btedu dla przypadku przeksztalcen dwu-
wymiarowych

Kolejny rozpatrywany przypadek stanowia wyrazenia oceny bltedéw w bezwzglednych
i wzglednych metrykach: MD, MSE oraz PSNR dla przeksztalcen dwuwymiarowych.
Na poczatku rozwazmy przypadek dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera, ktore
obliczane jest za pomoca 2N na 2M-punktowego przeksztatcenia DFT2D. Wartosci
btedéw wyznaczane beda dla liczby Ny na M; wspoétczynnikéw niskoczestotliwoscio-
wych (przyjmuje sie, ze liczby Ny i M; sa parzyste). Wowezas bezwzgledna 1 rzeczywista
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wartosé btedu cato$ciowego wyrazona w metryce MSE, mozna wyznaczy¢ na podstawie
ponizszej zaleznosci

N1 M1
A
ehisp = ZZHX”’ (wry Q) = X502 (R, DI+
NlMl k=01=0
S WOE ]
2
+ ZIIXQD(w ks ) = X500 (2N = K, D|” +
k=1 1=0
(6.15)
Ny oMy
2 2
+ | X2 (wr, Q1) — X358 a0 (K, 2M — 1)|1* +
k=0 I=1
R B . W
+ Yo IXPP(wor, Q) — XoRan (2N — k,2M = 1)|1? |,
k=1 1=1

gdzie wy = kAw, w; = IAQ dla Aw = 27 /T oraz AQ = 27 /T5, przy czym przyjmujemy
Ty =1 oraz T, = 1. Taka postaé¢ wzoru (6.15) wynika z faktu, iz

Xonan(=k 1) = XoRon (2N = k1), X3Ron(k, —1) = X300 (k, 2M — 1),
oraz

Xonan(—k, —1) = X300 (2N — k,2M —1).

Korzystajac z rozwazan zamieszczonych w rozdziale 3 wiadomo, iz przyblizona wartosé
btedu numerycznego obliczania X 2P (wy, ;) przy pomocy kubatury X28,,,(k,1), moz-
na obliczy¢ jako: || X22 ., (k, 1) — X3P, (k,1)||/3 dla kazdej pary (k, ) (patrz rozdziat 3).
Woéwezas podstawiajac te zalezno$é do wzoru (6.15), otrzymujemy nastepujaca postaé
wyrazenia oceny wartodci bledu €525,

Nl Ml

A 1
eiioE = 9N, M, ZZ”X2N2M — X3Pk, DI+
k=0 1=0
Ny M
2 2 9
+ | X358 200 2N — k1) — X3P (N — K, DI +
k=1 1=0
(6.16)
Ny
S 2D 2
+ > |1 X358 20 (K, 2M — 1) — X300 (k, M — D)|* +
k=0 1=1
MM
+ > I X358 200 2N — k,2M — 1) — X320, (N =k, M — D)|I* | = €375z

Z kolei na obliczanie rzeczywistych wartosci bledu w metryce PSNR pozwala wy-
razenie postaci
2D 2
o ij{HX (wr, )|}

A
epsyr = 10logy, D )
€MSE
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gdzie A oznacza zbiér par indekséw (k,[) przyjmujacych nastepujace wartosci

N- N- M M
AR {(k,l) L - |7 . LY ,0,1,...7—1}.
2 2 2
Woéwezas zakladajac, ze wartoéci modutéw z X22,,,(k,1) sa w przyblizeniu réwne
modutom z X%P(wy, Q) dla kazdej pary (k, 1), to wzér umozliwiajacy obliczenie przy-
blizonej wartoéci btedu eE2R » mozna zapisa¢ w postaci

max || X222, (k, D)]|?
- 2 | X30ans (8, Dl

€PSNR = 1010g10 ¢02D ~ €PSNR» (6.17)

gdzie przez B oznaczamy zbiér wszystkich par indekséw (k,1), ktére reprezentuja roz-
wazany zbior niskoczestotliwo$ciowych wspétezynnikéw widmowych

k=0,1

Ly 7711 0,1,.. 7*1

2

A k=2N—(JL-1),..2N-111=0,1,.., 2L

B (k,1) :
k=0,1,..., 3L i 1=20— (M1 _1)

k=2N—(8L_1),.,.2N-1it1=2M— (%L -1),.. 2M -1

Dla dwuwymiarowych kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera wzory defi-
niujgce bezwzgledne rzeczywiste btedy numerycznego obliczania wartosci przeksztalcen
catkowych, liczonych przy pomocy dyskretnych przeksztatcen 2N na 2M-punktowych,
dla liczby Ni na M; wspoltczynnikéw niskoczestotliwosciowych, przyjmuja w metrykach
MSE oraz PSNR nastepujace postaci

k=0 =

A N1—1 M;—1 9
2 e (X% el el - xR ).

Ni—1M;—-1
ST Y ¥ Xl ) - XEGP k]
NlMl k=0 k=0

dla metryki MSE, oraz

; 2
max ‘XPZDII(CUI?, QZH)’
k=0,1,...N1—1il=0,1,....M;—1

RP2DIT A
€PSNR 101log;g (RP2DIT ’

MSE

2
max {‘szmv( QIV)‘ }

cRP2DIV A 101 k=0,1,...,N1—11i1=0,1,....M; —1
€PSNR 0810 (RP2DIV )

MSE

gdzie P to typ przeksztalcenia, wi = kAw, w}V = (k + )Aw oraz QT = IAQ

iwV =1+ 3)AQ dla Aw = 7/T; oraz AQ = 7T/T2, przy czym przyjmujemy 7; = 1
i Ty = 1. Wowczas majac na uwadze wskazany w rozdziale 3 sposéb przyblizonego
obliczania wartosci bledow rzeczywistych dla kazdej pary (k, 1), a takze zaktadajac, ze
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zachodza nastepujace zaleznosci: ’XPQD(W,?,Q{[) XP2 ,ﬁI,Ql”)‘ i odpowiednio
‘XPQD( IV oQIVy = XE2DIV (WY QFV)|, to do przyblizonego obliczania btedéw w me-
trykach MSE oraz PSNR, moga postuzy¢ ponizsze zaleznosci

Ni—1 M;—1 ;
oP2DIT A P2DIT P2DIT 2 P2DIT
€MSE Z Z ’XQNQM (k1) — XN (kJ)’ ~ epsp ,  (6.18a)
9N1M1 St
(6.18b)
oP2DIV A RS P2DIV P2DIV 2 P2DIV
2 2
€MSE Z Z ‘XZNQM (k1) = XN'm (k,l)‘ ~ EMSE
9N1M1 =
dla matryki MSE, oraz
2
max {|xEa8t .0 }
OPQDII A 101 k=0,1,....N1—111=0,1,....M;—1 RQDII (6 19 )
€PSNR 0810 OP2DIT €psNr, (b.19a
€MSE
(6.19b)
2
P2DIV
_ THaX {‘XZN-ZM (k,l)‘ }
RPQD]V A 101 k=0,1,...,N1—11i [=0,1,...,M7—1 . _R2DIV
€PSNR 0810 OP2DIV ~ €pSNR
€MSE

dla metryki PSNR.

W ostatniej kolejnosci zaprezentowane zostana wyrazenia oceny bledu wzgledne-
go w metrykach: MD, MSE oraz PSNR. Jako pierwszy rozwazony zostanie przypadek
przeksztatcenia Fouriera. Takze i tutaj zaktadamy, ze liczby Ny i My, ktére wyznaczaja
zbidr wspotczynnikéow niskoczestotliwosciowych branych pod uwage podczas obliczania
wartosci btedéw, sg liczbami parzystymi. Wyrazenie umozliwiajace wyznaczenie rze-
czywistej wartosci btedu wzglednego w metryce MD, przyjmie woéwczas posta¢ naste-
pujacej zaleznosci

_R2D A 1 X% (Wi, ) = X3Rans (K, D .
EEE = mj‘lX{ X2 (0. )| 100%, (6.20)

gdzie wartos¢ tego bledu wyrazona jest w procentach modutéw wspotczynnikéw wid-
mowych X 2P (wy, ;). Woéwezas stosujac podobne przeksztatcenia do tych, pokazanych
dla przypadku przeksztalcen jednowymiarowych (patrz wzory (6.7) i (6.8)), mozna
podaé¢ oddolne oszacowanie wartosci || X2 (wy, )], jako

X2 (i, Q)| > 1X38 200 (o, DI = 1 X58.200 (B, 1) — X300 (K, U)11/3- (6.21)

Oznaczmy prawg strone powyzszej nieréwnosci przez D?P(k, 1, k', 1'). Po uwzglednie-
niu we wzorze (6.20) oszacowania (6.21), uzyskujemy wzoér umozliwiajacy przyblizone

. . z . 7R2D
obliczanie wartosci btedu &5

—02D A |‘X22£-2]\/I<k7 l) - XJQVPM(klv ll)”/3 ~ —RQD
Evip = max{ DI (o 1, . 1) -100% ~ (6.22)
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Wzgledne bledy rzeczywiste MSE i PSNR, ktérych wartosci wyrazone sg w procentach
energii wspotczynnikow widmowych, dla przypadku przeksztalcenia Fouriera definiu-
jemy za pomocg wzoréw postaci

A EﬁstE

_R2D A

ErisE = = T -100%,
2

S X )

k=—(L 1) 1=— (21 1)

dla metryki MSE, oraz

2D 2
o mac {[| X (wr, ) 1°}

€EpSNR = 1010g10 _IA?EE 102

dla metryki PSNR. Wowczas na podstawie oszacowania (6.21), oraz przy zalozeniu,
ze wartosci modutéw || X285, (k,1)|| sa bliskie || X2 (wg, )|, mozna wskazaé¢ wzo-
ry pozwalajace na przyblizone obliczanie wartosci rzeczywistych bledéow wzglednych
w metrykach MSE oraz PSNR. Wzory te przyjma odpowiednio postaci

Nl Ml
A
g?ﬁs% = egfzépE‘ ZZD2D k7l7k l
k=0 1=0
(6.23)
215 g Tl
+ D*®(2N — k,I, N — k,1)? ZZ Pk, 2M —1,k,M — 1)+
k=1 (=0 k=0 I=1
Ny My
e e |
+ > S DN —k2M —,N —k,M —1)*| | - 100% =~ &7k,
k=1 [I=1
oraz
o max {|X30a0 (kDI
€PSNR — 1010%10 202D 1()-2 ~ €pSNR: (6.24)

€MSE *

W analogiczny sposob konstruujemy wyrazenia oceny btedéw wzglednych w metry-
kach: MD, MSE i PSNR dla kosinusowych i sinusowych przeksztalcen Fouriera. W tym
przypadku bledy wzgledne w rozpatrywanych metrykach definiujemy kolejno jako

XPQDI] wl‘l'?QII XPQDII k. l
gRPQDI[ é fiize ‘ ( k 1 ) 2N2]\/I( )‘ . 100%7
e | X PRI (wit, Q)|

Il

k=0,1,...,N1—

1=0,1,...,.M1—1
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P2DIV(, IV IV P2DIV
_RP2DIV A ’X (wi ") — Xonau (K, l)’ 100%
EMD = max ® (0]
P2DIV(, IV IV
|X (Wi V)
k=0,1,...Ny—1
1=0,1,..,. My —1
dla metryki M D,
RP2DIT A Eff?EDH
e 2 a .
EMSE = | Mioiano1 100%,

Z Z ’XP2DII II’QIH)‘Q
k=0 =0

6RP2DIV
MSE

=

ghP2DIV A
MSE Ni—1M;—1

Z Z ’XPZDIV( v QIV)‘

k=0 =0

-100%

dla metryki MSE, oraz

{‘XPZDH(wéI’ QIH)‘Q}

max
—RPQDII A k=0,1,...,N1—11i[=0,1,....M1—1

€PSNR 101og, gRP2DIT ()2 J
MSE
2
iR ’XP?‘DW(wév,QlIV)’ }
_RP2DIV A 101 k=0,1,...;0N—1 1 1=0,1,...;.M1—1
PSNR 0810 RPZDIV 102

€MSE

dla metryki PSNR, gdzie P to typ przeksztalcenia. Nastepnie wprowadzajgc wyrazenia
pomocnicze postaci

DRI D) 2 XD - X ) - XE05D] 5
DPIDIV( 1) 2 [XERDIY (kD) — |XERIY (k. 1) — XERRIV (kD) /5,
oraz zaktadajac, ze moduty ’Xfﬁ,gﬁ ‘ (‘ij\z,gﬁ/ D s bliskie warto$ciom modu-

tow ‘XPQDH(wiI, QIH)‘ (LXHDW( wiV,Qfv) ), to wzory przyblizonego obliczania ble-
déw wzglednych dla tych przeksztalcen, przyjma w rozwazanych metrykach postaci

(6.25a)

P2DIT P2DI1
‘XQN-ZM(kJ) — Xvar (K, l)’ /3} - 100% = 2P

DP2DII ([ ])

A
1

k=0,1,...,N1—

1=0,1,....M1—1
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(6.25b)

A
f@f;ﬁD 44 max

[XERRIY (k1) — X528V (1, 1) /3
DPQDIVUC, l)
=i

} - 100% == eV

k=0,1,...,.N1

1=0,1,...,M1—1

dla metryki MD,

_opP2DII A E%ZQEDH RP2DIT

EMSE = | Ni—1h—1 -100% ~ €eysp (6.26a)
1 1—
Z Z DP2D11(I€, l)2
k=0 1=0

oOP2DIV A G%ZQEDW RP2DIV

&ise = | moiano -100% =~ €yrg5 (6.26b)
Z Z DPQDIV(k7l)2
k=0 =0

dla metryki MSE, oraz

2
max {\Xﬁ}%@’ﬁ (k l)‘ }
@P2D]I A k=0,1,...,N1 =11 I=0,1,...,My=1

€PSNR 10 10g10 EOPQDII 10_2 s (627&)
MSE
2
max XIablViy l)‘
A k=0,1,...,N1—1 i i=0,1,...,M; 1 {‘ 2N2MVY
ggglzvll)%]v 1010g10 - _OZQDI:/ 10 ) (627b)

dla metryki PSNR.

Zaprezentowane wyrazenia oceny bltedéw wzglednych i bezwzglednych w metrykach:
MS, MSE oraz PSNR, moga by¢ stosowane w miejscu wyrazenia oceny bezwzglednego
btedu MD, tj. w punkcie czwartym algorytmu 3.3 i w punkcie piatym algorytmu 5.3
(wzory (6.16), (6.17) oraz (6.22)-(6.24)), a takze w punkcie czwartym algorytmu 3.4
i w punkcie széstym algorytmu 5.4 (patrz wzory (6.18a, 6.18b), (6.19a, 6.19b) oraz
(6.25a, 6.25b)-(6.27a, 6.27h)).

6.3. Podsumowanie 1 wnioski

W rozdziale tym zamieszczono wyrazenia oceny rzeczywistych btedéw obliczania jedno-
i dwuwymiarowych przeksztatcen catkowych poprzez przeksztalcenia dyskretne. Opi-
sane wyrazenia pozwalaja na ocene btedéw we wzglednych i bezwzglednych metrykach:
MD, MSE oraz PSNR. W przypadku btedéw wzglednych, ich wartosci dla metryki MD
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wyrazone zostaly w procentach wartosci amplitud wspotczynnikéw widmowych, nato-
miast dla metryk MSE i PSNR, w procentach energii tych wspotczynnikéw. Wyrazenia
te moga by¢ stosowane w zaproponowanych algorytmach adaptacyjnych, w miejscu
stosowanych do tej pory wzoréw oceny bledéow bezwzglednych w metryce MD.

Skutecznos¢ zaprezentowanych wyrazen zostala poddana weryfikacji eksperymen-
talnej w rozdziale 7 niniejszej ksiazki.



Wyniki badan eksperymentalnych

. ¢ a tre$é niniejszego rozdziatu sktadajg sie wyniki badan eksperymentalnych,
ktére zostaly przeprowadzone w celu praktycznej weryfikacji skutecznosci roz-

. wazanych szybkich algorytmoéow adaptacyjnych, wraz z wyrazeniami oceny
bl@dow we wzglednych i bezwzglednych metrykach: MD, MSE oraz PSNR. Badania
przeprowadzono z wykorzystaniem sygnatéw modelowych o znanych postaciach anali-
tycznych. Ze wzgledu na znajomo$é analitycznych postaci sygnaléow wejsciowych, moz-
liwe bylo obliczenie dokladnych reprezentacji tych sygnaltéw w bazach rozwazanych
przeksztalcen catkowych. To z kolei pozwolito na wyznaczenie rzeczywistych warto-
Sci blteddéw numerycznego obliczania przeksztatcen catkowych poprzez dyskretne prze-
ksztalcenia trygonometryczne, i w rezultacie umozliwito weryfikacje skutecznosci za-
proponowanych wyrazen oceny btedéw. Badania nad skutecznoscig szybkich algoryt-
méw adaptacyjnych przeprowadzono zaréowno dla przypadkdéw przeksztatcen jedno-, jak
i dwuwymiarowych. Dla kosinusowych i sinusowych przeksztatcen Fouriera wyniki uzy-
skane za pomoca szybkich algorytmoéow adaptacyjnych, zostaly dodatkowo poréwnane
z wynikami otrzymanymi przy uzyciu algorytméw adaptacyjnych (3.2) (w przypadku
przeksztalcen jednowymiarowych) oraz (3.4) (w przypadku przeksztalcenn dwuwymia-
rowych).

Druga czesé badan dotyczyta analizy wplywu dodatkowych operacji arytmetycz-
nych, ktére wymagane sg przez szybkie algorytmy adaptacyjne do wyznaczenia przy-
blizonych wartosci bledéow na kolejnych etapach adaptacji, na catkowity czas realizacji
obliczen. Uzyskane wyniki poréwnano z czasami obliczania przeksztalcen dyskretnych
za pomoca szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie, ktérych struktury postu-
zyty do budowy szybkich algorytmoéw adaptacyjnych.

Wyniki badan pogrupowane zostaly wzgledem wymiaréw przeksztatcen. Stad w sek-
cji (7.1) zamieszczono wyniki otrzymane dla szybkich algorytméw adaptacyjnego obli-
czania jednowymiarowego przeksztalcenia Fouriera oraz jednowymiarowych przeksztal-
cenn kosinusowych i sinusowych Fouriera. Z kolei w sekcji (7.2) znalezé mozna wyniki
uzyskane za pomoca szybkich algorytméw adaptacyjnych dla przeksztalcen dwuwy-
miarowych.

144
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7.1. Wyniki badan dla przeksztalcen jednowymiarowych

W badaniach wykorzystano sygnaly modelowe w postaci nastepujacych funkcji, ktére
przyjmuja wartoéci rzeczywiste: funkcja wykladnicza malejaca x1(t) = e, funkcja
trygonometryczna xo(t) = sin(nt) (x2(t) = cos(wt) dla przeksztalcenia sinusowego
Fouriera), impuls tréjkatny x3(t) = A(2¢ — 1), impuls prostokatny z4(t) = II(2t — 1),
gdzie t € [0, 1], impuls tréjkatny i impuls prostokatny definiuje sie jako [136]

0 da [{>1,

A) &
1—t| dla |t| <1,
oraz
0 dla ¢ > 2,
)24 = dla |t =1,
1 dla [t <3

Na wykresach (7.1a), (7.1b), (7.1c) i (7.1d) z rysunku 7.1 przedstawiono postaci uzytych
sygnatow modelowych.

Dla wszystkich badanych przypadkéw szybkich dyskretnych przeksztatcen adapta-
cyjnych Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych przeksztalcen drugiego i czwartego
rodzaju, jako maksymalng liczbe probek sygnatu wejsciowego x(t) przyjeto N = 2048.
Natomiast liczba wspo6tczynnikow spektralnych, ktére uwzgledniane byty w procesie ad-
aptacji, we wszystkich rozwazanych przypadkach byta identyczna i wynosita Ny = 32.

Uzyskane wyniki zestawiono w postaci wykreséw oraz tabel. Na zamieszczonych
wykresach przedstawiono stosunki przyblizonych wartosci btedéw do ich wartosci rze-
czywistych. Taki sposéb reprezentacji wynikéw pozwolil na tatws ocene skuteczno-
Sci regut oceny bledéw we wszystkich rozwazanych metrykach btedéw bezwzglednych
i wzglednych: MD, MS oraz PSNR. Z kolei doktadne wyniki liczbowe zestawione zostaty
w tabelach i pogrupowane wzgledem metryk dla bledéw bezwzglednych i wzglednych.

Jako pierwsze zaprezentowano wyniki dla szybkiego algorytmu adaptacyjnego ob-
liczania dyskretnego przeksztalcenia Fouriera.

Szybki algorytm adaptacyjyny dla dyskretnego przeksztatcenia Fouriera
Dla sygnalu wejsciowego x1(t) catkowe przeksztalcenie Fouriera dla pulsacji wg, przy
parametrze k = 0, %1, ..., +00, przyjmuje nastepujace postaci

e -1

Xulwr) = 5 5153

(—4 +ink).

Znajac postaé¢ catkowego przeksztalcenia Fouriera dla danego sygnalu wejsciowego,
mozliwe bylo wyznaczenie rzeczywistych wartoéci bledéw bezwzglednych: €, el op
oraz B¢y p, a takze bledow wzglednych: e, e gp i EEgyp-
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a) 0 b) O
xl(l):exp(—&)
I i xz(t):sin(m)
0 ) 1’ =I
xz(t):cos(nl)*\"n.\
0 T mw
©) 0 9 (0
x ()=AQt-1) x (=T1(2t-1)
15 r o
1 i i
ar ¢ i
0 1t 0 1 31t
*dla catkowego przeksztatcenia sinusowego Fouriera 4 ¢

Rysunek 7.1: Sygnaly modelowe wykorzystane podczas badan eksperymentalnych dla
przypadku przeksztalcenn jednowymiarowych: funkcja wyktadnicza (a), funkcja trygo-
nometryczna (b), impuls tréjkatny (c) oraz impuls prostokatny (d)

Wyniki otrzymane na kolejnych etapach dziatania algorytmu AFFT (tj. wyniki
uzyskane dla réznej liczby probek sygnatu wejsciowego N = 64,128,256, 1024 oraz
2048) w postaci przyblizonych wartosci btedéw, ktore obliczano za pomoca wyrazen
zaproponowanych w rozdziale 6, poréwnano z wartosciami rzeczywistymi i zestawiono
na rysunku 7.2 oraz w tabelach 7.1 1 7.2.

Tabela 7.1: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji o (¢)

N €Qrp - 10° el 108 [ eQo 108 | el o n 108 | e@ o [dB] | ieE oy n[dB]

64 236.1301 199.6417 188.1049 149.5972 39.2026 40.1861
128 50.3708 48.5301 9.4678 9.0015 52.1756 52.3921
256 12.1599 12.0504 0.5643 0.5574 64.4208 64.4733
512 3.0143 3.0075 0.0349 0.0348 76.5114 76.5244
1024 0.7520 0.7516 0.0022 0.0022 88.5649 88.5680
2048 0.1879 0.1879 0.0001 0.0001 100.6091 100.6097

Na podstawie otrzymanych wynikow widaé, iz przyblizone wartosci bledow w po-
czatkowych etapach adaptacji (dla N = 64 i 128) w spos6b do$¢ zgrubny szacowaly
wartoscl bledéw rzeczywistych (uzyskano stosunki bledéw przyblizony /rzeczywisty na-
wet rzedu 2.0 patrz rysunek 7.2b), jednakze wraz ze wzrostem liczby probek, wartosci
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a) b)
1,39 s
EOMD/EHMD 24 EOME/ EHMD
1,2 """ €0,/ Mse 184N 7T 0,6/ e
T T O 161 " = Ol gn
114 144
,,,,,, 1,24
e
LI e ——
0,9 T T T T 1 08 T T T T 1
64 128 256 512 1024 2048 64 128 256 512 1024 2048
N N

Rysunek 7.2: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji 21 (t) i algorytmu AFFT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.2: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji z;(¢)

N o (%] enp % [frsp - 10° [%l|efsp - 10° [%]| €Psnp [AB] | efgyp [B]
64 37.7871 18.8898 3292.0706 2520.9987 26.7719 27.9196
128 5.2540 4.5918 161.0934 151.6923 39.8673 40.1257
256 1.1773 1.1402 9.5328 9.3939 52.1438 52.2068
512 0.2868 0.2846 0.5879 0.5858 64.2423 64.2579
1024 0.0713 0.0711 0.0366 0.0366 76.2977 76.3015
2048 0.0178 0.0178 0.0023 0.0023 88.3424 88.3432

przyblizone szybko zblizaly si¢ do wartoséci bltedéw rzeczywistych. Co wazne, dla da-
nego sygnaltu wejsciowego, na wszystkich etapach adaptacji oszacowania bledow byty
oszacowaniami odgérnymi dla metryk: MD i MSE, oraz oszacowaniami oddolnymi dla
metryki PSNR.

W przypadku drugiego sygnatu modelowego x5 (t) = sin(nt) posta¢ widma catkowe-
go przeksztatcenia Fouriera dla pulsacji w, mozna wyznaczy¢ za pomocs nastepujacej
zaleznosci

1
5 dla k= 07
X (Wk) = - dl i
a  k nieparzystych,
T2k2
0 dla k parzystych,

gdzie parametr k = 0, 1, ..., +c0.

Wiyniki uzyskane dla sygnatu wejsciowego x5(t) zestawiono w tabelach 7.3 1 7.4 oraz
przedstawiono na rysunku 7.3.

W rozwazanym przypadku otrzymano wyniki zblizone do wynikéw uzyskanych dla
sygnalu modelowego z1(t). To znaczy, otrzymane oszacowania dla metryk MD i MSE
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O /R
€ MD/£ MD

0} R
£ MS! € use

- g0 R
€ FSNH/E

1,6
PSNR K

0,9 T T T T

1 T 1
1024 2048 64 256 1024 2048

Rysunek 7.3: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji ao(t) i algorytmu AFFT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.3: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji a4(t)

N €@ p - 10° et 102 N [Rel ORI o gt e e (@B S [N o [dB]

64 23.3003 14.2991 278.3271 178.3194 71.6303 73.5656
128 3.6716 3.2844 11.3930 10.4289 85.5108 85.8952
256 0.8267 0.8044 0.6552 0.6416 97.9136 98.0048
512 0.2014 0.2001 0.0402 0.0399 110.0403 110.0628
1024 0.0500 0.0500 0.0025 0.0025 122.1026 122.1082
2048 0.0125 0.0125 0.0002 0.0002 134.1491 134.1505

Tabela 7.4: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji 5(t)

N o (%] erp % [frsp - 10° [%l|efsp - 10° [%)| €@snp [AB] | eBgyp [B)
64 37.6948 20.1924 5570.2474 3566.4175 68.6171 70.5553
128 5.2133 4.6380 227.9000 208.5797 82.4997 82.8849
256 1.1677 1.1359 13.1053 12.8327 94.9030 94.9944
512 0.2845 0.2825 0.8031 0.7989 107.0299 107.0525
1024 0.0707 0.0705 0.0499 0.0499 111.0923 111.0979
2048 0.0176 0.0176 0.0031 0.0031 131.1387 131.1401

sg oszacowaniami odgérnymi, natomiast dla metryki PSNR, uzsykano oszacowanie od-
dolne. Przyblizona wartosé¢ btedu dla wszystkich metryk w poczatkowych krokach ad-
aptacji dla NV = 64 i 128 daje oszacowanie dos¢ zgrubne, natomiast wraz ze wzrostem
liczby probek sygnalu wejsciowego, szybko zbliza si¢ do wartosci rzeczywistej btedu.
Dla kolejnego sygnatu modelowego x3(t) widmo catkowego przeksztalcenia Fourie-
ra dla dyskretnych pulsacji wy, mozna w zaleznosci od parametru k = 0,41, ..., 00
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wyznaczy¢ z nastepujacej zaleznosci

2

X3(we) = (1= 45

Wiyniki dla danego przypadku zaprezentowano na wykresach z rysunku 7.4 oraz zesta-
wiono w postaci liczbowej w tabelach 7.5 oraz 7.6.

a) b)
1,97 e G
1,84 SOML/ERMD
i 0,6/ F se
1,64 - .
154", T EOPSNF/ ERPSNR
144
1,34
1,24
1,14

[ E— = s
0,9 T T T T 1 0,9 T T T T 1
64 128 256 N 512 1024 2048 64 128 256 " 512 1024 2048

Rysunek 7.4: Stosunki przyblizonych wartoséci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji 3(t) i algorytmu AFFT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.5: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji 3(t)

N € p - 10° el 105 | €Qgp 1010 | e 1010 [ Qo [dB] | eBgypldB]

64 29.6462 18.2051 223.7917 144.4378 70.4810 72.3826
128 4.6745 4.1817 9.2265 8.4521 84.3290 84.7098
256 1.0525 1.0242 0.5310 0.5201 96.7284 96.8188
512 0.2565 0.2547 0.0325 0.0324 108.8544 108.8768
1024 0.0637 0.0636 0.0020 0.0020 120.9166 120.9221
2048 0.0159 0.0159 0.0001 0.0001 132.9630 132.9644

Otrzymane wyniki wskazujg na to, iz uzyskane oszacownia wartosci bledow rzeczy-
wistych sg dla metryk MD i MSE oszacowaniami odgérnymi, natomiast dla przypad-
ku metryki PSNR, oszacowaniami oddolnymi. Ponadto uzyskane oszacowania sg dosé
zgrubne jedynie dla dwéch pierwszych etapéw adaptacji.

Dla ostatniego sygnatu modelowego x4(t) widmo catkowego przeksztatcenia Fourie-
ra przyjmuje postac

1

2

1 . /3 a!
o (sm <§7rk> — sin <§7rk:)) dla k& #0.

dla k=0,
X4(wk) =
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Tabela 7.6: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFFT i funkcji z3(t)

N EJ?/ID [%] EJI\%/ID [%] g5\3/1515 -10° [%] Ellli/ISE -10° [%] E(I)’S’NR [dB] ggSNR [dB]
64 37.7072 20.2137 6713.8654 4333.1778 65.7097 67.6113
128 5.2188 4.6431 276.7993 253.5653 79.5577 79.9385
256 1.1690 1.1372 15.9305 15.6022 91.9571 92.0476
512 0.2848 0.2829 0.9764 0.9714 104.0832 104.1055
1024 0.0707 0.0706 0.0607 0.0607 116.1453 116.1509
2048 0.0177 0.0177 0.0038 0.0038 128.1917 128.1931
a) b)
1,31 2 .
OufRyp 0o
Ol TN\ e CC
= Oy 18] = e
1,44
1,24
| [ e
0,9 . T . T ) 08 T T T T |
64 128 256 . 512 1024 2048 64 128 256 5 512 1024 2048

Rysunek 7.5: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji a4(t) i algorytmu AFFT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.7: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji z4(¢)

N G 107 el - 10° €Qrsp 108 | B 108 | QynpldB] | eEgygldB]

64 472.0558 398.1128 367.8461 292.1852 48.3227 49.3228
128 100.4538 96.7514 18.4930 17.5775 61.3093 61.5298
256 24.2429 24.0228 1.1020 1.0885 73.5577 73.6112
512 6.0091 5.9955 0.0681 0.0679 85.6491 85.6624
1024 1.4991 1.4982 0.0042 0.0042 97.7028 97.7061
2048 0.3746 0.3745 0.0003 0.0003 109.7471 109.7479

Wiyniki dla z4(t) zestawiono w tabelach 7.7 1 7.8 oraz przedstawiono na rysunku 7.5.
Takze i w tym przypadku uzyskano wyniki analogiczne do zaprezentowanych dla
sygnaléw modelowych postaci z1(t), x2(t) oraz z3(t).
W dalszej czedci sekeji zamieszezono wyniki otrzymane za pomocy algorytméw ad-
aptacyjnych dla catkowych kosinusowych i sinusowych przeksztalcenn Fouriera, ktore
obliczane byly za pomoca przeksztatcen dyskretnych drugiego oraz czwartego rodza-
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Tabela 7.8: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFFT i funkeji 24(t)

N p %) éhip %] |&rsp 107 | sp 107 [%]| @sng [4B] | Bsyp [dB]
64 37.7072 18.7606 7527.9325 5918.5674 45.2126 46.2572
128 5.2188 4.5593 375.5827 356.0539 58.2323 58.4642
256 1.1690 1.1320 22.3367 22.0483 70.4892 70.5457
512 0.2848 0.2825 1.3793 1.3749 82.5828 82.5968
1024 0.0707 0.0706 0.0859 0.0859 94.6370 94.6405
2048 0.0177 0.0176 0.0054 0.0054 106.6815 106.6823

ju. Poniewaz sposéb doboru préobek sygnatu na kolejnych etapach adaptacji jest rézny
dla algorytméw adaptacyjnych (ADCT/ADST) (patrz algorytm 3.2), oraz szybkich
algorytméw adaptacyjnych (AFCT/AFST) (patrz algorytm 5.2), to oprécz wynikéw
uzyskanych przy pomocy algorytméw AFCT/AFST, zamieszczono réwniez wyniki al-
gorytméw ADCT/ADST, ale wytacznie dla sygnatéw: x1(t) (ADCT) i 23(¢t) (ADST).
Prezentacja wynikéw dla jednego sygnatu podyktowana jest mniejszag praktyczng uzy-
tecznoscia (wynikajaca z wiekszej ztozonosci obliczeniowej) algorytméw ADCT/ADST
w stosunku do algorytmoéw szybkich. Jednakze przedstawienie wynikow otrzymanych
za pomoca algorytméw adaptacyjnych jest korzystne, poniewaz daje mozliwo$¢ prak-
tycznej weryfikacji wptywu na skutecznosé szacowania bledéw dodatkowych zalozen
heurystycznych, ktére wprowadzono przy konstrukcji algorytméw AFCT/AFST (patrz
rozdzial 5).

Szybki algorytm adaptacyjny dla dyskretnego przeksztalcenia kosinusowe-
go drugiego rodzaju
Wartosé catkowego kosinusowego przeksztalcenia Fouriera dla sygnatu aq(t) i dys-

kretnych pulsacji w!!, mozna wyznaczy¢ za pomoca ponizszej zaleznodci

k,—8
ch‘(wél) — 8(1 — (_1) € )

64 + (7k)?
dla k=0,1,...,00.

Na rysunku 7.6 oraz w tabelach 7.9 i 7.10 zamieszczono wyniki otrzymane za po-
mocg algorytmu adaptacyjnego dla kosinusowego przeksztatcenia drugiego rodzaju.

Na podstawie uzyskanych wynikéw widaé, iz przyblizone wartosci btedéw sa bli-
skie wartosciom rzeczywistym, oraz co wazniejsze, uzyskano oszacowania odgorne dla
metryk MD i MSE, oraz oszacowanie oddolne dla metryki PSNR.

Na rysunku 7.7 oraz w tabelach 7.11 i 7.12 zamieszczono wyniki uzyskane za pomocg
algorytmu AFCT-II.

Przedstawione wyniki wskazuja na to, iz w przypadku algorytmu AFCT-II uzyskano
we wszystkich krokach adaptacji dla metryk MD i MSE odgérne oszacowania warto-
Sci bleddéw rzeczywistych i oddolne dla metryki PSNR. Jednakze przyblizone wartosci
btedbéw sa bliskie warto$ciom rzeczywistym jedynie dla krokow N = 128,256 oraz 512.
W pozostatych przypadkach oszacowania sa do$¢ zgrubne i w kranicowych etapach (t;j.
dla N = 64 i 2048) stosunek przyblizonych wartosci bledéw do wartosci rzeczywistych
wynosi nawet 10.0 dla metryk bezwzglednych, oraz 30.0 dla metryk wzglednych.
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a) b)
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Rysunek 7.6: Stosunki przyblizonych wartoséci btedéw do wartosci rzeczywistych dla

funkeji 21 (¢) i algorytmu ADCT-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.9: Wyniki oceny btedéw bezwzglednych dla algorytmu ADCT-IT i funkeji z; (¢)

A
64 214.5237 99.6654 15565.3803 7651.2440 60.0080 63.0980
128 26.0862 21.4069 495.8456 428.4823 74.9804 75.6160
256 5.4181 5.1527 27.0130 26.0923 87.6192 87.7702
512 1.2922 1.2760 1.6343 1.6203 99.8020 99.8392
1024 0.3193 0.3182 0.1013 0.1011 111.8781 111.8873
2048 0.0796 0.0795 0.0063 0.0063 123.9280 123.9300
a) b)

T
256

T T 1
512 1024 2048

Rysunek 7.7: Stosunki przyblizonych wartoéci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji x4 (¢) i algorytmu AFCT-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

nia kosinusowego Fouriera dla pulsacji wy,

Dla drugiego sygnatu modelowego x4 (t) = sin(nt) wartosci catkowego przeksztalce-

11

mozna wyznaczy¢ na podstawie nastepujacej
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3

Tabela 7.10: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu ADCT-II i funkeji x; (¢)

N | RGO | RGN [GRH 10° DAIRRH 10° (%) PGk (0B | BSH (0B
64 40.9472 11.8919 4004.2854 1959.3300 45.9044 49.0142
128 3.2995 2.5542 127.1190 109.7257 60.8918 61.5322
256 0.6547 0.6148 6.9194 6.6817 73.5342 73.6864
512 0.1547 0.1523 0.4185 0.4149 85.7179 85.7555
1024 0.0381 0.0380 0.0259 0.0259 97.7943 97.8036
2048 0.0095 0.0095 0.0016 0.0016 109.8442 109.8463

Tabela 7.11: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-IT i funkeji x4 (t)

N | 9108 | enciraos | QG 1010 | BGIL 1010 | (QCIE (aB] | BCH [dB]
64 215.5015 61.9879 10279.6054 2235.1647 41.8585 48.4422
128 15.7410 14.7648 151.0529 109.2130 60.1543 61.5525
256 3.8121 3.3285 7.2930 5.5187 73.3085 74.5169
512 0.8897 0.6594 0.3893 0.2279 86.0330 88.3570

1024 0.1907 0.0874 0.0187 0.0045 99.2137 105.4062

2048 0.0318 0.0080 0.0006 0.0001 113.9788 123.9300

Tabela 7.12: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFCT-II i funkeji z;(t)

M eI
64 1979.5711 65.8470 263527.7241 | 57238.0835 27.7700 34.3584
128 18.9650 12.1915 3869.1408 2796.7250 46.0694 47.4688
256 3.2013 26399 186.7792 141.3237 59.2243 60.4331
512 0.7026 0.5355 9.9694 5.8373 71.9490 74.2732
1024 0.1532 0.0762 0.4792 0.1152 85.1298 91.3224
2048 0.0286 0.0095 0.0160 0.0016 99.8950 109.8463
zaleznosci
2
5 dla k parzystych,
. (1—k%)m
Xy (wy) =
0 dla  k nieparzystych.

Dla danego przypadku wyniki w postaci stosunkéw przyblizonych wartosci btedéw do
wartosci rzeczywistych zamieszczono na rysunku 7.8. Natomiast w tabelach 7.131 7.14
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zamieszczono doktadne wyniki liczbowe dla bezwzglednych i wzglednych metryk: MD,
MSE oraz PSNR.

a)

28 -
244"

20

EOME/ ERMD

%) R
& MSE/S MSE

— &0 /R

PSNR'S PSNR

b)

- - —g0

P €

EOMJ EHMD
EOMSE/ ERMSE

R
PSNR

512

Rysunek 7.8: Stosunki przyblizonych wartoséci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji ao(t) i algorytmu AFCT-IT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.13: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-IT i funkeji ao(t)

N | 95T -10% | efCI . 10% | QG 101t | ECIL. 101t | eSS [dB] | 2SI [dB]
64 651.4705 48.7628 170879.1253 | 6273.1424 53.7441 68.1028
128 12.3863 11.6040 424.9840 303.8190 79.7923 81.2515
256 2.9962 2.6153 20.2739 15.3916 93.0079 94.2048
512 0.6991 0.5181 1.0831 0.6418 105.7307 108.0039
1024 0.1498 0.0687 0.0525 0.0129 118.8739 124.9712
2048 0.0250 0.0062 0.0018 0.0002 133.5108 143.1806

Tabela 7.14: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFCT-IT i funkeji x5 (t)

BEZE IR R BT A T
(%] [%]
64 260.5634 33.8297 3785582.4423 | 138590.0717 50.2896 64.6603
128 17.0797 11.2326 9395.3942 6712.1541 76.3469 77.8090
256 2.9452 2.4403 447.9744 340.0404 89.5647 90.7623
512 0.6492 0.4956 23.9302 14.1780 102.2881 104.5615
1024 0.1418 0.0706 1.1604 0.2850 115.4314 121.5287
2048 0.0265 0.0088 0.0399 0.0043 130.0684 139.7381

Dla sygnalu modelowego z5(t) uzyskano wyniki zblizone do wynikéw otrzymanych
dla przypadku sygnatu x;(t).
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(@21

Widmo catkowego kosinusowego przeksztatcenia Fouriera dla pulsacji wi! oraz sy-
gnatu z3(t) mozna obliczy¢ na podstawie zaleznosci

1

= dla k=0,

2

X5 (wy') =
4 cos (gk:) —2((=1)k =1)
dla £>0
(mk)?

a) b)
28+ 0, /R 28 €0, R
24 ----- €0, B 24 ____ EOMSE/ ERMSE
20 - — €0, R 20 7= R
16 o

T 1
64 128 256 N 512 1024 2048

Rysunek 7.9: Stosunki przyblizonych wartoéci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji x3(t) i algorytmu AFCT-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.15: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla algorytmu AFCT-II i funkcji
3(t)

N | 99t 0t | eBGT 10t | QG 10 | BOLE. 101 | (QCHL B | €BSH [aB)
64 61.2256 5.3998 135619.7623 4963.9763 52.6562 67.0211
128 1.4622 1.0133 338.8238 234.2686 78.6797 80.2823
256 0.2644 0.2201 15.6420 11.8447 92.0365 93.2441
512 0.0585 0.0447 0.8322 0.4969 104.7772 107.0167

1024 0.0128 0.0064 0.0406 0.0101 117.8962 123.9299

2048 0.0024 0.0008 0.0014 0.0002 132.4496 141.9943

Dla danego przypadku uzyskano odgérne oszacowania btedéw dla metryk MD i MSE;,
oraz oszacowanie oddolne dla metryki PSNR. Przyblizone wartosci btedéw byty bardzo
bliskie wartosciom rzeczywistym w srodkowych etapach adaptacji, tj. dla N = 128,256
oraz 512.

Dla sygnalu modelowego 24(t) widmo catkowego kosinusowego przeksztaltcenia Fo-
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Tabela 7.16: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFCT-II i funkcji z3(t)

B E R E R R E TR B A
(%] (%]
64 95.2508 27.5480 4649716.8082 | 170194.4413 47.3051 61.6699
128 17.0868 11.2506 11616.9986 8032.1108 73.3285 74.9311
256 2.9499 2.4444 536.3041 406.1074 86.6853 87.8930
512 0.6503 0.4964 28.5321 17.0365 99.4261 101.6656
1024 0.1420 0.0707 1.3913 0.3468 112.5451 118.5788
2048 0.0265 0.0088 0.0488 0.0054 127.0984 136.6431

uriera dla pulsacji wf! przyjmuje nastepujace wartosci

1
5 dla k=0,

XC( II) _
s sin <3—’Tk> — sin (%k’

1
mk

) dla k£>0.

Wyniki uzyskane dla danego przypadku zestawiono w tabelach 7.17 i 7.18, oraz
pokazano na rysunku 7.10.

a) b)
€0,/5F s
_____ €0yse/Fse
soFSNF/ SRPSNR
0,8 T T T T 1 0,8 T T T T 1
64 128 256 i 512 1024 2048 64 128 256 i 512 1024 2048

Rysunek 7.10: Stosunki przyblizonych warto$ci bltedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji a4(t) i algorytmu AFCT-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

W danym przypadku przyblizone wartosci btedéow sg bliskie wartosciom rzeczywi-
stym poczawszy od drugiego etapu (N = 128). Uzyskane oszacowania sa do$¢ zgrubne
jedynie dla pierwszego kroku adaptacji. Dla wszystkich etapéw oszacowania bledéw sa
odgérne dla metryk MD i MSE, oraz oddolne dla metryki PSNR.

Szybki algorytm adaptacyjny dla dyskretnego przeksztalcenia kosinusowe-
go czwartego rodzaju
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Tabela 7.17: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-II i funkeji z4(t)

N [N oo a0 S et Lol IO LRI 0 | e tiat AR | e Ou A [d RIS R te L ad B
64 27.1148 20.4610 561.4300 379.2230 56.4864 58.1905
128 5.1968 4.8706 24.2234 22.1755 70.1370 70.5207
256 1.2225 1.2032 1.3934 1.3637 82.5385 82.6322
512 0.3011 0.2999 0.0853 0.0849 94.6676 94.6908
1024 0.0750 0.0749 0.0053 0.0053 106.7306 106.7364
2048 0.0187 0.0187 0.0003 0.0003 118.7772 118.7788

Tabela 7.18: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFCT-II i funkcji z4(t)

v [ g | asr o Jog o vrs o0 ] g, ws | gy, s
64 13.1912 9.6420 15101.8881 10198.6144 52.1891 53.8940
128 2.4527 2.2952 651.4590 596.3758 65.8405 66.2242
256 0.5761 0.5670 37.4743 36.6749 78.2421 78.3357
512 0.1419 0.1413 2.2953 2.2830 90.3711 90.3944
1024 0.0353 0.0353 0.1427 0.1425 102.4341 102.4400
2048 0.0088 0.0088 0.0089 0.0089 114.4808 114.4824

Widmo catkowego kosinusowego przeksztalcenia Fouriera sygnatu x; (¢) dla dyskret-
nych wartodci pulscji wf' przyjmuje wartosci opisane ponizsza zaleznoécia
e 8((=1)*(k + %)ﬂ') +38

64 + ((k+ %)71')2

X7 (w") =

dla k=0,1,...,00.

Ponizej na rysunku 7.11 oraz w tabelach 7.19 i1 7.20 zamieszczono wyniki otrzymane
dla algorytmu ADCT-IV i sygnatu modelowego x1(¢).

Otrzymane wyniki wskazuja na bliskie oszacowania wartosci btedu rzeczywistego
dla wszystkich badanych metryk, poczawszy juz od drugiego etapu (od N = 128).
Jedynie dla pierwszego etapu adaptacji otrzymano oszacowania dos¢ zgubne. Ponadto
uzyskane oszacowania btedow byty zawsze odgérne dla metryk MD i MSE, oraz oddolne
dla metryki PSNR.

W dalszej kolejnosci, tj. na rysunku 7.12 oraz w tabelach 7.21 1 7.22, zaprezentowano
wyniki uzyskane przy uzyciu algorytmu AFCT-IV dla sygnatu modelowego x4 (t).

Tutaj uzyskane wyniki wskazuja na zgrubne oszacowania rzeczywistych wartosci
btedéw w pierwszym, oraz w dwoch ostatnich etapach adaptacji. Jedynie dla etapéw
N = 128,256 oraz 512 oszacowania mozna traktowacC jako do$¢ bliskie wartosciom
rzeczywistych btedow w metrykach MD, MSE oraz PSNR. Jednakze dla wszystkich
etapow uzyskane oszacowania sg odgérne dla metryk MD,; MSE i oddolne dla metryki
PSNR.
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Rysunek 7.11: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji 21 (¢) i algorytmu ADCT-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.19: Ocena bledéw bezwzglednych dla algorytmu ADCT-IV i funkcji x4 (t)

N[ D5V a0t [ LeESIV a0l | eGS0t | eECIY 0t | eSSV [dB] | <RSIV [dB]
64 22.1811 10.0656 16255.2753 | 7707.2446 59.4944 62.7412
128 2.6378 2.1521 500.3459 429.2678 74.6160 75.2829
256 0.5449 0.5174 27.0740 26.1068 87.2843 87.4427
512 0.1298 0.1281 1.6353 1.6207 99.4740 99.5131
1024 0.0321 0.0319 0.1014 0.1011 111.5519 111.5615
2048 0.0080 0.0080 0.0063 0.0063 123.6022 123.6043

Tabela 7.20: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu ADCT-IV i funkeji a4 (t)

N | Qg ien | B v [Rg 100 RERGH - 10° ()| €25H% 18] [ eBGH (4B
64 45.6625 12.4539 52293.0790 24668.4215 44.4199 47.6888
128 3.4693 2.6627 1603.4417 1373.9486 59.5582 60.2305
256 0.6832 0.6402 86.6820 83.5595 72.2305 72.3902
512 0.1611 0.1585 5.2346 5.1874 84.4213 84.4607
1024 0.0397 0.0395 0.3244 0.3237 96.4994 96.5091
2048 0.0099 0.0099 0.0202 0.0202 108.5497 108.5518

W dalszej kolejnosci zaprezentowano wyniki dla algorytmu AFCT-IV i sygnatéw
modelowych: x5(t), x3(t) oraz xz4(t). Dla sygnatu x5(t) = sin(nt) wartosci widma cal-
kowego przeksztatcenia kosinusowego Fouriera dla pulsacji wf” mozna wyznaczy¢ z po-
nizszej zaleznosci

R R Vo
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Rysunek 7.12: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji 21 (¢) i algorytmu AFCT-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.21: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-IV i funkeji 21 (t)

N | 9erv 10t | eBCIV 10t | QLY 101 | (BOLV g1 | (OCIV (4B | ECLV [dB)
64 21.7608 6.1163 101748.3524 22243.9044 41.5789 48.1381
128 1.5531 1.4571 1508.4058 1074.4534 59.8355 61.2983
256 0.3762 0.3286 71.7788 54.2198 73.0526 74.2686
512 0.0878 0.0652 3.8231 2.2429 85.7865 88.1021
1024 0.0188 0.0087 0.1840 0.0444 98.9615 105.1355
2048 0.0031 0.0008 0.0062 0.0006 113.7017 123.6043

Tabela 7.22: Wyniki oceny bltedéw wzglednych dla algorytmu AFCT-IV i funkeji z (¢)

N | R oa | Y 0 e i0e bofg 100 bl gk (] | gty om
64 7889.2956 69.0643 326082.0758 71195.6135 26.5210 33.0857
128 20.0325 12.6588 4829.2708 3438.9811 44.7819 46.2459
256 3.3269 2.7353 229.7676 173.5402 57.9997 59.2162
512 0.7282 0.5545 12.2373 7.1788 70.7338 73.0497
1024 0.1587 0.0788 0.5890 0.1421 83.9089 90.0831
2048 0.0296 0.0099 0.0198 0.0020 98.6493 108.5518

dla k=0,1,...,00.

W danym przypadku otrzymano wyniki zblizone do wynikéw uzyskanych dla sy-
gnatu modelowego x1(t). To znaczy, oszacowania bledéw byly zgrubne w pierwszym
i w dwoch ostatnich etapach adaptacji. Dla etapéw srodkowych: N = 128, 256 oraz 512
oszacowania byty bliskie rzeczywistym wartosciom bledéw (stosunki wartosci przybli-
zona do rzeczywistej mniejsze od 2.0). Dla wszystkich etapéw otrzymano natomiast
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Rysunek 7.13: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji ao(t) i algorytmu AFCT-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.23: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-IV i funkeji zo(t)

N | Qe 10t | eBeIvaor | 9oty aont | eRCIV 1011 | (QCIV. (aB] | ESIY. [dB)
64 59.8621 2.7382 188380.4694 3134.5272 49.7998 67.5941
128 0.6959 0.6504 213.8907 148.1287 79.2525 80.8494
256 0.1681 0.1461 9.8954 7.4769 92.6011 93.8186
512 0.0391 0.0287 0.5259 0.3123 105.3464 107.6103

1024 0.0083 0.0037 0.0255 0.0063 118.4840 124.5543

2048 0.0014 0.0003 0.0009 0.0001 133.0843 142.6697

Tabela 7.24: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFCT-IV i funkcji xo(t)

N | g | e pa g a0 bl 100 b 0y om) | Gk, e
64 403.7039 35.5744 75484.5021 1253.8160 43.7716 61.5734
128 19.9405 12.4831 85.5961 59.2517 73.2299 74.8288
256 3.2810 2.6959 3.9586 2.9908 86.5801 87.7980
512 0.7176 0.5468 0.2104 0.1249 99.3256 101.5897
1024 0.1564 0.0778 0.0102 0.0025 112.4633 118.5337
2048 0.0292 0.0097 0.0004 0.0000 127.0637 136.6491

oszacowania odgorne dla metryk MD i MSE, oraz oddolne dla metryki PSNR.

Dla sygnatu modelowego x3(t) catkowe przeksztatcenie kosinusowe Fouriera dla dys-

kretnych pulsacji wf” przyjmuje nastepujace wartosci

2 IE (2605 (g(k + %)) — 1)

dla k=0,1,

XS (w

ceey OO,

T
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Na rysunku 7.14 oraz w tabelach 7.25 i 7.26 zamieszczono wyniki otrzymane dla
danego sygnatu modelowego i algorytmu AFCT-IV.

22 1 . 37,95

04 3794 ,

1024

Rysunek 7.14: Stosunki przyblizonych wartosci bledow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji z3(¢) i algorytmu AFCT-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.25: Wyniki oceny btedéw bezwzglednych dla algorytmu AFCT-IV i funkcji

z3(t)
N | Qerviiot | enorvogor | Qomv gt | ROLv gon | (9CTv [ap) | RSV (B
64 50.0175 3.2989 141326.6631 3724.5082 49.0191 64.8096
128 0.8953 0.6131 254.2516 1757117 76.4679 78.0723
256 0.1601 0.1330 11.7324 8.8837 89.8265 91.0344
512 0.0353 0.0270 0.6241 0.3727 102.5674 104.8070
1024 0.0077 0.0038 0.0304 0.0076 115.6865 L8720
2048 0.0014 0.0005 0.0011 0.0001 130.2399 139.7843

Tabela 7.26: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFCT-IV i funkcji z5(t)

| g e | gy | @ a0 | gl 0 | egi ) | sty e
(%] [%]
64 3656.5127 39.3324 8478843.0931 | 223472.1603 41.2380 57.0281
128 19.9428 12.5010 15255.4675 10542.7792 68.6863 70.2907
256 3.2856 2.7000 703.9536 533.0237 82.0449 83.2528
512 0.7187 0.5476 37.4492 22.3605 94.7859 97.0255
1024 0.1567 0.0779 1.8261 0.4552 107.9050 113.9387
2048 0.0292 0.0097 0.0640 0.0071 122.4583 132.0027
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W przypadku sygnatu modelowego x3(t) uzyskano wyniki zblizone do tych, ktére
otrzymano w poprzednich przypadkach, tj. dla sygnalow x;(t) oraz xs(t).
Dla ostatniego sygnalu modelowego z4(t) widmo calkowego kosinusowego prze-
ksztalcenia Fouriera dla dyskretnych pulsacji wf" przyjmie nastepujaca postaé
1
5 dla k=0,
X{(wi") =

sin (37k) —sin (Tk
(£4) (1) dla k> 0.
wk
W danym przypadku wyniki zaprezentowe zostaly w tabelach 7.27 i 7.28, oraz na
rysunku 7.15.

PSNR'S PSNR

a) b)
1,54
R eow/ gRMD
1,44
. T EOMSE/ ERMSE
134N % - - —¢0 /R

B T T T T 1
64 128 256 512 1024 2048 64 128 256 512 1024 2048
N N

Rysunek 7.15: Stosunki przyblizonych wartosci bltedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji x4(t) i algorytmu AFCT-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.27: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFCT-IV i funkeji z4(t)

N | G -10* | BTV 10t | QG- 1010 | eECIV . 1010 [ 2CTY, [dB] | 2SIV, [dB]
64 18.2423 13.6201 5637.4644 3799.6359 53.2341 54.9473
128 3.4611 3.2366 242.7291 222.1274 66.8935 67.2787
256 0.8125 0.7992 13.9580 13.6592 79.2965 79.3904
512 0.2000 0.1992 0.8548 0.8503 91.4258 91.4492
1024 0.0498 0.0498 0.0532 0.0531 103.4889 103.4948
2048 0.0124 0.0124 0.0033 0.0033 115.5356 115.5372

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwierdzi¢, iz dla sygnalu modelowego
x4(t) algorytm AFCT-IV dawal oszacowania bliskie wartosciom rzeczywistym poczaw-
szy od drugiego etapu, i to rowniez w etapach koncowych. Ponadto uzyskane oszaco-
wania sa odgérne dla metryk MD i MSE, oraz oddolne dla metryki PSNR.

W dalszej czesci sekeji przedstawione zostang wyniki algorytméw adaptacyjnych
dla sinusowego przeksztatcenia Fouriera, ktére obliczane jest za pomoca dyskretnych
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Tabela 7.28: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFCT-IV i funkeji x4(t)

N | RGVn | GV 00 QG 10° DORRRH 10° () PSR (B | BSRY (B
64 15.2593 10.7034 22845.9806 15393.3528 47.1568 48.8714
128 2.7281 2.5346 983.3774 899.8983 60.8175 61.2028
256 0.6365 0.6254 56.5478 55.3370 73.2205 73.3145
512 0.1565 0.1558 3.4632 3.4446 85.3499 85.3733
1024 0.0390 0.0389 0.2154 0.2151 97.4130 97.4189
2048 0.0097 0.0097 0.0134 0.0134 109.4597 109.4613

przeksztatcen sinusowych drugiego oraz czwartego rodzaju.

Szybki algorytm adaptacyjny dla dyskretnego przeksztalcenia sinusowego
drugiego rodzaju

Widmo catkowego przeksztalcenia sinusowego dla pulsacji w,ﬁ’H
wego x1(t) mozna wyznaczy¢ na podstawie nastepujacej zaleznosci

_w(k+1)(1+ (—1)ke=8)
64+ (m(k+1))2

i sygnatu modelo-

Xf(wlé-ll—l)

dla k=0,1,..., 0.
Wiyniki uzyskane dla danego sygnalu modelowego przy uzyciu algorytmu AFST-II
zestawiono w tabelach 7.29 i 7.30, oraz pokazano na rysunku 7.16.

a) b)
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Rysunek 7.16: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartoscei rzeczywistych dla
funkeji a1 (¢) i algorytmu AFST-IT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Otrzymane wyniki wskazuja na dosé zgrubne oszacowanie rzeczywistych wartosci
btedu jedynie na pierwszym etapie adaptacji. W kolejnych etapach oszacowania sg
bliskie wartosciom rzeczywistym i stosunki warto$ci przyblizonych do rzeczywistych
dla metryk MD i MSE sa mniejsze od 2.0, natomiast dla metryki PSNR wieksze od
0.95. Dla wszystkich etapow uzyskano oszacowania odgérne dla metryk MD i MSE,
oraz oszacowania oddolne dla metryki PSNR.



164 7.1. Wyniki badan dla przeksztatcen jednowymiarowych

Tabela 7.29: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFST-IT i funkeji xy(¢)

N el ing S (W e e T Lo e U CUERI0 208  Wie e DS 0 08 | e O LU RIS Rette L d B
64 66.4943 11.6090 44124.9478 | 4641.2539 29.3872 39.1380
128 2.9826 2.6611 301.3683 257.6107 51.0205 51.6947
256 0.6697 0.6519 16.2951 15.5252 63.6854 63.8940
512 0.1634 0.1617 0.9791 0.9447 75.8967 76.0516
1024 0.0405 0.0401 0.0597 0.0571 88.0445 88.2360
2048 0.0101 0.0100 0.0036 0.0035 100.2405 100.3859

Tabela 7.30: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-II i funkeji a4 (¢)

v | esren | oo |es v walesi w7 v @95y, B | s, )
64 151.3728 11.7485 159513.3291 16490.3227 13.8061 23.6321
128 3.0283 2.6931 1071.1728 915.2880 35.5129 36.1888
256 0.6779 0.6597 57.8995 55.1610 48.1793 48.3880
512 0.1654 0.1636 3.4786 3.3564 60.3906 60.5456
1024 0.0410 0.0406 0.2121 0.2030 72.5385 72.7301
2048 0.0102 0.0101 0.0128 0.0124 84.7346 84.8799

Kolejny rozpatrywamy przypadek stanowi algorytm AFST-IT operujacy na sygnale
modelowym z5(t) = cos(nt). Dla danego przypadku wartosé catkowego sinusowego
przeksztalcenia Fouriera dla pulsacji w,ﬁil mozna obliczy¢ jako

0 dla k parzystych,
X =S
m dla k parzystych.

Wyniki dla sygnatu modelowego x5 (t) oraz algorytmu AFST-II zamieszczono w ta-
belach 7.31 i 7.32, oraz pokazano na wykresach w postaci stosunkéw wartosci przybli-
zonych do rzeczywistych na rysunku 7.17.

W danym przypadku uzyskano wyniki zblizone do tych, ktére otrzymano dla sygna-
tu modelowego x;(t). Mianowicie oszacowania bledow w rozwazanych metrykach bez-
wzglednych i wzglednych: MD, MSE oraz PSNR byly dosé¢ zgrubne wytacznie w pierw-
szym etapie adaptacji. Jednak wraz ze wzrostem liczby préobek sygnatu asymptotycznie
zblizaly sie do wartosci rzeczywistych. Ponadto dla wszystkich etapow uzyskano osza-
cowania odgérne btedéw MD oraz MSE i oddolne dla metryki PSNR.

Dla sygnatu modelowego x3(t) widmo catkowego przeksztatcenia sinusowego Fourie-
ra dla dyskretnych wartosci pulsacji w,ﬁil przyjmuje wartosci opisane ponizsza zalez-
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Rysunek 7.17: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji ao(t) i algorytmu AFST-IT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.31: Wyniki oceny btedéw bezwzglednych dla AFST-II i funkeji z5(t)

N | 53t -10% | eBSiE-10% | 98 107 | efRtE o102 | 85K [dB] | E2iE: [dB]
64 133.0512 21.8410 6135.1715 819.9519 44.6777 53.4179
128 5.5508 5.1886 52.3208 48.1071 65.3691 65.7337
256 1.3025 1.2810 3.0211 2.9639 77.7542 77.8372
512 0.3205 0.3194 0.1853 0.1851 89.8771 89.8822
1024 0.0799 0.0799 0.0116 0.0116 101.9050 101.9063
2048 0.0200 0.0200 0.0007 0.0007 113.9308 113.9309

Tabela 7.32: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-II i funkeji aq(t)

v | espren | asren |eswr walensis w7 | sy, e [ s, wm
64 151.3184 10.9678 25188.6753 3362.4231 38.5439 47.2893
128 2.7925 2.6055 214.5590 197.2755 59.2404 59.6050
256 0.6542 0.6433 12.3887 12.1541 71.6256 71.7086
S 0.1610 0.1604 0.7599 0.7590 83.7484 83.7536
1024 0.0401 0.0401 0.0477 0.0476 95.7770 95.7776
2048 0.0100 0.0100 0.0030 0.0030 107.8022 107.8023

noscia

4sin (5(k+1))

(k£ 1)) dla k parzystych,

X:*,S(Wliiﬁ =

0 dla  k nieparzystych.
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W danym przypadku jako pierwsze przedstawione zostang wyniki uzyskane za po-
mocg algorytmu ADST-II. Wyniki te zestawiono w tabelach 7.33 i 7.34, oraz pokazano
na wykresach z rysunku 7.18.

a) b)
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Rysunek 7.18: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartosci rzeczywistych dla
funkeji x3(t) i algorytmu ADST-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.33: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla ADST-IT i funkeji x3(t)

N | eQsiroa08 | emsitonos | Q3100 | eBSIL.100 | QSH aB] | BSH, [aB)
64 107.9501 49.8485 2.0471 0.9641 79.0429 82.3138
128 13.0491 10.7012 0.0626 0.0537 94.1889 94.8585
256 2.7085 2.5755 0.0034 0.0033 106.8600 107.0189
512 0.6459 0.6378 0.0002 0.0002 119.0503 119.0895

1024 0.1596 0.1591 0.0000 0.0000 131.1283 131.1377

2048 0.0398 0.0398 0.0000 0.0000 143.1787 143.1795

Tabela 7.34: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu ADST-1T i funkeji a3(t)

v e | el | gdoo0 | g0 | sl e | BN, e
(%] [%]
64 40.9005 11.8199 12288.7806 5784.9073 71.2592 74.5322
128 3.2788 2.5374 375.6758 321.9740 86.4069 87.0770
256 0.6504 0.6107 20.3085 19.5786 99.0784 99.2374
512 0.1536 0.1512 1.2264 1.2154 111.2688 111.3079
1024 0.0379 0.0377 0.0760 0.0758 123.3468 123.3562
2048 0.0094 0.0094 0.0047 0.0047 135.3971 135.3980
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Uzyskane wyniki wskazuja na asymptotyczna zbieznosé wartosci przyblizonych bte-
déw do ich wartosci rzeczywistych, wraz ze wzrostem liczby préobek. Ponadto uzyskane
oszacowania sg bliskie warto$ciom rzeczywistym bledéw poczawszy juz od drugiego
etapu (N = 128). Dla wszystkich etapéw adaptacji oszacowania bltedéw w metrykach
MD i MSE sa odgoérne, a w przypadku metryki PSNR oddolne.

Ponizej zestawiono wyniki otrzymane dla danego sygnatlu przy uzyciu szybkiego
algorytmu adaptacyjnego dla przeksztatcenia DST-II (tabela 7.35 i 7.36, rysunek 7.19).
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Rysunek 7.19: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartoscei rzeczywistych dla
funkeji a3(t) i algorytmu AFST-IT: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.35: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFST-IT i funkeji x3(¢)

D[Ny (e ko T R O Lo N | Ne s I L2 | R Ol M aB] SR et e d R
64 63.1366 2.7671 1467580.91 | 24853.0092 50.4934 68.2014
128 0.7526 0.5093 1697.0221 1171.5653 79.8593 81.4675
256 0.1330 0.1102 78.2286 59.2261 93.2218 94.4301
512 0.0293 0.0224 4.1611 2.4845 105.9632 108.2028
1024 0.0064 0.0032 0.2029 0.0506 119.0823 125.1161
2048 0.0012 0.0004 0.0071 0.0008 133.6357 143.1795

Dla sygnalu modelowego x3(t) algorytm AFST-II dal dos$é zgrubne oszacowania
bledéw dla etapu pierwszego (N = 64) oraz dwich ostatnich etapéw (N = 1024, 2048)
adaptacji. W pozostatych przypadkach oszacowania byty bliskie wartosciom rzeczywi-
stym, tzn. stosunki przyblizonych wartosci btedéw do ich wartosci rzeczywistych byty
tutaj mniejsze od 1.7. Ponadto dla wszystkich krokow adaptacji otrzymano odgérne
oszacowania btedéw w metrykach MD i MSE, oraz oszacowania oddolne dla przypadku
metryki PSNR.

Ostatnim sygnalem modelowym wykorzystanym podczas badan jest sygnal z4(t).
Dla danego sygnatu widmo catkowego przeksztalcenia sinusowego Fouriera dla dyskret-
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Tabela 7.36: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFST-IT i funkeji 3(t)

v e | e | oo | oo | @5 e | s,
(%] (%]
64 684.9327 65.6134 8804276.0033 | 149118.8013 42.7125 60.4199
128 18.9390 12.0752 10182.3508 7029.4269 72.0777 73.6860
256 3.1711 2.6133 469.3777 355.3584 85.4402 86.6485
512 0.6955 0.5302 24.9669 14.9070 98.1816 100.4213
1024 0.1517 0.0755 1.2174 0.3034 111.3008 117.3346
2048 0.0283 0.0094 0.0427 0.0047 125.8541 135.3980

nych wartosci pulsacji wﬁrl mozna wyznaczy¢ na podstawie nastepujacej zaleznosci

_ cos (%’T(kz + 1)) + cos (%(k + 1))
m(k+1)

Xf(wllcil) =

dla k=0,1,...,00.
Dla sygnatu x4(t) oraz algorytmu AFST-II otrzymane wyniki zestawiono w tabelach
7.37 1 7.38, oraz na rysunku 7.20.

EOMD/ EHMD

..... ] R
& MSE/ € wse
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64 128 256 512 1024 2048 64 128 256 512 1024 2048
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Rysunek 7.20: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji a4(t) i algorytmu AFST-II: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Na podstawie wynikéw uzyskanych dla sygnalu modelowego z4(t) wida¢, iz algo-
rytm AFST-II w tym przypadku dawal oszacowania bliskie wartosciom rzeczywistym
poczawszy od drugiego etapu, a co wiecej, oszacowania te asymptotycznie zbiegaty
do rzeczywistych wartosci bltedéw wraz ze wzrostem liczby probek sygnatu. Ponadto
podobnie, jak dla pozostalych sygnaléw modelowych, otrzymane oszaczowania byty
odgorne dla metryk MD i MSE, oraz oddolne dla metryki PSNR.

W dalszej czesci sekcji zamieszcezono wyniki dla ostatniego z rozwazanych prze-
ksztalcen dyskretnych, a mianowicie dla dyskretnego przeksztalcenia sinusowego czwar-
tego rodzaju.
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Tabela 7.37: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFST-IT i funkeji a4(¢)

N | 983 10t | RSIT.10% | QST 1010 | RSIL. 1010 [ QST [dB] [ ESLT, [dB]
64 20.3356 15.0182 5656.9390 3805.8699 55.5424 57.2628
128 3.8185 3.5627 243.1455 222.4409 69.2089 69.5952
256 0.8944 0.8794 13.9780 13.6777 81.6129 81.7072
512 0.2201 0.2191 0.8560 0.8514 93.7425 93.7659
1024 0.0548 0.0547 0.0532 0.0532 105.8057 105.8116
2048 0.0137 0.0137 0.0033 0.0033 117.8524 117.8539

Tabela 7.38: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu AFST-II i funkeji 4(t)

N | s | e |8 108 pallensg 100 )| Q5N ) | eBSi, (am)
64 14.5364 10.3422 22925.0472 15418.6964 49.4651 51.1868
128 2.6342 2.4534 985.0700 901.1736 63.1328 63.5192
256 0.6160 0.6056 56.6290 55.4126 75.5370 75.6312
512 0.1516 0.1509 3.4680 3.4493 87.6666 87.6900
1024 0.0377 0.0377 0.2157 0.2154 99.7297 99.7356
2048 0.0094 0.0094 0.0135 0.0135 111.7764 111.7780

Szybki algorytm adaptacyjny dla dyskretnego przeksztalcenia sinusowego
czwartego rodzaju
Widmo caltkowego sinusowego przeksztalcenia Fouriera z sygnalu modelowego xy (t)

dla dyskretnych wartosci pulsacji wi" mozna wyznaczy¢ na podstawie ponizszej zalez-

noéci
m(k+3) —8e7¥(—1)F
64+ (m(k + 1)2)

XPf) =

dla k=0,1,..., 0c0.

Wiyniki uzyskane dla sygnatu x1(t) za pomoca algorytmu AFST-IV zamieszczono
w tabelach 7.39, 7.40 i na rysunku 7.21.

W danym przypadku otrzymano zgrubne oszacowanie wytacznie na pierwszym eta-
pie adaptacji. Wraz ze wzrostem liczby probek sygnatu wejsciowego przyblizona wartosé
btedu zblizata sie asymptotycznie do wartosci rzeczywistej. Poczawszy od drugiego
etapu (tzn. N = 128 prébek) stosunki wartosci przyblizonych bledéw do ich warto-
Sci rzeczywistych dla matryk MD i MSE byly mniejsze od 1.2, natomiast dla metryki
PSNR wicksze niz 0.96. Ponadto dla wszystkich krokéw otrzymano oszacowania odgor-

ne bledéw w metrykach MD i MSE, oraz oszacowania oddolne dla przypadku metryki
PSNR.
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Rysunek 7.21: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji 21 (t) i algorytmu AFST-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.39: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFST-IV i funkcji x;(¢)

N[N iepe S ehat S Reon Lo IR Me Bt Mo Lo R O T S BIS IRk Lo d ]
64 64.1792 11.4051 37169.8563 | 4426.9261 30.2385 39.4521
128 2.9282 2.6206 287.2108 246.3747 51.3377 51.9972
256 0.6595 0.6422 15.5833 14.8512 63.9881 64.1956
512 0.1610 0.1592 0.9367 0.9032 76.1975 76.3552
1024 0.0399 0.0395 0.0571 0.0546 88.3468 88.5436
2048 0.0099 0.0098 0.0034 0.0033 100.5470 100.6966

Tabela 7.40: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-IV i funkeji x(¢)

N | iten | el oo (a0 pafeis 10" ] eBsin 5] | Siln om
64 134.7642 11.3599 134415.4604 15755.7247 14.6559 23.9388
128 2.9255 2.6102 1022.5873 876.8641 35.8227 36.4838
256 0.6570 0.6397 55.4651 52.8563 48.4745 48.6822
512 0.1604 0.1586 3.3338 3.2146 60.6841 60.8419
1024 0.0397 0.0394 0.2032 0.1942 72.8334 73.0302
2048 0.0099 0.0098 0.0122 0.0118 85.0336 85.1832

Dla kolejnego sygnatu modelowego z»(t) widmo calkowego przeksztalcenia sinuso-

wego w punktach wi¥ mozna wyznaczy¢ wedtug zaleznosci postaci

(V) — m(k + 3)
X2( k ) (77(/{:—}—%))2—77'2

dla k=0,1,..., 0.
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Wyniki uzyskane dla danego przypadku zaprezentowano na wykresach z rysunku
7.22, natomiast w postaci liczbowej zamieszczono w tabelach 7.41 i 7.42.

a) b)
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Rysunek 7.22: Stosunki przyblizonych wartos$ci bledow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji z9(t) i algorytmu AFST-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.41: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla AFST-IV i funkeji xo(t)

N | 9sia0f | eBSI.q0t | 98I 1010 | eBSIE. 1010 | QSH [dB] | BSH, [aB]
64 83.1620 10.7246 26853.4138 3720.1465 47.3493 55.9350
128 2.7242 2.5521 237.0674 219.1608 67.8916 68.2330
256 0.6406 0.6303 13.7589 13.5151 80.2547 80.3324
512 0.1577 0.1572 0.8449 0.8441 92.3724 92.3767

1024 0.0393 0.0393 0.0530 0.0530 104.4001 104.4003

2048 0.0098 0.0098 0.0033 0.0033 116.4221 116.4241

Tabela 7.42: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-IV i funkcji xo(t)

N | oa | el o (100 paleis 100 0] RSk ) | S fam
64 289.6078 10.6024 108919.3620 15071.5786 41.2682 49.8590
128 2.6977 2.5230 960.5988 887.8948 61.8149 62.1570
256 0.6334 0.6232 55.7439 54.7541 74.1786 74.2565
512 0.1559 0.1554 3.4231 3.4197 86.2964 86.3008
1024 0.0388 0.0389 0.2146 0.2146 98.3240 98.3243
2048 0.0097 0.0097 0.0135 0.0135 110.3739 110.3481

Dla sygnatu z5(t) otrzymano wyniki zblizone do wynikéw uzyskanych w poprzednim
przypadku dla sygnalu modelowego x(t).
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Jako kolejny rozpatrzony zostanie sygnal modelowy x3(t). Dla danego sygnatu po-
dano wyniki uzyskane dla algorytméw ADST-IV oraz AFST-IV. Widmo caltkowego
sinusowego przeksztalcenia Fouriera dla dyskretnych pulsacji wi" przyjmuje wowcezas
nastepujace wartosci

_ dsin (F(k+3)) —2(-D)*
a (m(k + 3)?

X3 (@)

dla k=0,1,...,00.
Jako pierwsze przedstawione zostang wyniki otrzymane dla algorytmu ADST-IV.
Wiyniki te zamieszczono w tabelach 7.43 i 7.44, oraz na rysunku 7.23.
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Rysunek 7.23: Stosunki przyblizonych wartosci btedéw do wartoscei rzeczywistych dla
funkeji a3(t) i algorytmu ADST-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.43: Wyniki oceny bledéw bezwzglednych dla ADST-IV i funkeji x3(t)

N | Qv 105 | eBCIT.105 | QGLY 1012 | BQHE 1012 | QSHY, [dB] | eBGH, [aB]
64 12.6310 5.9782 3056.9176 1445.6580 75.6672 78.9196
128 1.5628 1.2897 93.8606 80.4867 90.7954 91.4630
256 0.3263 0.3108 5.0765 4.8945 103.4647 103.6232
512 0.0779 0.0770 0.3066 0.3039 115.6546 115.6937
1024 0.0193 0.0192 0.0190 0.0190 127.7325 127.7420
2048 0.0048 0.0048 0.0012 0.0012 139.7829 139.7843

Otrzymane wyniki wskazujg na asymptotyczna zbiezno$¢ przyblizonych wartosci
btedéw do wartosci rzeczywistych, wraz ze wzrostem liczby prébek sygnalu wejsciowe-
go. Oszacowania btedéw byly zgrubne wytacznie dla pierwszego etapu. W pdzniejszych
etapach stosunki wartosci przyblizonych do rzeczywistych dla metryk MD i MSE byty
mniejsze od 1.3, natomiast dla metryki PSNR wigksze niz 0.99. Ponadto dla wszystkich
etapow uszyskano odgorne oszacowania wartosci btedéw w metrykach MD i MSE, oraz
oszacowania oddolne dla metryki PSNR.
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Tabela 7.44: Wyniki oceny btedéw wzglednych dla algorytmu ADST-IV i funkeji x3(t)

v g | e | g e | dgio00 | @gn e | st
(%] (%]
64 45.1425 12.2854 18350.5314 8674.0128 67.8836 71.1381
128 3.4203 2.6243 563.2356 482.9240 83.0133 83.6815
256 0.6732 0.6308 30.4599 29.3673 95.6830 95.8417
512 0.1587 0.1562 1.8396 1.8231 107.8731 107.9121
1024 0.0391 0.0389 0.1140 0.1138 119.9510 119.9605
2048 0.0097 0.0097 0.0071 0.0071 132.0013 132.0027

Ponizej zamieszczono wyniki uzyskane dla algorytmu AFST-IV (patrz tabela 7.45,

tabela 7.46, oraz rysunek 7.24).

i 5329
37,94 |

- - —¢0 %R
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Rysunek 7.24: Stosunki przyblizonych wartosci bledéw do wartodci rzeczywistych dla
funkeji x3(t) i algorytmu AFST-TIV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

Tabela 7.45: Wyniki oceny btedéw bezwzglednych dla AFST-IV i funkeji x3(¢)

N[ et anot | Selisitiad | e OsdL ot | N el Lt BB [dB] | ittt [dB]
64 50.0175 3.2989 141326.6631 | 3724.5082 49.0191 64.8096
128 0.8953 0.6131 254.2516 175.7117 76.4679 78.0723
256 0.1601 0.1330 11.7324 8.8837 89.8265 91.0344
512 0.0353 0.0270 0.6241 0.3727 102.5674 104.8070
1024 0.0077 0.0038 0.0304 0.0076 115.6865 121.7202
2048 0.0014 0.0005 0.0011 0.0001 130.2399 139.7843
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Tabela 7.46: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-IV i funkeji x3(t)

v e | e | oo | oo | @5 e | s,
(%] (%]
64 3656.5127 68.6172 8478843.0931 | 223472.1603 41.2380 57.0281
128 19.9428 12.5010 15255.4675 10542.7792 68.6863 70.2907
256 3.2856 2.7000 703.9536 533.0237 82.0449 83.2528
512 0.7187 0.5476 37.4492 22.3605 94.7859 97.0255
1024 0.1567 0.0779 1.8261 0.4552 107.9050 113.9387
2048 0.0292 0.0097 0.0640 0.0071 122.4583 132.0027

W przypadku algorytmu AFST-IV uzyskano oszacowania bliskie wartogciom rzeczy-
wistym btedéw w srodkowych etapach, tzn. dla N = 128,256 oraz 512. W pozostalych
przypadkach oszacowania byty dosé zgrubne, a dla pierwszego etapu stosunek wartosci
przyblizonej do rzeczywistej btedu wynosit nawet blisko 53.3. Dla wszystkich etapdw
adaptacji uzyskano oszacowania odgorne btedéw MD i MSE, oraz oszacowania oddolne
dla metryki PSNR.

Ostatnim sygnalem modelowym jest sygnal x4(t), dla ktérego widmo catkowego
przeksztalcenia sinusowego Fouriera dla pulsacji wi" przyjmuje wartosci nastepujace

e 08 (k4 3) — cos (F(k+ D)
Xzf(wkv): 7T(k+%)

dla k =0,1,..., c0.
Wyniki dla danego przypadku zamieszczono w tabelach 7.47 i 7.48, oraz przedsta-
wiono w postaci wykreséw na rysunku 7.25. Algorytm AFST-IV dla sygnalu mode-
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Rysunek 7.25: Stosunki przyblizonych wartosci btedow do wartosci rzeczywistych dla
funkeji a4(t) i algorytmu AFST-IV: metryki bezwzgledne (a), metryki wzgledne (b)

lowego z4(t) dawal oszacowania bledéw bliskie wartosciom rzeczywistym praktycznie
dla wszystkich etapéw. Dla etapu pierwszego stosunki przyblizonych wartosci bltedéw



7.1. Wyniki badan dla przeksztalcen jednowymiarowych 175

do wartosci rzeczywistych byly najmniej korzystne i wynosily okoto 1.48 dla metryk
MD i MSE, oraz okoto 0.94 dla metryki PSNR. Ponadto przyblizone wartosci btedéw
asymptotycznie zblizaly sie do wartosci rzeczywistych wraz ze wzrostem liczby probek
sygnatu wejsciowego. Dla wszystkich etapoéw adaptacji uzyskano oszacowania odgorne
w metrykach MD, MSE i oszacowania oddolne dla metryki PSNR.

Tabela 7.47: Wyniki oceny btedéw bezwzglednych dla AFST-IV i funkeji a4(t)

N | @sira0t | ensiroor | 98I 1010 | (BSII. 1010 | (QSH (] | BSH. [aB]
64 18.2423 13.6201 5637.4644 3799.6359 53.2341 54.9473
128 3.4611 3.2366 242.7291 222.1274 66.8935 67.2787
256 0.8125 0.7992 13.9580 13.6592 79.2965 79.3904
512 0.2000 0.1992 0.8548 0.8503 91.4258 91.4492
1024 0.0498 0.0498 0.0532 0.0531 103.4889 103.4948

2048 0.0124 0.0124 0.0033 0.0033 115.5356 115.5372

Tabela 7.48: Wyniki oceny bledéw wzglednych dla algorytmu AFST-IV i funkeji z4(t)

N | ien | el o |00 paleis 100 (] B8k 3] | BSin fom
64 15.2593 10.7034 22845.9806 15393.3528 47.1568 48.8714
128 2.7281 2.5346 983.3774 899.8983 60.8175 61.2028
256 0.6365 0.6254 56.5478 55.3370 73.2205 73.3145
512 0.1565 0.1558 3.4632 3.4446 85.3499 85.3733
1024 0.0390 0.0389 0.2154 0.2151 97.4130 97.4189
2048 0.0097 0.0097 0.0134 0.0134 109.4597 109.4613

Analiza wplywu operacji potrzebnych do obliczania przyblizonych wartosct
bledow na catkowity czas realizacji obliczen przez algorytmy adaptacyjne
W ostatniej kolejnosci przedstawione zostang wyniki analizy wplywu na catkowi-
ty czas realizacji obliczen dodatkowych operacji wymaganych przez szybkie algorytmy
adaptacyjne do obliczania przyblizonych wartosci btedéw. W tym celu przeprowadzo-
no szereg badan poréwnawczych czaséw obliczania przeksztatcen dyskretnych poprzez
algorytmy szybkie, oraz szybkie algorytmy adaptacyjne. Oczywiscie w danym przy-
padku mozliwe jest precyzyjne wyznaczenie liczby odwotan do wyrazen stuzacych do
obliczania przyblizonych wartosci btedéw (patrz rozdzial 6). Jednakze przez wzglad na
wystepowanie we wspomnianych wyrazeniach, poza trywialnymi operacjami dodawan
i mnozen, takze ztozonych operacji arytmetycznych, ktorych realizacje algorytmiczne
zalezg od wykorzystywanych narzedzi implementacyjnych, i nie sa znane autorowi, zde-
cydowano sie¢ na przedstawienie wynikéw w postaci eksperymentalnej. Z tego wzgledu,
a takze z powodu przeprowadzania badan na komputerze pod kontrola wieloproceso-
wego systemu operacyjnego, uzyskane rezultaty maja jedynie charakter pogladowy.
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W przypadku algorytmoéw adaptacyjnych obliczenia prowadzono az do ostatniego
mozliwego etapu. Jako maksymalne liczby probek sygnatu wejsciowego przyjmowano
kolejno wartosci: N = 512,1024, 2048 i 4096. Natomiast liczbe wspotczynnikow spek-
tralnych, dla ktorych szacowano btedy w bezwzglednych i wzglednych metrykach MD,
MSE oraz PSNR, zalozono jako rowng M = 64 dla przeksztalcenia Fouriera, oraz
M = 32 w przypadku kosinusowych i sinusowych przeksztalcen drugiego i czwartego
rodzaju.

Otrzymane wyniki zestawiono w tabelach 7.49-7.51 w postaci nadwyzek obliczenio-
wych charakterystycznych dla algorytméw adaptacyjnych, ktére wyrazono w procen-
tach czaséw obliczania szybkich algorytméw. Przez t5 oznaczono otrzymywane rezulta-
ty, przy czym indeks T' oznacza tutaj typ przeksztalcenia: F-dyskretne przeksztalcenie
Fouriera, II i IV to odpowiednio dyskretne przeksztalcenia kosinusowe i sinusowe
drugiego i czwartego rodzaju. Natomiast parametr B okresla wybrana metryke oceny
btedu, tj. MD, MSE, PSNR jako metryki bezwzgledne oraz MD, MSE i PSNR jako
metryki wzgledne.

Zamieszczone wyniki wyznaczono jako wartosci srednie z serii 100 préb przeprowa-
dzonych dla kazdego z przyjetych przypadkow.

Tabela 7.49: Srednie wartosci dodatkowych czaséw wymaganych przez szybkie algo-
rytmy adaptacyjne do obliczania dyskretnego przeksztatcenia Fouriera, przy liczbie
M = 64 wspoltcezynnikéw widmowych, dla ktérych obliczano przyblizone wartosci ble-
dow

O I Ol - ol - O I o 5
512 1.73 2.54 Bll 3.99 6.60 7.76
1024 1.62 1.96 2.32 2.90 4.57 4.87
2048 1.60 1.83 1.93 2.30 4.31 4.19
4096 1.43 1.62 1.75 1.84 3.26 3.74

Tabela 7.50: Srednie wartoéci dodatkowych czaséw wymaganych przez szybkie algoryt-
my adaptacyjne do obliczania dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych
drugiego rodzaju, przy liczbie M = 32 wspdlczynnikéw widmowych, dla ktérych obli-
czano przyblizone wartosci btedow

N L | el | e | o | e | AL
512 4.19 10.74 21.42 20.88 23.14 30.07
1024 3.23 9.39 11.58 12.38 14.10 17.58
2048 2.30 5.49 10.35 8.73 10.80 1242
4096 1.75 3.60 5.00 4.59 4.84 5.69

We wszystkich przebadanych przypadkach najwiekszy wplyw dodatkowych opera-
¢ji wymaganych dla oceny btedu na catkowity czas realizacji obliczen odnotowano dla
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metryki wzglednej PSNR. Tutaj wartosci nadwyzek obliczeniowych szybkich algoryt-
moéw wahatly sie w granicach: od 3 do 30 procent i byly najwieksze dla dyskretnych
przeksztalcen kosinusowych i sinusowych czwartego rodzaju dla N = 512. Najmniejsze
nadwyzki rzedu kilku procent odnotowano dla metryki bezwzglednej MD. Natomiast
w pozostatych przypadkach uzyskane wyniki lezalty w granicach od 2 do 20 procent
i byly najwieksze dla dyskretnych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugiego
rodzaju oraz liczby prébek N = 512. Takie proporcje odpowiadajg spodziewanym war-
tosciom i wynikaja bezposrednio ze ztozonosci obliczeniowej szybkich algorytméw dla
przeksztalcen dyskretnych (patrz rozdzial 4) oraz ze zltozonosci wzoréw oceny bleddéw
(patrz rozdzial 6) w poszezegdlnych metrykach.

Tabela 7.51: Srednie wartoéci dodatkowych czaséw wymaganych przez szybkie algoryt-
my adaptacyjne do obliczania dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych
czwartego rodzaju, przy liczbie M = 32 wspotczynnikdéw widmowych, dla ktérych ob-
liczano przyblizone wartosci btedow

N 1Y (%) e N ) | L (%)
512 3.74 9.99 18.24 16.05 13.32 24.68
1024 2.87 6.17 11.99 10.05 10.15 15.71
2048 2.07 5.36 797 6.62 6.78 9.72
4096 171 24D, 5.32 4.24 3.89 5.53

7.2. Wyniki badan dla przeksztalcein dwuwymiarowych

W przypadku przeksztatcen dwuwymiarowych jako sygnaly modelowe wykorzystano
sygnaly dwdch zmiennych z(t, s), ktére konstruowano jako iloczyny sygnaléw wykorzy-
stanych do badan nad przeksztalceniami jednowymiarowymi. Dla przyktadu pierwszy
sygnal modelowy przyjal postaé funkeji: x1(¢, s) = exp(—8t)exp(—8s) dla parametrdéw
(t,s) € [0,1] x [0, 1]. Za maksymalne liczby prébek sygnatu wejsciowego z(t, s) przyjeto
wartosci N = M = 2048, natomiast liczba wspélczynnikow spektralnych, dla ktorych
obliczano przyblizone wartosci btedéw, wynosita Ny x M; = 32 x 32. Dla wszystkich
badanych przeksztalcen, tj. dla dyskretnego dwuwymiarowego przeksztatcenia Fouriera
oraz dyskretnych dwuwymiarowych przeksztatcen kosinusowych i sinusowych drugie-
go i czwartego rodzaju, uzyskano wyniki analogiczne do tych, ktére otrzymano dla
przypadku sygnatéw jednowymiarowych.

Druga czes¢ badan dotyczyta wplywu na catkowity czas realizacji obliczent dodatko-
wych operacji potrzebnych do wyznaczania przyblizonych wartosci btedéw przez szyb-
kie przeksztalcenia adaptacyjne. Tutaj eksperymentalnie pomierzone czasy obliczania
szybkich algorytmow dla réznych liczb probek N = M = 512,1024, 2048 i 4096 oraz
dla Ny x My = 32 x 32, odniesiono do czasoéw obliczania przeksztalcen dyskretnych
za pomocy szybkich algorytméw z przerzedzeniem w czasie. W danym przypadku wy-
znaczone nadwyzki obliczeniowe dla metryk bezwzglednych i wzglednych MD, MSE
oraz PSNR byty rzedu kilku procent. Nalezy ponadto zaznaczy¢, iz szybkie algorytmy
adaptacyjne konczyly swe dzialanie na ostatnim mozliwym etapie.
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Dla dyskretnego przeksztatcenia Fouriera schemat doboru probek dla szybkiego algo-
rytmu adaptacyjnego (patrz algorytm 5.1) jest identyczny ze sposobem doboru probek
dla algorytmu adaptacyjnego ADFT (patrz algorytm 3.1). Zatem wyniki uzyskiwane
w obu przypadkach beda identyczne (oczywiscie z doktadnoscia do bledéw zaokra-
glen wynikajacych ze skonczonej precyzji reprezentacji liczb w maszynach cyfrowych.
Zgodnie z pracy [88] szybki algorytm FFT, a tym samym szybki algorytm adaptacyj-
ny, jest w tym wzgledzie lepiej uwarunkowany numerycznie, gdyz potrzebuje mniejszej
liczby operacji arytmetycznych prowadzacych do uzyskania zadanego wyniku). Tuta]
dla wszystkich badanych sygnaléw modelowych oraz metryk wzglednych i bezwzgled-
nych: MD, MSE oraz PSNR, oszacowane wartosci btedéw numerycznego obliczania
przeksztaltcenia catkowego przez kwadrature DFT, byly bliskie ich wartodciom rzeczy-
wistym (najbardziej zgrubne dla etapéw N = 64, 128, gdzie stosunki: wartosé oszaco-
wana do warto$¢ rzeczywista dla metryk MD i MSE lezaty w przedziale od 1.05 do
2.0, natomiast dla metryki PSNR w przedziale od 0.85 do 0.98), i co wazniejsze, we
wszystkich przypadkach byly oszacowaniami odgérnymi (oddolnymi dla PSNR).

Analogiczne wyniki otrzymano dla przeksztalcenia dwuwymiarowego i algorytméow
adaptacyjnych 3.3 oraz 5.3.

W przypadku dyskretnych przeksztalcen kosinusowych i sinusowych drugiego oraz
czwartego rodzaju schematy doboru prébek dla algorytmu adaptacyjnego (patrz algo-
rytm 3.2) i szybkiego algorytmu adaptacyjnego (patrz algorytm 5.2) sa odmienne, co
doktadnie oméwiono w rozdziale 5. Stad dodatkowo zamieszczono wyniki otrzymane za
pomoca algorytmoéow adaptacyjnych, w przypadku kazdego z badanych przeksztatcen
dyskretnych wylacznie dla jednego wybranego sygnatu modelowego (dla pozostatych
sygnaléw otrzymywano wyniki analogiczne). Dla algorytmu adaptacyjnego szacowane
wartosci btedéw, dla kazdego sygnalu modelowego i wszystkich rozwazanych metryk,
byly bliskie (dosé zgrubne jedynie dla etapéw N = 64, 128, a stosunki: wartos¢ szacowa-
na do rzeczywista zblizone do wynikéw otrzymanych dla dyskretnego przeksztalcenia
Fouriera) wartosciom rzeczywistym i zawsze byty oszacowaniami odgérnymi (oddolny-
mi dla PSNR). Jednakze w przypadku szybkich algorytméw adaptacyjnych uzyskiwano
dla czesci badanych sygnatéw modelowych oszacowania zgrubne, choé¢ zawsze odgorne
(oddolne dla PSNR), réwniez dla etapéw koricowych, tzn. dla N > 512. Tutaj stosunki
wartosci szacowanych bledéw do ich wartosci rzeczywistych dla metryk: MD i MSE
lezaty w przedziale od 1.0 do 13.5, natomiast dla metryki PSNR w przedziale od 0.85
do 1.0. Dla etapow N = 64, 128 oszacowania byly jeszcze bardziej zgrubne i wartosci
szacowane byly nawet ponad 100 krotnie (dla metryk MD i MSE) wigksze od rzeczy-
wistych wartosci btedow. Jedynie dla etapéw srodkowych, tj. w danym przypadku dla
N =256 1 N = 512, otrzymywane oszacowania byty bliskie wartosciom rzeczywistym
(stosunki wartosci szacowanych do rzeczywistych dla metryk MD i MSE byly mniejsze
od 1.71, natomiast dla PSNR wigksze od 0.97).

Analogiczne wyniki otrzymano réwniez dla dwuwymiarowych przeksztatcen kosi-
nusowych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju dla algorytmu adaptacyjnego 3.4
oraz szybkiego algorytmu adaptacyjnego 5.4.

Z badan nad wplywem na catkowity czas realizacji obliczen dodatkowych opera-
cji zwiazanych z szacowaniem btedéw w przypadku, gdy algorytm adaptacyjny kon-
czyl dzialanie na ostatnim mozliwym etapie wynika, iz wplyw ten moze by¢ znaczacy
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dopiero w chwili, gdy liczba wspolczynnikow widmowych, dla ktérych btad ma byé
szacowany, bedzie zblizala si¢ do catkowitej liczby probek N. Dla przyktadu, przy
M = 32 oraz N = 512, dla algorytmu AFCT-II i metryki wzglednej PSNR (wyraze-
nie (6.27a) charakteryzuje najwicksza ztozono$¢ obliczeniowa) nadwyzka obliczeniowa
wynosita okoto 30%. Natomiast dla N > M nadwyzka ta wynosita juz okoto kilku
procent catkowitego czasu potrzebnego do obliczenia szybkiego algorytmu, przy liczbie
probek V. Nalezy tutaj zwrdcié uwage na to, iz algorytm adaptacyjny moze zakonczyé
dziatanie na wczesniejszym etapie niz etap ostatni. Zatem rozwazany przypadek jest
przypadkiem najmniej korzystnym.

Dla przeksztalcenn dwuwymiarowych uzyskano wyniki zblizone do tych, przedsta-
wionych w tabelach 7.49 - 7.51.

Na podstawie wynikow uzyskanych dla sygnatéw modelowych mozna jednoznacznie
stwierdzié¢, iz proponowane wyrazenia oceny bledéw daja oszacowania odgérne (oddol-
ne dla metryki PSNR), ktére na okreslonych etapach sa bardzo bliskie rzeczywistym
wartosciom btedow. Ponadto mozna przyjaé, iz koszt obliczeniowy zwiazany z ocena
btedéw w wiekszosci przypadkéw nie bedzie mial znaczacego wpltywu na catkowity czas
realizacji obliczen.



Przyktad zastosowania szybkich algorytmow
adaptacyjnych

przedostatnim rozdziale niniejszej monografii przedstawiony zostal przy-
ktad zastosowania szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla jednowymiaro-
\ wego przeksztatcenia Fouriera w zadaniach klasyfikacji obiektéw z wyko-
rzystamem deskryptoréw fourierowskich (FD).

Automatyczna klasyfikacja obiektéw dwuwymiarowych to wazne narzedzie w takich
dziedziniach jak: diagnostyka medyczna i techniczna, kryminalistyka, wojskowos¢, to-
pografia i analiza zdje¢ satelitarnych, astronomia, identyfikacja oséb w biometrycznych
systemach autoryzacji i inne [24, 62, 74, 109, 119, 135, 141, 158]. Liczne badania poréw-
nawcze, ktérych wyniki zamieszczono miedzy innymi w artykutach [38; 60, 91], wyka-
zaly duza skuteczno$¢ deskryptoréw fourierowskich w zadaniach klasyfikacji obiektéw.
Ich podstawowymi zaletami sg: tatwo$¢ uzyskania opisu konturu nieczutego na afiniczne
przeksztatcenia obiektéw w postaci: skalowania, obrotéw oraz przesunieé [159], a takze
efekt filtracji dolnoprzepustowej, ktéra sprawia, iz wektor cech zbudowany z deskrypto-
réw FD dobrze odwzorowuje zaszumione ksztalty obiektow [91]. Jako przyktady zasto-
sowan deskryptoréw fourierowskich mozna poda¢ miedzy innymi: zadania klasyfikacji
mikrozwapnieni [119] oraz analize zmian nowotworowych w piersiach [109], rekonstruk-
cje ksztaltow obiektéw tréjwymiarowych [141], przeszukiwanie baz obrazéw, kompresja
sekwencji wideo [158], automatyczna klasyfikacje uzebienia w oparciu o dentystyczne
zdjecia rentgenowskie [74], identyfikacje militarnych pojazdéw naziemnych [135], klasy-
fikacje ksztaltéw topograficznych [62], rozpoznawanie pisma odrecznego [24] itp. Stad
aktualnym jest zadanie udoskonalania deskryptoréw fourierowskich.

W pracy [101] przedstawiono wyniki badan eksperymentalnych jednego z mozliwych
sposobdéw takiego udoskonalenia. W celu redukeji naktadu obliczeniowego zamiast szyb-
kiego algorytmu dyskretnego przeksztatcenia Fouriera do obliczania deskryptorow za-
proponowano uzycie szybkiego algorytmu adaptacyjnego AFFT. W danym przypadku
szybki algorytm adaptacyjny umozliwia automatyczny dobor takiej liczby probek kon-
turu, ktéra jest wymagana do obliczenia deskryptoréw z zadang doktadnodciag. W ten
sposob uzyskuje sie redukcje obliczenn wymaganych w procesie klasyfikacji oraz zmniej-
szenie rozmiaru zbioru danych o konturach klasyfikowanych obiektow.

180
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Badania przeprowadzono na ogélnie dostepnej bazie konturéw ryb morskich réznych
gatunkéw SQUID [126], do opisu ktérych wykorzystano sygnature odlegtosci od punk-
tu centralnego. Do klasyfikacji obiektéw postuzyl niesparametryzowany klasyfikator
najblizszego sasiada [137], a odlegtosci pomiedzy wektorami cech wyrazono w metryce
Euklidesowej. Wyniki otrzymane dla algorytmu AFFT poréwnano z wynikami dla de-
skryptorow obliczonych bezposrednio z definicji dyskretnego przeksztatcenia Fouriera
oraz przy pomocy szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie typu radix-2 (patrz
rozdzial 4). Wyniki zestawiono w postaci poréwnari czaséw realizacji obliczen oraz licz-
by danych o konturach w funkcji trafnosci klasyfikacji dla kilku wybranych dlugosci
deskryptoréw: 8, 16 oraz 32 wspétezynniki.

8.1. Deskryptory fourierowskie

Ciagty i zamkniety dwuwymiarowy kontur K mozna opisa¢ za pomoca ciaglej i okreso-
wej (z okresem T') funkcji z(t) jednej zmiennej ¢ € [0, T'], przyjmujacej wartosci zespolo-
ne z(t) = x(t) +iy(t), bedace odpowiednio wspéhrzednymi x i y punktéw wchodzgcych
w skiad konturu K. Dla potrzeb klasyfikacji do opisu konturu czesto wykorzystuje sie
tzw. sygnature odleglosci od punktu centralnego (patrz [159]), ktora w postaci ciagtej
mozna zapisaé jako

r(t) = /(2(t) — 20)? + (y(t) — )2,

gdzie (¢, y.) to punkt centralny, ktérego wspdlrzedne obliczamy wedtug wzordéw

1 /T d 1 /T J
xc_T/O I(t) t, yc—f/o y(t) i.

Sygnature te cechuje dobra zbiezno$é¢ deskryptoréw fourierowskich oraz duza trafnosé
klasyfikacji juz dla niewielkich dtugosci deskryptoréw, rzedu kilkunastu wspotczynni-
kéw (patrz [91, 159]). Poniewaz tak skonstruowania funkcja r(t) jest funkecja okresowa
o okresie T' i przyjmuje jedynie wartosci rzeczywiste, to zgodnie z pracg [25] mozna ja
w sposOb jednoznaczny odtworzy¢ na podstawie przeliczalnego zbioru wspdtczynnikow
spektralnych Fouriera (patrz rozdziat 2)

R(wy) = /0 " (b i2m/T g,

gdzie wy = 27k/T dla k = 0,1,...,+00. W zadaniach klasyfikacji do opisu konturu
K jako wektor cech najczesdciej wybiera sie pewna niewielka liczbe M (np. 8, 16, 32
wspoélezynniki) niskoczestotliwosciowych wspoétezynnikéw R(wy) dla k = 0,1, ..., M —1,
otrzymujac tym samym deskryptor fourierowski dla konturu K.

W praktyce cyfrowego przetwarzania danych nie dysponuje si¢ konturem w posta-
ci ciaglej, lecz zbiorem jego dyskretnych préobek. Zaldézmy zatem, ze sygnatura r(t)
zostala sprobkowana réwnomiernie z krokiem At = T'/N, gdzie N to liczba préobek
pobieranych w dyskretnych chwilach ¢, = nAt dlan =0,1,..., N — 1. Wowczas sygna-
tura odlegltosci od punktu centralnego przyjmuje dyskretng postaé, ktérag symbolicznie
oznaczamy w nastepujacy sposob

r(n) = /(2(n) — 22 + (y(n) — %)?, (8.1)
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gdzie r(n) = r(t,), z(n) = z(t,) i y(n) = y(t,), natomiast punkt (z.,y.) to punkt
centralny, ktorego wspotrzedne wyznaczamy zgodnie z zalezno$ciami

1 N-1 1 N-1
Te = N ng() z(n), Yo = N nZ—O y(n).

W rzeczywistosci zachodzi relacja r(n) =~ r(t,) dla kazdego n, ktéra jest konsekwen-
cja dyskretyzacji wspotrzednych z i y punktéw konturu do wartosci wynikajacych ze
skonczonej rozdzielczosci poziomej i pionowej obrazu. W dalszych rozwazaniach btad
kwantyzacji wspolrzednych zostal pominiety.

Wartosci wspotczynnikow widmowych stanowigcych deskryptory fourierowskie dla
dyskretnej funkeji r(n) obliczamy korzystajac z dyskretnego przeksztalcenia Fouriera
(patrz rozdziat 2)

N-1
Ru(k) = DFTy {r(n)} = % > r(n)eiFhn (8.2)

gdzie w przypadku ogdlnym zachodzi zwiazek Ry (k) ~ R(wy), tzn. wartosci wspdlezyn-
nikéw R(wy) sa obliczane z pewnym bledem. Blad ten spowodowany jest dyskretyzacja
funkcji r(t) i powstaje w wyniku naktadania widm powielonych z catkowita wielokrot-
noécia czestotliwosci dyskretyzacji 1/At (tj. w wyniku aliasingu). Warto$é tego btedu
wyrazong w metryce B oznaczymy przez €.

Deskryptory obliczone przy pomocy zaleznodci (8.2) nalezy poddaé dalszej normali-
zacji w celu uzyskania inwariancji na takie przeksztatcenia konturu K jak: zmiana skali,
obrot oraz dobdr punktu startowego. Inwariancje na przesuniecie konturu gwarantu-
je bezposrednio konstrukcja sygnatury r(n). Natomiast nieczuto$é na pozostale trzy
transformacje otrzymuje sie¢, w przypadku skalowania poprzez podzielenie modultow
poszczegdlnych wspdtezynnikéw przez wartosé |R(0)|, a w przypadku obrotéw i dowol-
nosci doboru punktu startowego poprzez odjecie od argumentéw wspdtczynnikéw R(k)
wartosci arg(R(1))k dla k =1,2,..., M — 1, tzn.

5 [BR)| —itarg(r(k)) -
Bk — i(arg(R(k))—arg(R(1)k) 8.3

gdzie przez arg(z) rozumiemy argument liczby zespolonej z. W ten sposob otrzymujemy
znormalizowany wektor cech postaci {R(k) : k = 1,2,..., M — 1}, stanowiacych opis
konturu K.

8.2. Badania eksperymentalne

W badaniach wykorzystano ogdlnie dostepng baze konturéw ryb morskich réznych ga-
tunkéw SQUID [126]. W zaleznosci od obiektu liczba N punktéw konturu wahata sig
w granicach od 400 do 1400. Sposréd wszystkich obiektéw wyltoniono sze$é klas (w su-
mie 114 konturéw), na podstawie ktérych skonstruowano zbiory: treningowy oraz te-
stowy. Zbior testowy wzbogacono dodatkowo o obiekty powstale przez przeksztalcenia
obiektéw juz istniejacych przy pomocy obrotéw (wybrano katy 45, 135, 225, 315), odbié
w pionie i poziomie, skalowania (wspo6tezynnik skalowania dobierano w granicach od
1.5 do 2.0) oraz modyfikacji wspéhrzednych konturu addytywnym szumem o rozktadzie
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iglicznie ptaszczki koniki morskie
zbioér treningowy: 3 obiekty zbiér treningowy: 7 obiektéw zbiér treningowy: 2 obiekty
zbidr testowy: 96 obiektow zbiér testowy: 480 obiektéw zbidr testowy: 60 obiektow
sole wegorze w ksztaicie U rekiny
zbidr treningowy: 9 obiektow zbiér treningowy: 3 obiekty zbidr treningowy: 4 obiekty
zbiér testowy: 432 obiekty zbiér testowy: 108 obiektéw zbiér testowy: 180 obiektdéw

Rysunek 8.1: Klasy obiektéw wraz z przykladowymi reprezentantami oraz licznosciami
zbioréw: treningowego i testowego

réwnomiernym i wariancji 1/12. W rezultacie uzyskano zbiér testowy zlozony z 1356
konturéw. Rysunek 8.1 prezentuje przyjete klasy obiektéw wraz z ich przykladowymi
reprezentantami.

Do opisu konturéw wykorzystano sygnature odleglosci od punktu centralnego (8.1).
Wektory cech skonstruowano w oparciu o deskryptory obliczone dla kilku dtugosci
M = 8,16 i 32 wedlug wzoru (8.2), ktére nastepnie poddano normalizacji zgodnie
z reguly (8.3).

Poniewaz liczby N punktéw konturéw klasyfikowanych obiektéw nie byty potega-
mi dwéch, to do obliczania deskryptoréw nie bylo mozliwe bezposrednie zastosowanie
szybkiego algorytmu adaptacyjnego oraz szybkiego algorytmu typu radix-2. W tym ce-
lu kontury poddano interpolacji ztozonymi wielomianami Lagrange‘a pierwszego rzedu
[7], a nastepnie sprobkowano je z krokami dyskretyzacji dajacymi liczby prébek najbliz-
sze, ale wigksze od wartosci pierwotnych i bedace potegami dwéjki. Do okreslenia klasy
przynaleznoéci klasyfikowanych obiektéw wykorzystano niesparametryzowany klasyfi-
kator najblizszego sasiada 1-NN, a odlegtosci pomiedzy poszczegdlnymi deskryptorami
wyrazono w metryce Euklidesowej [159].

Otrzymane wyniki podzielono na trzy kategorie zwigzane z: deskryptorami obli-
czonymi dla konturéw oryginalnych bezposrednio ze wzoru (8.2) (FD), deskryptorami
obliczonymi dla konturéw interpolowanych (IFD) przy pomocy szybkiego algorytmu
typu radix-2, oraz deskryptorami liczonymi w sposéb adaptacyjny dla zadanych w me-
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tryce MSE dopuszczalnych wartosci btedéw (AFD). Srednie czasy oraz procentows
trafnosé klasyfikacji dla deskryptoréw o dltugosciach: 8, 16 i 32, oraz réznych wartosci
btedéw dopuszczalnych €, zestawiono w tabelach 8.1 - 8.4. Przez trafno$é¢ klasyfikacji
rozumiemy tutaj procentowy stosunek liczby obiektéw poprawnie zaklasyfikowanych
do licznosci zbioru testowego

Liczba obiektéw poprawnie zaklasyfikowanych

100%.

Trafnos¢ = - ——
Licznos¢ zbioru testowego
Natomiast liczba punktéw AFD oznacza liczbe probek konturu, ktéra bylta potrzebna
do uzyskania zadanej doktadnosci obliczenia deskryptoréw o okreslonej dtugosci M.
Liczby te podano w postaci: wartosci najmniejszej, $redniej liczonej ze wszystkich prob
oraz warto$ci maksymalnej.

Tabela 8.1: Srednie czasy klasyfikacji dla réznych dhugosci deskryptoréw

Dtlugosé Sredni czas Sredni czas Sredni czas Stosunek Stosunek
deskryptora, FD [ms] IFD [ms] AFD [ms] FD/AFD IFD/AFD
8 4,87 5,09 1,46 3,33 3,49
16 9,63 4,96 9,63 6,09 3,14
32 18,62 4,83 1,29 14,34 3,74

Tabela 8.2: Wyniki trafnosci klasyfikacji w funkeji € dla przypadku M = 8

Dopuszczalny Trafnosé Trafnosé Trafnosé Liczba punktéw AFD
blad e - 10° FD [%)] IFD [%)] AFD [%)] min. Sr. max.
7.81250 73.75 73.75 73.6 32 64 256
3.90625 73.75 73.75 73.6 32 64 256
1.95313 73.75 73.75 74.41 32 64 256
0.97656 73.75 73.75 74.19 32 128 512
0.48828 73.75 73.75 74.78 32 128 512
0.24414 73.75 73.75 73.6 32 128 512
0.12207 73.75 73.75 73.75 32 128 512
0.06103 73.75 73.75 73.75 32 128 1024

Analiza wynikéw wskazuje na to, iz dla deskryptoréw dtuzszych niz 16-elementowe
nie uzyskano poprawy trafnosci klasyfikacji, a szum zwiazany z interpolacjg konturéw
dla algorytméw IFD oraz AFD nie mial wplywu na ogdlne wyniki klasyfikacji. Po-
nadto dla wszystkich testowanych dtugosci deskryptoréw, przy dopuszczalnym btedzie
€ = 0.06103 - 1073 (co odpowiada 14 bitom), dla algorytmu AFD otrzymywano takie
same trafnosci jak w przypadku algorytméw FD i IFD. Jednak tutaj srednia liczba
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punktéw konturu wynosita: N; = 128 dla deskryptora o dtugosci M = 8 oraz N; = 256
w pozostatych przypadkach. Zatem dzieki zastosowaniu algorytmu AFFT otrzymano
znaczace przyspieszenie obliczen w stosunku do podej$¢ opartych o dyskretne prze-
ksztalcenie Fouriera (okoto 14 krotne dla M = 32) oraz szybki algorytm typu radix-2
(prawie 4 krotne dla M = 32), co pokazuje tabela 8.1.

Tabela 8.3: Wyniki trafnosci klasyfikacji w funkcji e dla przypadku M = 16

Dopuszczalny Trafnosé Trafnosé Trafnosé Liczba punktéw AFD
blad e - 10° FD [%] IFD [%] AFD [%] min. sr. max.
7.81250 72.94 72.94 73.53 32 64 256
3.90625 72.94 72.94 73.45 32 64 256
1.95313 72.94 72.94 74.48 32 64 256
0.97656 72.94 72.94 74.19 32 128 512
0.48828 72.94 72.94 73.16 64 128 512
0.24414 72.94 72.94 73.23 64 128 512
0.12207 72.94 72.94 72.79 64 256 512
0.06103 72.94 72.94 72.94 128 256 1024

Tabela 8.4: Wyniki trafnosci klasyfikacji w funkcji € dla przypadku M = 32

Dopuszczalny Trafnosé Trafnosé Trafnosé Liczba punktéw AFD
blad e - 10° FD [%)] IFD (%] AFD [%)] min. Sr. max.
7.81250 72.94 72.94 74.12 64 64 256
3.90625 72.94 72.94 74.26 64 64 256
1.95313 72.94 72.94 73.89 64 128 256
0.97656 72.94 72.94 73.08 64 128 512
0.48828 72.94 72.94 72.94 64 128 512
0.24414 72.94 72.94 73.01 128 128 512
0.12207 72.94 72.94 72.94 128 256 512
0.06103 72.94 72.94 72.94 128 256 1024

8.3. Podsumowanie 1 wnioski

Na podstawie otrzymanych wynikéw mozna jednoznacznie stwierdzié, iz uzycie algoryt-
mu AFFT do obliczania deskryptoréw fourierowskich dato znaczne, bo kilku, a nawet
kilkudziesieciokrotne przyspieszenie obliczenn w poréwnaniu z metoda bazujaca na prze-
ksztalceniu dyskretnym DFT, oraz przyspieszenie kilkukrotne w poréwnaniu z szybkim
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algorytmem FFT typu radix-2. Zysk obliczeniowy wynika z faktu, iz algorytm adap-
tacyjny do obliczenia deskryptoréw z dokladnoscig nie powodujaca utraty trafnosci
klasyfikacji potrzebowal $rednio 256 punktow konturu podczas, gdy ich liczba catkowi-
ta wahata sie w granicach od 400 do 1400.

Zatem stosowanie algorytmu AFFT w zadaniach klasyfikacji moze przyczyni¢ sie do
przyspieszenia klasyfikacji obiektow, oraz zmniejszenia wymagan w stosunku do pojem-
no$ci pamieci oraz przepustowosci kanatéw transmisyjnych potrzebnych do magazyno-
wania i przesytu danych o klasyfikowanych obiektach. Co z kolei daje nowe mozliwosci
zastosowania deskryptoréw fourierowskich w innych obszarach, gdzie obiekty opisuje
sie poprzez duze zbiory danych.



Podsumowanie

a tre$¢ niniejszej monografii sktadaja sie opisy szybkich algorytmoéw adap-

tacyjnych dla jedno- i dwuwymiarowych dyskretnych przeksztalcen Fouriera
. oraz kosinusowych i sinusowych przeksztalcen drugiego i czwartego rodzaju.
Algorytmy takie pozwalaja na adaptacyjne obliczanie zadanego pasma widma sygnatu
zgodnie z kryterium dokfadnosé-czas realizacyi obliczen. Celem zredukowania liczby wy-
maganych obliczen rozwazane algorytmy adaptacyjne bazuja na szybkich algorytmach
z przerzedzeniem w czasie dla obliczania dyskretnych przeksztatcen Fouriera i kosinu-
sowych oraz sinusowych drugiego i czwartego rodzaju. Z kolei szybkie algorytmy z prze-
rzedzeniem w czasie zostaly opracowane na podstawie znanych szybkich algorytméw
dwuetapowych jedynie poprzez zmiane kolejnodci przemieszania elementow wejscio-
wych ciggéw danych. Zatem charakteryzuje je taka sama, jak algorytmy dwuetapowe,
ztozonosé obliczeniowa rzedu O(NlogaN) dla przeksztalcen jednowymiarowych, oraz
O(NZ%log,N) dla przypadku dwuwymiarowego.

W celu umozliwienia oszacowania bledu numerycznego obliczania pasma widma
sygnalu w rozdziale 6 przedstawione zostaly wyrazenia oceny btedéw w popularnych
metrykach powszechnie wykorzystywanych w zadaniach cyfrowego przetwarzania sy-
gnaléw, tj. w szczegblnosci w metryce bledu éredniokwadratowego (MSE), czy tez
szezytowego stosunku sygnatu do szumu (PSNR). W rozdziale 7 zamieszczono réwniez
wyniki eksperymentalnej weryfikacji skutecznosci szybkich algorytmoéow adaptacyjnych,
wraz z wyrazeniami oceny btedow. Nastepnie w rozdziale 8 wskazano przyktad prak-
tycznego zastosowania szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla przeksztalcenia Fourie-
ra do zadan klasyfikacji obiektéw na podstawie ich konturéw w oparciu o deskryptory
fourierowskie.

Kierunki dalszych badan mozna skoncentrowaé na poszukiwaniach jeszcze bardziej
precyzyjnych regul heurystycznej oceny btedéw dla przypadkéw przeksztalcen kosinu-
sowych i sinusowych drugiego i czwartego rodzaju, a takze na wskazaniu kolejnych
zastosowan dla proponowanych algorytmoéw adaptacyjnych, biorac pod uwage rézno-
rodne obszary cyfrowego przetwarzania oraz analizy sygnatéw.
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Przyktadowe implementacje omawianych
algorytmow

W niniejszym dodatku zamieszczono procedury realizujgce szybkie algorytmy oblicza-
nia jedno- i dwuwymiarowych przeksztatcen: Fouriera oraz kosinusowych i sinusowych
drugiego i czwartego rodzaju. Procedury zostaly napisane w jezyku C z wykorzysta-
niem standardowej biblioteki procedur matematycznych math.h.

PROCEDURA A.1 (Procedura realizujgca przemieszanie bit — reverse)
Procedura realizuje przemieszanie N -elementowej tablicy in_tab zgodnie z permutacjg
bit — reverse. Parametr n oznacza potege, do ktorej nalezy podnie$¢ liczbe dwa, azeby
uzyskaé dlugo$é tablicy, tzn. n = loga(N).

1 wvoid bitreverse (doublex in_tab, int N, int n)
2 {

o double a;

4 int c, t;

5 for(int i = 0;i < N;i++4)

6 {

7 FE=Ni - ch—N();

8 for (int k = 0;k < n;k++)
9 {

10 ¢ <<= 1;

11 c +=t & 1;

12 & >>= 1;

13

14 if (i <c)

15

16 a = in_tab [i];
17 in_tab[i] = in_tab[c];
18 inttabic]B=rat

19 }

20 }

21}

PROCEDURA A.2 (Implementacja algorytmu FFT typu radiz-2)

Jako parametry wejsciowe procedura przyjmuje dwie tablice in_re oraz in_im, w kto-
rych zapisane sq¢ odpowiednio czesci rzeczywiste i urojone elementow wejsciowego ciggu
danych o dlugosci N. Parametr n = logs(N).

208
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#define PI 3.141592654

il
2
3 void FFTradix2(doublex in_re ,
1 q
5 int
double ¢, a, b, sl;
I =Nf2, p =1, p2 27
bitreverse(in_re, N, n);
bitreverse (in_.im, N, n);
for(int i = 0;i < n;i++)

{

IEN DD

S

=}

cl,

’

for (int j

{

0;j < 1;j++)
for (int k = 0;k < p;k++)
a9 (k= G

a
b
in_re[j*p2
in_im [ j*p2

+p+k
Pk

Tt (8] 5

in_re[j*p2 + k]
in_re[j*p2 + p + k]
a

in_im [j*p2 + k]
in_im [j*p2 + p + k]

>>
p <<
p2 <<=

doublex

in_.im, int N, int n)

]
]

in_re[j*p2 +
in_im [j*p2 +
axc + bxs;
bxc — axs;
ckcl — sxsl;
skcl + cx*sl;

a;

p + k|;
p + kJ;
]
]

cos (PI/p);
sin (PI/p);
cl;
sl;

in_re[j*p2 + k];
in_re[j*p2 + p + k];
a + b;

a — b;

in_im [j*p2 + k];
in_im [j*p2 + p + k];
a + b;

a — b;

PROCEDURA A.3 (Przemieszanie dla algorytmdw z przerzedzeniem w czasie)

Ponizsza procedura realizuje przemieszanie wejsciowej N - elementowej tablicy in_tab,
zgodnie z kolejnoscig charakterystyczng dla szybkich algorytmow z przerzedzeniem w cza-
sie dla dyskretnego kosinusowego i sinusowego przeksztatcenia drugiego i czwartego ro-

dzaju. Parametr n musi spetniacé nastepujgcy warunek 2"

N.

void pwcz(doublex in_tab ,

{

int N,

int el Al
doublex t, *xpl, xp2;

t = new double[N];

m =R =aN /O

for(int ¢ = 0;e < n — 1;e++)

if (e%2 = 0)

ple=aintabhip 2 =t

int n)
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13 else

15 plE="tsNp28—Sinstabt

17 for(int j = 0;j < m;j++)

19 for (int k = 0;k < l;k++)
21 { if (k%2 = 0)

23 kl = 2xk; k2 = 2%k + 1;

27 kl = 2xk + 1; k2 = 2x%k;

p2[k + 2x1xj] = pl[kl + 2x1xj];
30 p2[k + 1 + 2x1xj] = pl[k2 + 2x1xj];
31 }

33 m <<= 1;
34 I

}
36 if (%2 = 0)
37 1
38 for (int k = 0;k < N;k++)

40 { in_tab[k] = t[k];
41 }

43 delete [ t;

PROCEDURA A.4 (Implementacja algorytmu FCT-II z przerzedzeniem w czasie)
Parametry wejsciowe oznaczajg odpowiednio: in_tab - tablica prébek sygnatu, N - diu-
go$¢ przeksztalcenia oraz parametr n spelniajocy warunek 2™ = N.

1 #define PI2 1.570796326

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FCTII(doublex in_tab, int N, int n)

5 {

6 int m, 1, p;

i double t, ¢, s, ca, sa, a, b;

8 pwcz(in_tab, N, n);

9 p= 2

10 m = N/2;

11 I

12 for(int i = 0;i < n;i++)

13 {

14 for(int j = 0;j < m;j++)

15

16 for (int k = 0;k < 1;k++)

17 {

18 t = in_tab[j*p + k];
19 in_tab [j*xp + k] = in_tab[j*p + k] + in_tab[j*p + k + 1];
20 in_tab[j*p + k + 1] = t — in_tab[j*p + k + 1];
21 }

22 1

23 ¢ = cos(PI2/p);

24 s = sin(PI2/p);

25 Cal="cisar="5"

26 for(int k = 0;k < m;k++)

ok {

28 in_tab [kxp + 1] *= SQR2;
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29 }

30 for(int k = 1;k < 1;k++)

31 {

32 for(int j = 0;j < m;j++)

33

34 a = in_tab[j*p + k];
35 b = in_tab[(j + 1)xp — k];
36 in_tab[j*p + k] = (cxa + sx*b);

37 in_tab[(j + 1)*p — k] = (cxb — sx*a);

38 }

39 1= c;

40 ¢ = (cxca — sxsa);

41 s = (s*ca + txsa);

42 }

43 I <=1

44 m >>= 1;

45 D<=

46 }

47}

PROCEDURA A.5 (Implementacja algorytmu FCT-IV z przerzedzeniem w cza-
sie)

Implementacja szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla dyskretnego prze-
ksztatcenia kosinusowego czwartego rodzaju o diugosci N, operujgcego na ciggu danych
wejsciowych in_tab, gdzie parametr n spetnia warunek 2™ = N.

1 #define PI2 1.570796326

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FCTIV(doublex in_tab, int N, int n)

5 {

6 int m, S

7 double t, ¢, s, ca, sa, a, b;

8 pwez(in_tab, N, n);

g P — 2

10 TS — N2

11 1=

12 for(int i = 0;1 < N;i++)

13 {

14 in_tab [i] *= SQR2;

15 }

16 for(int i = 0;i < n;i++)

17 {

18 for(int j = 0;j < m;j++)

19 i

20 for(int k = 0;k < l;k++)

21 {

ZZ % = in_tab[j*p + k];

23 in_tab [j*p + k] = in_tab[jxp + k] + in_tab[j*p + k + 1];
24 in_tab[j*p + k + 1] = t — in_-tab[j*p + k + 1];
25 }

26 }

20 ¢ = cos(0.5%xPI2/p);

28 s = sin (0.5xPI2/p);

29 ca = cos(PI2/p);

30 sa = sin (PI2/p);

31 for (int k = 0;k < 1;k++)

32

33 for (int j = 0;j < m;j++)

34 {

35 a = in_tab [j*p + k];
36 b = in_tab [(j + 1)*p — k — 1];
37 in_tab [j*p + k] = (c*a + sxb);

38 in_tab[(j + 1)xp — k — 1] = (c*xb — sxa);

39 }
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40 i =—"c:

41 ¢ = (cxca — s*sa);
42 s = (s*xca + txsa);
43 }

44 I <<= 1;

45 m>>= 1;

46 p <<= 1;

47 0

48 '}

PROCEDURA A.6 (Implementacja algorytmu FST-II z przerzedzeniem w czasie)
Jako parametry wejsciowe przyjmuje: in_tab - tablice danych wejsciowych, N - dlugosé
przeksztalcenia oraz parametr n spelniajgcy nastepujocy warunek 2™ = N.

1 #define PI2 1.570796326
2 #define SQR2 0.707106781

3
4 void FSTII(doublex in_tab, int N, int n)
5 {
6 int m, 1, p;
w double t, ¢, s, ca, sa, a, b;
8 pwcz(in_tab, N, n);
= 2:
N/2;
1

3

(int i = 0;i < n;i++)

m =
Il =

12 for
¢

14 for(int j = 0;j < m;j++)

16 for(int k = 0;k < l;k++)

18 © = in_tab[j*p + k];
+ k] = in_tab [j*p + k] + in_tab[j*p + k + 1];
+ k + 1] = ¢t — in_tab[j*p + k + 1];

= cos (PI2/p);

sin (PI2/p);

25 ca s

26 sa 5

7 for (int k = 0;k < m;k++)

no
)
n 0

{
29 in_tab[kxp + 1 — 1] x= SQR2;

31 for(int k = 0;k < 1 — 1;k++)
32 {
33 for (int j = 0;j < m;j++)

35 a
36 b in_tab [(j + 1)xp — k — 2];
2 in_tab [j*p + k] (cxa — sxb);
38 in_tab[(j + 1)*p — k — 2] = (s*a + cxb);

in_tab [j*p + k];

= ¢;
= (cxca — s#*sa);
= (sxca + tx*sa);

S
o
n 0 ot

43 }

44 | = Ul
45 m>>= 1;
46 ol e i
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PROCEDURA A.7 (Implementacja algorytmu FST-IV z przerzedzeniem w czasie)
Przyjmowane parametry wejsciowe to: in_tab - tablica danych wejsciowych, N - dlugo$é
przeksztalcenia oraz parametr n, ktory spetnia nastepujocy warunek 2" = N.

1 #define PI2 1.570796326

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FSTIV(doublex in_tab, int N, int n)

5 {

6 int m, |, p;

7 double t, ¢, s, ca, sa, a, b;

8 pwez(in_tab, N, n);

9 P = 2

10 mi—VIND5

11 I8=p

12 for(int i = 0;i < N;i++)

13

14 in_tab[i] *= SQR2;

15 }

16 for(int i = 0;i < n;i++)

17

18 for(int j = 0;j < m;j++)

19

20 for (int k = 0;k < 1;k++)

21 {

ZZ % = in_tab[j*p + k];
23 in_tab[j*p + k] = in_tab[jxp + k] + in_tab[j*p + k + 1];
24 in_tab[j*p + k + 1] = t — in_tab[j*p + k + 1];
25 }

26 }

27 ¢ = cos(0.5%xPI2/p);

28 s = sin(0.5xPI2/p);

29 ca = cos(PI2/p);

30 sa = sin(PI2/p);

31 for(int k = 0;k < 1;k++)

32 {

33 for(int j = 0;j < m;j++)

34 {

35 a = in_tab[j*p + k];
36 b = in_tab[(j + 1)*xp — k — 1];
37 in_tab [j*p + k] = (cxa — sx*b);
38 in_tab[(j + 1)*p — k — 1] = (cxb + sxa);
39 }

40 E—CE:

41 ¢ = (cxca — sxsa);

42 s = (s*ca + txsa);

43 }

44 il =eg=e LG

45 m >>= 1;

46 p <<= 1;

47 1

48}

PROCEDURA A.8 (Przemieszanie bit — reverse dla dwuwwymiarowej tablicy)
Ponizsza procedura realizuje przemieszanie dwuwymiarowej tablicy in_tab zgodnie z ko-
lejnoscig bit — reverse, zastosowang wzgledem N wierszy © M kolumn tablicy. Para-
metry n 1 m spetniajg nastepujgee warunk: 2" = N ¢ 2™ = M. Procedura wykorzystugje
procedure sortowania bitreverse dla tablic jednowymiarowych.

void bitreverse2D (double** in_tab, int N, int n, int M, int m)

doublex t;
t = new double[N];

LN



214

5 for(int i = 0;i < N;i++)

6 {

T bitreverse (in_tab[i], M, m);
8

9 for(int j = 0;j < M;j++)

10

11 for (int i = 0;1 < N;i++)
12 {

13 t[i] = in_tab[i][]];
14 }

15 bitreverse(t, N, n);

16 for(int i = 0;1 < N;i++4)
17

18 in_tab[i][j] = t[i]:
19

20

2l delete [] t;

2 3}

PROCEDURA A.9 (Szybki algorytm typu radiz-2 dla przeksztatcenia DFT2D)
Ponizsza procedura jest implementacjg szybkiego algorytmu typu radiz-2 dla dyskretne-
go dwuwymiarowego przeksztalcenia Fouriera, operujgcego na N na N -elementowym
zbiorze danych reprezentowanym przez dwie tablice: in_re - czeSci rzeczywiste i in_im
- czesci urojone. Natomiast parametry n i m obliczamy odpowiednio jako n = loga N
1 m = logoM . Procedura wykorzystuje dodatkowo procedure FFTradix2bp, ktora jest
implementacjq agorytmu FFT dla przeksztalcenia jednowymiarowego, bez przemiesza-
nia elementow wejsciowej tablicy danych.

1 #define PI 3.141592654

2

3 void FFT2Dradix2(doublexx in_re , doublex* in_im, int N, int n, int M, int m)
4 q

5 int mx, ik, il, sk, sl;

6 double cok, sik, col, sil, ckl, skl;
7 double cokl, sikl, coll, sill, ckll, skll;
8 double a, b, ¢, d, *t_re, xt_im;

9 sk = 1 sl = e

10 ik = N/2; il = M/2;

11 mx =n>m? n : m;

12 bitreverse2D (in_-re, N, M, n, m);

13 bitreverse2D (in_-im, N, M, n, m);

14 if (N> M)

15 {

16 ik =M; il =M;

17 sk = N/M; sl = 1;

18 t-re = new double[sk];

19 t-im = new double[sk];

20 for(int i = 0;i < ik;i4++)

21

22 for (int j = 0;j < il;j++)

23

24 for (int k = 0;k < sk;k++)

25 {

26 t-re[k] = in_re[ixsk + k][j];

20 t_im[k] = in_im [ixsk + k][j];

28

29 FFTradix2bp(t-re , t-im, sk, n — m);
30 for(int k = 0;k < sk;k++)

31 {

32 in_re[ixsk + k]|[j] = t-re[k];

33 in_im [ixsk + k][j] = t-im[k];

34 }

35 }

36 }




delete [] t-re;
delete [] t-im;

sk = N/M; sl = 1;
ik =M/2: il =M/2;
mx —= 1;

}

if (N <M)

{

i =N =N
sk = 1; sl =M/N;
t_-re = new double[sl];

t_im new double([sl |;

for (int i = 0;i < ik;i++)

{

for(int j = 0;j < il;j++)

for(int k = 0;k < sl;k++)

t_re[k] = in_re[i][j*s] + k];
t-im[k] = in_im [i][j*s]l + k];

FFTradix2bp(t-re, t-im, sl, m — n);
for(int k = 0;k < sl;k++)

{
in_re[i][j*sl + k]
in_im [i][j*sl + k]

}

}

delete [] t-re;
delete [] t-im;

sk = 1; sl = M/N;
1l =N/ T — N2 5
mx —= 1;

t-re [k];
t_im[k];

for (int e = 0;e < mx;e++)

for(int i = 0;i < ik;i++)

for(int j = 0;j < il;j++)

for(int k =

for(int 1 = 0;1 < sl;

if (1 != 0)

{

a = in_re [ix(2xsk)
b = in_im [i#*(2%sk)
in_re[i*(2%sk) + k
in_im [ix(2%sk) + k

else

eoll = cos(PIfsl);
il =asin/(PL/As10)k

col = 1.0
sult = 0,05
}

if (k != 0)

a = in_re [1%(2xsk)
b = in_im [ix%(2xsk)
in_re[ix(2xsk) + k
in_im [i*(2xsk) + k

else

{

cokl = cos(PI/sk);
sikl = sin (PI/sk)
cok = 1.0;

sik = 0.0;

0;k < sk;k++)

1CE)

S
S

+
+
][
I

e e

k + sk][j*(2%sl) + 1
k + sk][j*(2xsl) + 1
sk][j*(2xsl) 4+ 1]

sk][j*(2xsl) 4+ 1]

15
15
axcol + bxsil;
bxcol — axsil;

l5
15
axcok + bxsik;
bxcok — axsik;
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109 }

110 if (k!=10 || 1 != 0)

111 {

142 ckl = cok*xcol — sikxsil;

113 skl = sik*xcol + cokxsil;

114 a = in_re [ix(2xsk) + k + sk][j*(2xsl) + 1 + sl];

115 b = in_im[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2*xsl) + 1 + sl];

116 in_re[ix(2xsk) + k + sk][j*(2xsl) + 1 4+ sl] = axckl + bxskl;
117 in_im [i*(2*%sk) + k + sk]|[j*(2xsl) + 1 + sl] = bxckl — axskl;
118 1

119 a = colx*coll — silx*sill;

120 sil = silxcoll + colxsill;

121 col = a;

122 }

123 a = cokxcokl — sik=xsikl;

124 sik = sik*xcokl + cokxsikl ;

125 cok = a;

126 }

127 }

128

129 for(int i = 0;i < ik;i++)

130

131 for(int j = 0;j < il;j++)

132 {

133 for (int k = 0;k < sk;k++)

134

135 for(int 1 = 0;1 < sl;144)

136 {

137 a = in_re[ix(2xsk) + k][j*(2*xsl) + 1];

138 b = in_re[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2*xsl) + 1];

139 c = in_re[ix(2xsk) + k][j*(2%sl) + 1 + sl];

140 d = in_re[ix(2%sk) + k + sk][j*(2%sl) + 1 + sl];

141 in_re[ix(2xsk) + k][j*(2*xsl) + 1] = (a b + e tudji
142 in_re[ix*(2xsk) + k + sk][j*(2xsl) + 1] = (fal—"bel=—"d )
143 in_re[ix(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1 + sl] = ([a-hb =l —d )
144 in_re[ix(2xsk) + k + sk][j*(2*xsl) + 1 + sl] = (a — b — ¢c + d);
145 a = in_im [i*(2%sk) + k][j=*(2xsl) + 1];

146 b = in_im [i*(2%sk) + k + sk]|[j*(2xsl) + 1];

147 ¢ = in_im [i*(2xsk) + k][j*(2%sl) + 1 + sl];

148 d = in_im[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2xsl) + 1 + sl];

149 in_im [i*(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1] =(a+b+c+d);
150 in_im [i*(2%sk) + k + sk|[j=*(2xsl) + 1] =(a—b+c—4d);
151 insim [i*(2xsk) + k][j*(2+sl) + 1 + sl] =(a+b—-c—d);
152 in_im[i*(2%sk) + k + sk|[j*(2xsl) + 1 4+ sl] = (a — b — ¢c + d);
153 }

154 }

155 }

156 }

157 ik = ik /2;

158 sk = sk*2;

159 il = il /2;

160 SlN=Ng] 2

161}

162}

PROCEDURA A.10 (Przemieszanie z przerzedzeniem w czasie dla przypadku al-
gorytmow dwuwymiarowych,)

Procedura realizuje przemieszanie zgodne ze schematem charakterystycznym dla dwu-
wymiarowych algorytmow z przerzedzeniem w czasie. Sortowane elementy zapisane sq
w N na M-elementowej tablicy in_tab. Parametry n @ m obliczamy jako n = log, N
1 m = logy M.

1 void pwcz2D (doublex* in_tab, int N, int n, int M, int m)
2
3 doublex t;
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4 t = new double[N];

5 for(int i = 0;i < N;i++)

6 {

i pwez(in_tab[i], M, m);

8

9 for(int j = 0;j < M;j++)

10

11 for(int i = 0;1 < N;i++)
12 {

13 il = in_tab|i][]];
14

15 pwez(t, N, n);

16 for(int i = 0;i < N;i++)
il

18 in®Ga b LA NR=RE] ]
19 }

20

21 delete [] t;

2 }

PROCEDURA A.11 (Szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie dla DCT2D-II)
Procedura jest implemenacjq szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla prze-
ksztatcenia DCT2D-II. Na wejSciu wymagana jest dwuwymiarowa tablica probek sy-
gnatu in_tab, liczba probek N na M oraz parametry n = logeN © m = logaM. Pro-
cedura korzysta z szybkiego algorytmu (procedura FCTIIbp) dla jednowymiarowego
przeksztalcenia DCT-1I, bez przemieszania elementow tablicy wejsciowey.

1 #define PI 3.141592654

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FCT2DII(doublex* in_tab, int N, int n, int M, int m)

5

6 int mx, ik, il, sk, sl;
i double clk, cok, slk, sik;
8 double cl1l, col, sll, sil;
9 double a, b, ¢, d, *t;

10 sk = 1; s—

11 ik = N/2: il = M/2:

12 mx =n>m? n : m;

13 pwcez2D (in_tab, N, n, M, m);
14 if (N > M)

15 {

16 ik = M; =G

17 sk = N/M; sl = 1;

18 t = new double[sk];

19 for(int i = 0;i < ik;i++)

20

21 for (int j = 0;j < il;j++)

22 {

23 for (int k = 0;k < sk;k++)
24

25 t[k] = in_tab[ixsk + k][j];
26 }

27 FCTIIbp(t, sk, n — m);

28 for (int k = 0;k < sk;k++)
29 {

30 in_tab[ixsk + k][j] = t[k];
31 }

32 }

33

¥
34 delete [] t;
35 sk = N/M; sl i3
36 ik =M/2; il =M/2;
37 mx —= 1;
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1

{

if (N < M)

il =0 =N

sk = 1; sl = M/N;

t = new double[sl];

for(int i = 0;i < ik;i++4)
for(int j = 0;j < il;j++)
for (int k = 0;k < sl;k++)
{t[k] = in_tab[i][j*sl + k];
I}J‘CTIIbp(t‘ sl, m— n);

for(int k = 0;k < sl;k++)
in_tab[i][j*s]l + k] = t[k];

}

i

delete [] t;

Ska—N1: sl = M/N;

ik = N/2; il = N/2;

mx —= 1;

for(int e = 0;e < mx;e++)

for(int i = 0;i < ik;i++4)

for(int j = 0;j < il;j++)

for (int k = 0;k < sk;k++)

for (int 1 = 0;1 < sl;1++4)

{

a = in_tab[ix(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1];

b = in_tab [i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2%sl) + 1];
¢ = in_tab [i%(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1 + sl];
d = in_tab [i%(2%sk) + k + sk][j*(2xsl) + 1 +

in_tab [i%(2xsk) + k][j=*(2xsl) + 1]
in_tab[i%(2xsk) + k 4+ sk][j*(2*xsl) + 1]
in_tab [i%(2xsk) + k]|[j*(2xsl) + 1 + sl]
in_tab [i%(2xsk) + k 4+ sk][j*(2xsl) + 1 + sl]

}

}
}
}
clk = cos(PI/(4.0xsk));
slk = sin(PI/(4.0xsk));
cok = cllcs sile=Fsllk;
for (int k = 1;k < sk;k++)
{
cll = cos(PI/(4.0xsl));
s1ll = sin(PI/(4.0xsl));
col = cll; il = sll;
for(int 1 = 1;1 < sl;1++4)

for(int i = 0;i < ik;i++)

for (int j = 0;j < il;j++)

++
o 00600
[

sV TRl o}

1
| = I+
{opi (ot (oxticp

axcok*col + bxsikx*col
ckcokxsil + dxsikxsil;
—axsikxcol + bxcokxcol
cksik*sil + dxcokxsil;

a = in_tab [i*(2%xsk) + k][j*(2%sl) + 1];
b = in_tab[(i+1)*(2xsk) — k][j*(2*sl) + 1];
¢ = in_tab[i*(2+sk) + k][(j+1)x(2xsl) — 1];
d = in_tab[(i+1)*(2xsk) — k][(j+1)*(2%sl) — 1];
in_ tab[1*(2*sk) + k][j*(2%sl) + 1] =

+
in_tab [(i+1)%(2*xsk) — k][j*(2xsl) + 1] =
in_tab [ix(2%sk) + k][(j+1)*(2xsl) — 1] ;

+

in_tab [(i4+1)*(2*xsk) — k][(j+1)*(2xsl) — 1]

—axcokxsil — bxsikx*sil
cxcokxcol + dxsikxcol;
axsik*xsil — bxcokxsil
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— cx*sikxcol + dxcok=xcol;

}
}
a = cllxcol — sllxsil;
sil = sllxcol + cllxsil;
col = a;
}
a = clkxcok — slkxsik;
sik = slk*xcok + clkxsik;
cok = a;
for(int i = 0;i < ik;i++4)
{
for(int j = 0;j < il;j++)
{
in_tab [ix(2xsk) + sk][jx*(2%sl)] = SOR2;
in_tab [ix(2xsk)][j*(2%xsl) 4+ sl] 2= SOR2:

in_tab [ix(2xsk) + sk][j*(2xsl) + sl] %= 0.5;

}

clk = cos(PI/(4.0xsk));
slk sin (PI/(4.0xsk));
cok = clk; sik = slk;

for (int k = 1;k < sk;k++)

for(int i = 0;i < ik;i++)
for (int j = 0;j < il;j++)

a = in_tab[i*(2*sk) + k][j*(2%sl)];

b = in_tab [(i+1)%(2xsk) — k][j=*(2*sl)]
in_tab [ix(2%sk) + k][j*(2xs])]

in_tab [(i+1)%(2*xsk) — k][j*(2xsl)]

’

axcok + bxsik;
—a*xsik + bxcok;

a = in_tab [i*(2xsk) + k][jx(2*sl) + sl];
b = in_tab [(i+1)%(2xsk) — k][jx(2*sl) + sl];
in_tab [ix(2xsk) + k]|[j*(2xsl) + sl] = SQR2x*(axcok + bxsik);
in_tab [(i+1)*(2xsk) — k][j*(2*xsl) + sl] = SQR2x(—axsik + bxcok);
}
}
a = clkxcok — slkxsik;
sik = slk*xcok + clkxsik;
cok = a;
}
@ikl cos(PI/(4.0%xs1));

s1l z sin (PI/(4.0xsl));

colli="eill-aus il —Nail ]
for(int 1 = 1;1 < sl;1+44)
{
for(int i = 0;i < ik;i++)
for (int j = 0;j < il;j++)
a = in_tab [i*(2*xsk)][j*(2%sl) + 1];
b = in_tab [i*(2*%sk)]|[(j+1)*(2xsl) — 1];
in_tab [ix(2%sk)][j*(2xsl) + 1] = axcol + bxsil;
in_tab [ix(2%sk)][(j+1)*(2xsl) — 1] = —ax*sil + bxcol;
a = in_tab [i*(2xsk) + sk][j=*(2xsl) + 1];
b = in_tab[i%(2xsk) + sk][(j+1)*(2xsl) — 1];
in_tab [i%(2xsk) + sk|[j*(2xsl) 4+ 1] = SQR2x*(axcol + bxsil);
in_tab[i%(2xsk) + sk|[(j+1)*(2xsl) — 1] = SQR2x(—ax*xsil + bxcol);
}
}
a = cllxcol — sllxsil;
sil = sllxcol + cllxsil;
col = a;
ik >>— e —
sk <<= 1; sl <<= 1;
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PROCEDURA A.12 (Szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie dla DCT2D-1V)
Procedura implementujgca szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie dla przeksztal-
cenia DCT2D-IV. Procedura przyjmuje nastepujgce argumenty: dwuwymiarowq tabli-
ce probek sygnatu in_tab, ilos¢ N na M probek oraz parametry spelniajgce warunki

n = logaN i@ m = logaM. Procedura korzysta z algorytmu FCT-IV (FCTIVbp) bez

wstepnego przemieszania elementow wejsciowej tablicy danych.

1 #define PI 3.141592654

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FCT2DIV(doublex* in_tab, int N, int n, int M, int m)
5 1

6 int mx, ik, il, sk, sl;

7 double clk, cok, slk, sik;

8 double cl1l, col, sll, sil;

9 double a, b, ¢, d, *t;

10 sk = sl = 1=
11 ik = N/2: il =M/2:
12 mx =n>m ? n :

: m;
i3 pwez2D (in_tab , N, n, M, m);
14 if (N> M)

15 {

16 TIPS

17 sk = N/M; sl = 1;

18 t = new double[sk];

19 for(int i = 0;i < ik;i++)

20 |

21 for (int j = 0;j < il;j++)

22 {

23 for(int k = 0;k < sk;k++)
24 {

25 t[k] = in_tab [ixsk + k][j];
26 }

27 FCTIVbp(t, sk, n — m);

28 for (int k = 0;k < sk;k++)
29

30 in_tab[ixsk + k][j] = SQR2xt [k];
31

32 }

33

34 delete [] t;

35 sk = N/M; sl = 1;
36 ik =M/2; il = M/2;

37 mx —= 1;
38 }

39 if (N< M)
40

41 ik = N; il = N;
42 sk = 1; sl = M/N;

43 t = new double[sl];

44 for(int i = 0;i < ik;i++)

5 {

46 for(int j = 0;j < il;j++4)

47 {

48 for (int k = 0;k < sl;k++)
49

50 t[k] = in_tab[i][j*s] + k];
51 }

52 FCTIVbp(t, sl, m — n);

53 for(int k = 0;k < sl;k++)
54 {

55 in_tab[i][jxs]l + k] = SQR2xt [k];
56

57 }

58

i
59 delete [] t;
60 sk = 1; sl = M/N;
61 ik =N/2; il =

[
=
=
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120

i

mx — 1;

f (N=M)

for(int i = 0;i < N;i++4)
for (int j = 0;j < M;j++)
in_tab[i][j] *= 0.5;

}
}

for (int e = 0;e < mx;e++)

{

for(int i = 0;i < ik;i++)
{
for (int j = 0;j < il;j++)

for (int k = 0;k < sk;k++)

it

for (int 1 = 0;1 < sl;14+4)

{

in_tab[i*(2xsk) + k][j=*(2xsl) + 1];

in_tab[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2*sl) + 1];

in_tab[ix(2xsk) + k]|[j*(2xsl) + 1 + sl];

in_tab[i%(2xsk) + k 4+ sk][j*(2*xsl) + 1 +
in_tab [i%(2xsk) + k]|[j=*(2xsl) + 1]
in_tab [i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2xsl) + 1]
in_tab[i*(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1 + sl]
in_tab[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2%sl) + 1 + sl]
}

}

}

clk = cos(PI/(4.0xsk));
slk = sin(PI/(4.0xsk));
cok = cos(PI/(8.0xsk));
sik = sin (PI/(8.0%sk));
for(int k = 0;k < sk;k++)

fo o
1

{

cll = cos(PI/(4.0%sl));
s1l = sin (PI/(4.0%sl));
col = cos(PI/(8.0%sl));
sil = sin(PI/(8.0%sl));

for(int 1 = 0;1 < sl;14++4)
for(int i = 0;i < ik;i++)
{

for (int j = 0;j < il;j++)

= in_tab [i*(2xsk) + k][j*(2*xsl) + 1]

sl];
a

I
i=p Roptlert iz
I+ +
o 0 0 0
I
Aa

e
o

= in tabfitl k) = k= ]lixGEsl) L

= in_tab [(i+1)*(2xsk) — k — 1][(j+1)*(2%sl)
n_tab [i*(2xsk) + k][j*(2*sl)+1]

a
b
¢ = in_tab [i*(2xsk) + k][(j+1)x(2xsl) — 1 — 1];
df=
i

I==All

in_tab [(i4+1)*(2*xsk)—k—1][j*(2xsl)+1]

in_tab [i*(2xsk)+k][(j+1)*(2xsl)—1—1]

=+

in_tab [(i+1)*(2#sk)—k—1][(j+1)*(2xs1)—1—1]

}

}

a = cll*col — sllxsil;
sil = sllxcol + cllxsil;
col = a;
}
a = clkxcok — slkx*sik;
sik = slk*xcok + clk=xsik;
cok = a;

- 1= 1];

axcokxcol + bxsikxcol
cxcokxsil + dxsikxsil;
—axsik*xcol + bxcok*col
cksikxsil + dxcokxsil;

—axcok*sil — bxsikxsil
ckxcokxcol + dxsik=xcol;
axsikxsil — bxcokx*sil

cksikxcol + dxcokxcol;
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134 ik >= 1;
135 sk <<= 1;
136 il >>= 1;
187 sl <<= 1;
138 }
139 }

PROCEDURA A.13 (Szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie dla DST2D-II)
Procedura zawiera implementacje szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla
dwuwymiarowego dyskretnego przeksztalcenia sinusowego drugiego rodzaju. Procedura
wymaga podania na wejsciv dwuwymiarowe] tablicy probek sygnalu in_tab, liczby N na
M probek oraz parametréw n = logaN i m = logoM . Procedura korzysta z algorytmu
FST-II bez przemieszania elementéw (poprzez wywoltanie procedury FSTIIbp).

1 #define PI 3.141592654

2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FST2DII(doublexx in_tab, int N, int n, int M, int m)
5 {

6 int mx, ik, il ., sk, slj;
i double clk, cok, slk, sik;
8 double cll, col, sll, sil;
9 double a, b, ¢, d, x*t;

10 sk =11 5 =T

11 ik = N/2; il = M/2;

12 mx=n>m? n :m;

13 pwez2D (in_tab, N, n, M, m);
14 if (N> M)

15

16 ik =M, il =M;

17 sk = N/M; sl = 1;

18 t = new double[sk];

19 for(int i = 0;i < ik;i++)

20

21 for(int j = 0;j < il;j++4)

22

23 for (int k = 0;k < sk;k++)
24

25 t[k] = in_tab [ixsk + k][j];
26 i

27 FSTIIbp(t, sk, n — m);

28 for(int k = 0;k < sk;k++)
29 {

30 in_tab [ixsk + k][j] = t[k];
31 }

32 }

33

}
34 delete [] t;
35 sk = N/M; sl

36 ile =M/2; il

37 mx —= 1;

38}

39 if (N<M)

40 {

41 = NN

42 sk = 1; sl = M/N;

43 t = new double[sl];

44 for(int i = 0;i < ik;i++)
45 |

46 for(int j = 0;j < il;j++)
47 {

48 for(int k = 0;k < sl;k++)
49

50 t[k] = in_tab[i][j*s] + k];

51 }
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FSTIIbp(t, sl, m — n);

for (int

k = 0;k < sl;k++)

in_tab[i][j*s]l + k] = t[k];

}
}
}
delete [] t;
ska—N1% sl = M/N;
ik = N/2; il = N/2;
e == g
}
for (int e = 0;e < mx;e++)
{
for(int i = 0;i < ik;i++)
i
for(int j = 0;j < il;j++)
for (int k = 0;k < sk;k++)
{
for (int 1 = 0;1 < sl;1++)
{
a = in_tab [ix(2xsk) 4+ k][j*(2*xsl) + 1];
b = in_tab[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2%sl) + 1];
¢ = in_tab [i*(2xsk) + k][j*(2*xsl) + 1 + sl];
d = in_tab[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2%xsl) + 1 + sl];
in_tab [i%(2xsk) + k]|[j=*(2xsl) + 1] =a+ b+ c + d;
in_tab [i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2xsl) + 1] =a—b+ c—d;
in_tab[i*(2xsk) + k][j*(2xsl) + 1 + sl] =a+b-—-c—d;
in_tab[i*(2xsk) + k 4+ sk][j*(2%sl) + 1 + sl] =a — b — ¢ + d;
}
}
¥
clk = cos(PI/(4.0xsk));
slk = sin(PI/(4.0xsk));
cok = clk; sik = slk;
for(int k = 0;k < sk — 1;k++)
{
cll = cos(PI/(4.0%s1));
s1l = sin (PI/(4.0%s1));
col =ell: =il = 51l
for(int 1 = 0;1 < sl — 1;14+4)
for(int i = 0;i < ik;i++)
for (int j = 0;j < il;j++)
a = in_tab [i*(2xsk) + k][j*(2%sl) + 1];
b = in_tab [(i+1)%(2xsk) — k — 2][j*(2%sl) + 1];
¢ = in_tab[ix(2*xsk) + k][(j+1)*(2%sl) — 1 — 2];
d = in_tab[(i+1)*(2%sk) — k — 2][(j+1)*(2xsl) — 1 — 2];
in_tab [ix(2%sk) + k][j*(2xsl) + 1] = axcokkxcol — bxsikx*col
— cxcokxsil + dxsikxsil;
in_tab [(i4+1)*(2*xsk)—k—2][j*(2xsl)+1] = axsikxcol 4 bxcokxcol
— cx*xsik*xsil — dxcokxsil;
in_tab [i%(2%sk) + k][(j+1)*(2xsl)—1-2] = axcokkxsil — bxsikx*sil
+ c*cokxcol — dxsik=xcol;
in_tab [(1+41)%(2xsk)—k—2][(j+1)*(2%sl)—1—-2] = axsik*sil + bkxcokx*sil
+ cxsikxcol + dxcokxcol;
}
i
a = cll*col — sllxsil;
sil = sllxcol + cllxsil;
col = a;
}
a = clkxcok — slkx*sik;

sik = slk*cok + clk=xsik;

cok = a;

i

for(int i = 0;i < ik;i++)

{
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124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148

150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
1é7il
172
173
174
175
176
177
178
11788
180
181
182

for(int j = 0;j < il;j++)

in_tab [(i 4+ 1)*(2xsk) — 1][j*(2xsl) + sl — 1] = SQR2;
in_tab [i*(2%sk) + sk — 1][(j + 1)*(2xsl) — 1] %= SQR2;
in_tab [i*(2+sk) + sk — 1][j*(2xsl) + sl — 1] %= 0.5;
}
}

clk cos (PI/(4.0%sk));

slk sin (PI/(4.0xsk));

cok clk; sik = slk;

for(int k = 0;k < sk — 1;k++4)

{

for(int i = 0;i < ik;i++)
for (int j = 0;j < il;j++)

a = in_tab [i*(2xsk)+k][j*(2xsl)+sl —1];
b = in_tab [(i+1)%(2xsk)—k—2][j*(2%sl)+sl —1];

in_tab [ix(2%sk)+k][]j*(2%sl)+sl —1] = SQR2x(axcok — bxsik);
in_tab [(i41)*(2*xsk)—k—2][j*(2xsl)+sl —1] = SQR2x(axsik + b*cok);

a = in_tab [i*(2%sk)+k][(j+1)*(2xsl)—1];

b = in_tab [(i+1)*(2xsk)—k—2][(j+1)* (2*51)—1]

in_ tab[l*(l*sk)+k][(J+1) (2%sl)—1] = axcok — bxsik;

in_tab [(1+1)*(2xsk)—k—2][(j+1)*(2xsl)—1] = axsik + bx*cok;
}
}
sik
cok

clk*xcok — slkxsik;
slkxcok + clkxsik;
a;

cll cos(PI/(4.0%sl));
s1l sin (PI/(4.0%xsl));
col rllle sl = Ealls

for(int 1 = 0;1 < sl — 1;144)

for(int i = 0;i < ik;i++)
for(int j = 0;j < il;j++)

a = in_tab [i*(2xsk)+ sk—1][j*(2xsl)+1];

b = in_tab [i*(2%sk)+ sk—1][(j+1)*(2xsl)—1 —2];
in_tab [i%(2xsk)+sk —1][j*(2xsl)+1]

in_tab [1%(2xsk)+sk —1][(j+1)*(2xsl)—1-2]
a = in_tab [(i+1)*(2xsk)—1][j*(2xsl)+1];
b = in_tab [(i+1)*(2xsk)—1][(j+1)*(2%sl)—1—2];

in_tab [(141)*(2xsk)—1][j*(2xsl)+1] axcol — bxsil;
in_tab [(14+1)*(2xsk)—1][(j+1)*(2*xsl)—1-2] axsil + bxcol;

}

b

a = cllxcol — sllx*sil;
sil = sll*xcol + cllxsil;
col = a;

}

ik >= 1;

sk <<= 1;

TN e

sl <<=

PROCEDURA A.14 (Szybki algorytm z przerzedzeniem w czasie dla DST2D-IV)
Implementacja szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie dla przypadku przeksztal-
cenia DST2D-IV. Jako argumenty wejsciowe procedura przyjmuje dwuwymiarowq ta-
blice probek in_tab, liczbe N na M probek oraz parametry n = logagN @ m = loga M.
Procedura korzysta z algorytmu FST-1V bez przemieszania elementéow wejsciowej tabli-

cy danych (procedura FSTIVbp).

SQR2%(axcol — bxsil);
SQR2x(axsil + bxcol);




1 #define PI 3.141592654
2 #define SQR2 0.707106781

3

4 void FST2DIV(doublex* in_tab, int N,
5 {

6 int mx, ik, il , sk, sl§

i3 double clk, cok, slk, sik;
8 double cl1l, col, sll, sil;
2] double a, b, ¢, d, *t;

10 slei =0 sl = iy

i 1k =0N (260 TN =N 25

12 mx =n>m ? n : m;

13 pwcz2D (in_tab, N, n, M, m);
14 if (N>M)

15

16 ik = M; il =g

17 sk = N/M; sl = 1;

18 t = new double[sk];

19 for(int i = 0;i < ik;i4++)

21 for (int j = 0;j < il;j++)

22 {

23 for(int k = 0;k < sk;k++)
24

25 t[k] = in_tab [ixsk + k][j];
26

27 FSTIVbp(t, sk, n — m);

28 for(int k = 0;k < sk;k++)
29 {

30 in_tab[ixsk + k][j] = SQR2xt [k];
31 }

32 1

33

}
34 delete [] t;
35 sk = N/M; sl = 1;
36 ik =M/2; il =M/2;

37 mx —= 1;
38}

39 if (N<M)

40

41 ik = N; il = N;

42 sk = 1; sl = M/N;
= new double[sl];
44 for(int i = 0;i < ik;i++4)

46 for(int j = 0;j < il;j++)
48 for(int k = 0;k < sl;k++)
50 t[k] = in_tab[i][j*sl + k];

I
52 FSTIVbp(t, sl, m — n);
53 for(int k = 0;k < sl;k++)

{
55 in_tab[i][j*s]l + k] = SQR2xt [k];

57 3

58 }

59 delete [] t;
60 sk = 1; sl
61 ik = N/2; il
62 mx —= 1;

M/N;
N/2;

}
64 if (N=—M)
66 for(int i = 0;i < N;i++)
67
68 for(int j = 0;j < M; j++)

70 in_tab[i][j] *= 0.5;

int n, int M, int m)
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72 }

73

74 for(int e = 0;e < mx;e++)

75

76 for(int i = 0;i < ik;i++4)

it

78 for(int j = 0;j < il;j++)

79

80 for (int k = 0;k < sk;k++)

81 {

82 for(int 1 = 0;1 < sl;l+4+4)

84 a = in_tab [i%(2xsk) + k][j*(2*sl) + 1];

85 b = in_tab[ix(2%sk) + k + sk][j*(2%xsl) + 1];

86 c = in_tab [i%(2%sk) + k][j*(2#s]) + 1 + sl];

87 d = in_tab [i%(2xsk) 4+ k + sk][j*(2%sl) + 1 + sl];

88 in_tab [i*(2%sk) + k][j*(2xsl) + 1] =a+ b+ c+d;

89 in_tab[ix(2%sk) + k + sk][j*(2%sl) + 1] =al—SbiENci—d |

90 in_tab [ix(2%sk) + k][j*(2xsl) + 1 + sl] =a - bi=c —Vd;

91 in_tab[ix(2%sk) + k + sk][j*(2*xsl) + 1 + sl] = a — b — ¢ + d;

92 }

93 }

94 }

95

96 clk = cos(PI/(4.0%sk));

97 slk = sin(PI/(4.0xsk));

98 cok = cos(PI/(8.0xsk));

99 sik = sin (PI/(8.0%sk));

100 for (int k = 0;k < sk;k++)

101 {

102 cll = cos(PI/(4.0%sl));

103 s1l = sin(PI/(4.0xs1));

104 col = cos(PI/(8.0%sl));

105 sil = sin(PI/(8.0%sl));

106 for(int 1 = 0;1 < sl;1++4)

107

108 for(int i = 0;i < ik;i++)

109

110 for (int j = 0;j < il;j++)

111

112 a = in_tab [ix(2xsk) 4+ k][j*(2*xsl) + 1];

113 b = in_tab [(i+1)%(2¢sk) — k — 1][j*(2%sl) + 1];

114 ¢ = in_tab [i*(2xsk) + k][(j+1)*(2xsl) — 1 — 1];

115 d = in_tab [(i+1)*(2xsk) — k — 1][(j+1)*(2xsl) — 1 — 1];

116 in_tab [i*(2%sk)+k][j*(2%sl)+1] = axcokxcol — bxsikxcol
1 i — c*cokxsil + dxsik=xsil;
118 in_tab [(14+1)%(2xsk)—k—1][j*(2*xsl1)+1] = axsik*col 4+ bxcokxcol
119 — cx*sikxsil — dxcokxsil;
120 in_tab [ix*(2%sk)+k][(j+1)*(2*xsl)—1—1] = axcokxsil — bxsikxsil
121 + cxcokxcol — dxsikxcol;
122 in_tab [(14+1)*(2%sk)—k—1][(j+1)*(2xsl)—1—1] = a*xsik*sil + bxcok*sil
123 + cxsikxcol + dxcokxcol;
124 }

125 i

126 a = cllxcol — sllxsil;

127 sil = sllxcol + cllxsil;

128 col = iay

129 }

130 a = clkxcok — slkx*sik;

131 sik = slk*xcok + clkxsik;

132 cok = a;

133 }

134 ik >>= 1;

135 sk <<= 1;

136 il >>= 1;

137 sl <=

138}
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PROCEDURA A.15 (Szybki algorytm adaptacyjny dla przeksztalcenia Fouriera)
Implementacja szybkiego algorytmu adaptacyjnego dla przeksztalcenia Fouriera. Na
wejsciu procedura wymaga podania zbioru probek analizowanego sygnalu w postaci ta-
blic in_re iin_im, liczby probek N oraz liczby M wspotczynnikow spektralnych branych
pod uvwage w procesie adaptacyi. Procedura ta odwotuje sie do dwdch procedur pomocni-
czych FETblok i FFTkrok, ktére stanowig implementacje blokow FFT oraz FD dla
szybkiego algorytmu z przerzedzeniem w czasie, tutaj typu radiz-2.

1 #define PI 3.1415926

2

3 void FFTblok(double* in_re, doublex in_im, int N)

4 A

5 int 1 1 b

6 double ¢, s, aa, bb;

if n = Ny/25

8 los = 17

g 1 = (int)ceil (log(N)/log (2.0));

10 for(int i = 0;i < l;i4++)

11 {

12 for(int j = 0;j < n;j++)

13 {

14 for (int k = 0;k < b;k++)

15 {

16 [ = cos (PIxk/(double)b);
17 s = sin (PIxk/(double)b);
18 aa = in_re[2*%jxb + b + k];
19 bb = in_im [2xjxb + b + k];
20 in_re[2xjxb + b + k] = aaxc + bbxs;

21 in_im [2%j*b + b + k] = bbxc — aaxs;

22 aa = in_re[2xj*b + k];
23 bb = in_re[2*xjxb + b + k];
24 in_re [2*jxb + k] = aa + bb;

25 in_re[2*j*b + b + k] = aa — bb;

26 aa = in_im[2xj*b + k];
o bb = in_im[2%j*b + b + k];
28 in_im [2x j*b + k] = aa + bb;

29 in_im[2xj*b + b + k] = aa — bb;

30 }

31 }

32 n >>= 1;

33 b <<= 1;

34 }

35 }

36

37 void FFTkrok(doublex in_re, doublex in_im, int N)

38 |

39 double ¢, s, aa, bb;

40 int b = N/2;

41 for (int k = 0;k < b;k++)

42 {

43 © = cos (PIxk/(double)b);

44 s = sin (PIxk/(double)b);

45 aa, = in_re[b + k];

46 bb = in.im[b + ki;

47 in_re [b + k] = aaxc + bbxs;

48 in_im [b + k] = bbxc — aaxs;

49 aa = in_re [k];

50 bb = in_re[b + k];

51 in_re [k] = aa + bb;

52 in_re [b + k] = aa — bb;

53 aa, = in_im [k];

54 bb = in_im [b + k];

55 in_im [k] = aa + bb;

56 in_im [b + k] = aa — bb;

57 }

58 }

59

60 void AFFT(doublex in_re, doublex in_im, int N, int M)

61 {
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62 int N1, 1;

63 doublex tmp._re,* tmp_im, epsmd, epso;

64 1 = (int)ceil(log(N)/log (2.0));

65 tmp.-re = new double[N];

66 tmp-im = new double[N];

67 bitreverse(in_re, N, 1);

68 bitreverse (in_im, N, 1);

69 N1 =N

70 FFTblok (N1, in_re, in_im);

il FFTblok (N1, in_re + N1, in_im + NI1);

) N1 =2

73 do

74 {

75 for(int i = 0;i < M;i++)

76 {

e tmp-re[i] = in_re[i];

78 tmp-im[i] = in_im[i];

79 }

80 FFTkrok (in_re , in_im, N1);

81 // Oszacowanie bledu w metryce Czebyszewa
82 epsmd = 0.0;

83 for(int i = 0;i < S/2;i++)

84 {

85 epso = sqrt(pow(in_re[i] — 2.0xtab_re[i], 2.0)/(4.0%xN1xN1)
86 + pow(in-im[i] — 2.0xtab_im[i], 2.0)/(4.0%xN1xN1))/3.0;
87 if (epso > epsmd)

88

89 epsmd = epso;

90 }

91

92 if (epsmd < epsilon)

93

94 break ;

95 }

96 if (NI =— Nj

97

98 break ;

99 }

100 FFTblok (N1, in_re + N1, in_im + N1);
101 N1 #= 2;

102 }

103 while (1);

104 // Wypisz odpowiednie informacje wg. punktu 8
105 // szybkiego algorytmu adaptacyjnego

106 delete [] tmp_re;

107 delete [] tmp._im;

108 }

PROCEDURA A.16 (Szybki algorytm adaptacyjny dla przeksztatcenia DCT-II)
Procedura implementujgca szybki algorytm adaptacyjny dla przeksztalcenia DCT-II.
Jako argumenty wejSciowe przyjmuje tablice probek in_tab sygnatu, liczbe N probek,
liczbe M wspdolczynnikow spektralnych branych pod wwage w procesie adaptacyi, oraz
dopuszczalng wartosé bledu €. Procedura korzysta z dwéoch procedur FCTIIblok() oraz
FCTIIkrok(), ktére stanowig odpowiednio implementacje blokéw FCT i FD szybkie-
go algorytmu z przerzedzeniem w czasie.

#define SQR2 0.707106781
#define PI2 1.570796326

void FCTIIblok(int N, doublex d)
double t, ¢, s, ca, sa, a, b;

int L o DL
1 = (int)ceil (log(N)/log (2.0));

WO U WN
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p = 2;
m = N/ 2
n = i3
for (int i = 0;i < l;i++)
{
for(int j = 0;j < m;j++)
for (int k = 0;k < n;k++)
{
t =dJ
d[j*p + k] =d]
d[j*p + k + n] = ¢
¥
Ij
¢ = cos(PI2/(double)p);
s = sin(PI2/(double)p);
cas=Ncy
sl = 83
for (int k = 0;k < m;k++)
d[k*p + n] *= SQR2;
for(int k = 1;k < n;k++)
{
for(int j = 0;j < m;j++)
a =
b =
d[j*p + k] =
d[(j + V*p - k] =
¥
it =ies
¢ = (cxca — sx*sa);
s = (s*ca + txsa);
i
n <<= 1;
m >>= 1;
p <<= 1:
}

}

void FCTIIkrok(int N, doublex d)

{

double t, ¢, s, ca, sa, a, b;

int rife
n = N/2:
for (int k = 0;k < n;k++)
{
t = d[k];
d[k] = d[k] + d[k + n];
d(k + n] =t — d[k + n];
}
G = cos (PI2/(double)N);
s = sin (PI2/(double)N);
ca =lc:
sa =2l

d[n] *= SQR2;
for (int k = 1;k < n;k++)

{
a = d[k];
b = d[N - k];
d[k] = (cxa + sx*b);
d[N — k] = (cxb — s=xa);
t — e
¢ = (cxca — sx*sa);
S = (sxca + txsa);
}

void AFCTII(doublex in_tab , int M, int

int N1, 1;

j*p + kJ;

j*p + k] + d[j*p + k + n];
—d[j*xp + k + n];

dj*p + k];

d(j + L)*p — k];

(c*xa + s*b);

(cxb — sx*a);

N, double epsilon)
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81 doublex tmp, epsmd, epso;

82 1 = (int)ceil (log(N)/log(2.0));
83 tmp = new double [M];

84 pwez(in_tab, N, 1);

85 N1 = M;

86 FCTIIblok (N1, in_tab);

87 FCTIIblok (N1, in_tab + N1);

88 N1 A=k

89 do

90 {

91 for(int i = 0;1 < M;i++4)

92 {

93 tmp[i] = in_tab[i];

94 }

95 FCTIIkrok (N1, in_tab);

96 // Szacownie bledu w metryce Czebyszewa
97 epsmd = 0.0;

98 for(int i = 0;i < M;i++)

99 {

100 epso = fabs((in_tab[i] — 2.0%tmp[i])/(double)N1)/3.0;
101 if (epso > epsmd)

102 {

103 epsmd = epso;

104 }

105

106 if (epsmd < epsilon)

107

108 break ;

109 }

110 if (N1 = N)

111

112 break ;

113 }

114 FCTIIblok (N1, in_tab + N1);

115 NI =D}

116 }

117 while (1);

118 // Wypisz odpowiednie informacje wg. punktu 8
119 // szybkiego algorytmu adaptacyjnego
120 delete [] tmp;

121 }
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